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INHALT  UND  METHODE 


DES 


PLANIMETRISCHEN  UNTERRICHTS. 


EINE  VERGLEICHENDE  PLANIMETRIE 


VON 


Db.  HEINRICH  SCHOTTEN. 


LEIPZIG, 

DRUCK   UND   VERLAG   VON   B.  G.  TEUBNEK. 

1890.   -- 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  iii  Leipzig. 

Börner,  Dr.  H.,  Oberlehrer  an  der  Realschule  I.  0.  zu  Ruhrort,  Lehr- 
buch zur  Einführung  in  die  Geometrie  für  höhere  Schulen. 
Mit  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  [XVIII  u.  93  S.]  gr.  8. 
1879.     geh.  JL  1.60. 

Brookmaim,  F.  J.,  vorm.  Oberlehrer  der  Mathematik  und  Physik  am 
Eönigl.  Gymnasium  zu  Clev^,  Lehrbuch  der  ebenen  und  sphä- 
rischen Trigonometrie.  Für  Gymnasien  und  Realschulen 
bearbeitet.  [Mit  46  Holzschnitten  im  Text.]  2.  Auflage.  [VIII  u. 
156  S.]     gr.  8.     1880.     geh.  JL  1.60. 

Lehrbuch  der  elementaren  Geometrie   für  Gymnasien 

und  Realschulen  bearbeitet.   2  Teile,    gr.  8.    geh.  JL  3.60. 

Einzeln : 
I.  Teil.    Die  Planimetrie.    Mit  139  Figuren  in  Holxschiiitt.    S.  verbesserte 

Aufl.    jTX  u.  201  8.]     1887.    JC  2.— 
n.    —      Die    Stereometrie.      Mit   84   Figuren    in    Holzichnitt.      [lY   a. 
128  S.]     1875.    JH  1.60. 

Materialien  zu  Dreiecks-Konstruktionen    nebst    An- 


wendung  auf  fast   400   Aufgaben.     [VI  u.  88    S.]     gr.  8.     1888. 
geh.  Jd  1.20. 

planimetrische  Konstruktionsaufgaben.     Eine   Vor- 


schule zu  des  Verfassers  Materialien.     Enthaltend  501  Aufgaben 
nebst  deren  Lösungen.    [VI  u.  103  S.]    gr.  8.    1889.    geh.  JL  1.50. 
§ßcr}ucö   einer  aJletftobif  jut   ßöfuug  ptantmctrtfd^cr 


ÄonftruttionSaufgaben.   3Kit  ja^Ireicfjcn  S3ci)>iclen.  [VI u.  111  6.] 
gr.  8.     1889.    gef|.  JL  1.50. 

donraW,  Dr.  $.^  Cberlcfjrcr  am  ©^mnafium  in  SSelgarb,  Sc!^rbuc5  ber 
ebenen  S^rigonomclric  in  ftufemnä^iget  Slnorbnung  für  bcn  ©d)ul- 
gcbrau^,  itcbft  einer  fid)  eng  an  baSfelbc  QU|(^Iic6cnbcn  8ammlimg 
tjon  Übungsaufgaben.    [VIII  u.  176  S.]    gr.  8.    1889.    ge:^.  ..Ä  2.— 

Dronke,  Dr.  A.,  Direktor  der  Realschule  I.  0.  zu  Trier,  die  Kegel- 
schnitte in  synthetischer  Behandlungsweise  für  die  Prima  höherer 
Lehranstalten.  MitFiguren imText.  [IVu. 75 S.]  gr. 8. 1881.  geh.  JL"!,— 

Erler«  Dr.,  Professor  und  I.  Oberlehrer  am  Kgl.  Pädagogium  bei  Züllichau, 
die  Elemente  der  Kegelschnitte  in  synthetischer  Be- 
handlung. Zum  Gebrauche  in  der  Gymnasialprima.  Älit  einer  litho- 
graphierten Figurentafel.  S.verb.Aufl.  [45  S.]  gr.8. 1887.  kart.  ^ä:i.20. 

Frischauf,  Dr.  J.,  Professor  an  der  Universität  zu  Graz,  Elemente 
der  Geometrie.  2.  Auflage.  [VUI  u.  164  S.  mit  eingedr.  Holz- 
schnitten.]    gr.  8.     1877.     geh.  JL^. — 

Heinze,  Dr.  Karl,  weiland  Professor  in  Köthen,  genetische  Stereo- 
metrie. Bearbeitet  von  Franz  Lücke,  Gymnasiallehrer  in  Zerbst. 
Mit  lithographierten  Tafeln.  fXllu.  194S.]  gr.8.  1886.  geh.  JL^.- 

Heurici,  Julius,  Gymnasial-rrofessor  in  Heidelberg,  u.  P.  Treutlein, 
Professor  am  Gymnasium  zu  Karlsruhe,  Lehrbuch  der  Ele- 
mentar-Geometrie.     3  Teile,     gr.  8.     geb.  JL  7.60. 

Eüuseln: 
I.  Teil.    Gleichheit  der  planimetrisohen  Gröfsen.    Eongmente  Abbildung  in 
der  Ebene.    Pensum  der  Tertia.    Mit  18ä  Figuren  in  Holzschnitt. 
[Vni  u.  152  S.]     1881.    Jd,— 
IL     —      Perspektivische    Abbildung  und  Berechnung  der    planimetriichen 
Gröfsen.    Pensum  für  Sekunda.    (Nebst  weitereu  Ausführungen  für 
Prima.)     Mit    189    Figuren    in    Holzschnitt    und    einem    (lithogr.) 
Kärtchen.     [VIII  u.  242  S.]     1882.    ./«:  2.80. 
III.    —      Lage  und  Gröfse  der  stereometrischen  Gebilde.    Abbildungen  der 
Figuren  einer  Ebene  auf  eine  zweite  (Kegelschnitte).    Pensum  für 
Prima.    Mit  134  Figuren  in  Zinkographie.    [VIII  u.  194  S.]     1S8.3. 
JL  2.80. 

[Fortsetzung  folgt  anf  Seite  3  des  Umschlags.] 
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Vorröde. 

WeoD  man  die  reiche  Literatur  über  Planimetrie  auf- 
merksam verfolgt,  so  scheint  es  gar  oft  an  ausreichenden 
Gründen  für  eine  neue  Erscheinung  auf  diesem  Gebiete  zu 
mangeln.  Was  die  Verfasser  veranlafst  hat,  über  all  die 
früheren  Lehrbücher  hinwegzugehen  und  ein  neues  an  deren 
Stelle  setzen  zu  wollen,  ist  sicherlich  wohl  immer  der  Ge- 
danke gewesen,  Besseres  zu  bieten  als  das  Vorhandene  —  ob- 
wohl bei  einer  grofsen  Anzahl  von  Lehrbüchern  dieser  Ge- 
danke sich  nur  deshalb  dem  Verfasser  hat  aufdrängen  können, 
weil  er  offenbar  mit  seinen  Vorgängern  nicht  hinreichend  ver- 
traut gewesen  ist.  Oft  finden  wir  auch  wirklich  Gutes,  aber 
im  Ganzen  doch  nur  so  vereinzelt,  dals  eine  Berechtigung  für 
ein  ganz  neues  Buch  nicht  völlig  vorhanden  zu  sein  scheint.') 
Dieser  Mangel  resultiert  meiner  Meinung  nach  daraus,  dafs 
die  Verfasser  stets  nur  das  fertige  Produkt  ihrer  Arbeit  dar- 
bieten, während  eine  Einsicht  in  die  Entstehung  des  Textes 
und  der  Methode,  eine  kritische  Besprechung  und  Übersicht 
der  verschiedenen  enl^egenstehenden  Meinungen  und  eine  Be- 
gründung der  eigenen  Ansicht  viel  nützlicher  gewesen  wäre, 
wahrscheinlich  aber  auch  sehr  oft  dahin  geführt  haben  würde, 
das  vorhandene  Gute  anzuerkennen  und  bestehen  zu  lassen. 

Aus  diesem  Gedanken  heraus  ist  das  vorliegende  Buch 
entstanden. 

Es  soll  dazu  dienen,  rasch  und  sicher  über  die  ein- 
schlägige Literatur  sich  orientieren  und  selbst  nach  den  aus- 
führlich gegebenen  Zitaten  aus  den  verschiedenartigsten  Werken 
über  einen  bestimmten  Gegenstand  ein  Urteil  sich  bilden  zu 
können.    Der  Verfasser  setzt  dadurch  den  Leser  in  den  Stand, 

')  Derartige  Verbesserangsvorscliläge  für  einzelne  Teile  des  ünter- 
richtsstofifes  werden  wohl    am  passendsten   in  Frogrammabhandlungen 
niedergelegt  werden  oder  in  Hofimanns  Zeitschrift,  die  ja  gerade  a* 
diesem  Gebiete  auch  schon  nnendlich  viel  Gutes  gewirkt  hat. 


—     IV     — 

den  vorgetragenen  Text  selbst  an  der  Hand  des  angeführten 
und  kritisch  beleuchteten  Materials  prüfen  und  für  oder  gegen 
denselben  sich  entscheiden  zu  können.  Der  Verfasser  ist  be- 
müht gewesen^  das  yorhandene  Material  möglichst  vollständig 
herbeizuschaffen;  dafs  jedoch  noch  Lücken  genug  sich  finden^ 
kann  nicht  geleugnet  werden,  ist  aber  kaum  zu  vermeiden, 
besonders  v^enn  man  bedenkt,  wie  schwierig  besonders  die 
Programm abhandlungen  früherer  Jahrzehnte  za  beschaffen 
sind.  Ein  sorgföltiges  Namen-  und  Sachregister  wird  die 
Brauchbarkeit  dieses  Handbuches  erhohen  und  es  zu  einem 
Nachschlagebuch  für  alle  Fragen  auf  dem  Gebiete  des  plani- 
metrischen  Unterrichts  machen. 

Als  Einleitung  schickt  Verfasser  eine  Studie  über  die 
Reformbestrebungen  auf  dem  Gebiete  des  planimetrischen 
Unterrichts  voraus,  die  ebenfalls  in  zahlreichen  Zitaten  das 
Material  bietet,  das  für  die  angeregten  Fragen  in  Betracht 
kommt;  die  am  Schlüsse  dieser  Einleitung  aufgestellten  Thesen 
kennzeichnen  den  Standpunkt  des  Verfassers  gegenüber  diesen 
Reformbestrebungeu.  Vielleicht  giebt  diese  Studie  Veran- 
lassung zu  einer  Arbeit  über  die  Geschichte  des  planimetrischen 
Unterrichts  in  unserem  Jahrhundert  incl.  dem  letzten  Drittel 
des  vorigen.  Jedenfalls  würde  die  Darstellung  der  historischen 
Entwicklung  nicht  ohne  Interesse  sein  und  mehr  als  dies 
bisher  möglich  ist,  den  Zusammenhang  zwischen  den  Fort- 
schritten der  Wissenschaften  und  denjenigen  des  Unterrichts 
erkennen  lassen;  ein  Zusammenhang,  der  allerdings  nicht 
überall  zu  Tage  tritt,  sondern  nur  in  mittelbaren  und  deshalb 
auch  nur  schwer  zu  erkennenden  Wirkungen  sich  äufsert. 

Der  vorliegende  erste  Band  wird  die  Grundbegriffe  be- 
handeln und  also  vorwiegend  auf  dem  mathematisch-philoso- 
phischen Grenzgebiete  sich  bewegen.  Es  leuchtet  ein,  dafs 
hier  gerade  bei  der  Feststellung  der  Grundbegriffe  ganz  be- 
sonders sorgfaltig  vorgegangen  werden  mufste  und  dafs  das 
Zitaten-Material  hier  ein  besonders  reichhaltiges  sein  mufste. 
Übrigens  wird  die  Diskussion  der  Grundbegriffe  in  diesem 
Bande  noch  nicht  zu  Ende  gebracht  werden.  Eine  Reihe  von 
Fragen,  die  sich  direkt  an  die  vorliegenden  Betrachtungen 
anschliessen,  wird  erst  im  folgenden  Bande  erörtert  werden, 
der  voraussichtlich  bis  zur  Behandlung  des  Dreiecks  sich  er- 
strecken wird. 


über  die  Reformbestrebnngen 
anf  dem  Gebiete  des  planimetrischen  Unterrichts. 

(Die  »m  Bftod  fettgedmokten  ZifTem  bestehen  lieh  »uf  die  ZiUte  %m  Sohlufs 

dieser  Studie. 

Der  Gegenstand^  der  hier  behandelt  werden  soU^  hat  zwar 
teils  in  besonderen  Werken^  teils  in  den  Fachzeitschriften  und 
zahlreichen  Programmen  schon  eine  grofse  Reihe  von  Bearbei- 
tungen gefunden,  es  erscheint  mir  aber  nicht  unwesentlich, 
ehe  ich  an  den  speziellen  Teil  herangehe,  meinen  Standpunkt  im 
allgemeinen  —  besonders  gegenüber  den  Reformbestrebungen  — 
klarzulegen. 

Seit  die  Mathematik  durch  die  Revision  der  Lehrpläne 
der  höhereu  Lehranstalten  eine  gesicherte  Stellung  auch  auf 
dem  Gymnasium  gewonnen, ^~^)  waren  die  früheren  Klagen  so 
über  ihre  Zurücksetzung  im  grofsen  und  ganzen  verstummt/) 
erst  in  neuerer  Zeit  tauchten  die  vergessen  geglaubten  wieder 
auf.  Im  allgemeinen  kann  als  feststehend  angenommen  werden, 
dafs  es  sich  dabei  nur  zum  kleinsten  Teile  um  den  Umfang  iso 
des  mathematischen  Lehrstoffes   handelt;^*  ^)   im  wesentlichen  75 


*)  Vgl.  auch  H.  Z.  [b-  Hoffmanns  Zeitschr.  für  matbem.  u.  natarw. 
Unterr.]  I  p.  248  f. 

*)  Vgl.  auch  H.  Z.  II  p.  46—67.  —  H.  Z.  II  p.  138—146. 

«)  H.  Z.  II  p.  74—81. 

*)  H.  Z.  VIII  p.  459-^474. 

»)  H.  Z.  Xni  p.  148. 

•)  H.  Z.  XII(  p.  410—416;  p.  484—488. 

')  Vgl.  H.  Z.  I  p.  Iff.;  IGE;  68fr.I 

«)  H.  Z.  I  p.  173. 

^  H.  Z.  III  p.  651  in  der  Besprechung  der  Zieglerschen  Geometrie 
durch  Scherling. 

Schotton    d«r  planimetr.,  Unterricht.  1 
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n  betreffen  die  Klagen  die  Sicherheit  des  Besitzes;^)  selbst  die  An- 
läskläger,  die  den   höheren  Lehranstalten  in  Universitätskreisen 
38  erwachsen,  verlangen  keine  Erweiterung  der  auf  den  Schulen 
zu  betreibenden  Disziplinen.^)  Ja,  wenn  ein  solches  Verlangen 
an  die  Schule  gestellt  wilrde,  so  müfste  meiner  Meinung  nach 
demselben  auf  das  ernsteste  widerstanden  werden,  da  im  Auge 
101  behalten  werden  mufs,^)  dafs  wir  nicht  zukünftige  Mathema- 
tiker   heranbilden   wollen  und    sollen  —   so   wenig,    wie  die 
höheren  Schulen   überhaupt  zu   einem  bestimmten  Berufe  die 
Grundlage  legen  sollen  — ,  sondern  dafs  wir  die  uns  anver- 
traute  Jugend   geschickt   machen,    mit   Erfolg   ihrem  selbst- 
gewählten Berufe   sich  zu  widmem,    dafs  wir  ihr   gleichsam 
einen  Teil  des  Rüstzeuges  für  den  grofsen  Kampf  des  Lebens 
—  im  idealen  Sinne  des  Wortes  —  liefern. 
1  Die  Zeiten,  in  denen  das  Märchen   von  einer  besonderen 

186 mathematischen  Begabung  eine  grofse  Rolle  spielte,  gehören 
8i>  glücklicherweise  zu  den  guten  alten.    Es  ist  das  sicherlich  die 
98  Folge   davon,  dafs  man  sich  von  dem  ehernen  Hemmschuh, 
86  der  früher  der  mathematischen  Methode  anhing,  frei  zu  machen 
osgewufst  hat,  dafs  ein  freierer  Geist  waltet    Wohl  mag  früher 
198  diese  Behauptung  einer  besonderen  Begabung  den  Schein  ihrer 
136  Berechtigung  gehabt  haben,  als  die  Mathematik  in  einer  wenig 
141  ansprechenden  Weise  vorgetragen  wurde.     Dafs  aber  gerade 

')  Resolution  der  matb.-naturw.  Sektion  der  33.  VerBammhing  deut> 
scher  Philologen  und  Schulmänner  zu  Gera:  „Die  mathematisch-natur- 
wissenschaftliche  Sektion  ist  der  Ansicht,  dafs  die  Lehre  von  den  Kegel- 
Bchuitten  auch  auf  Gymnasien  und  zwar  in  synthetischer  Behandlung 
aufzunehmen  sei  —  eine  Methode,  welche  auch  auf  Realschulen  mehr 
als  bisher  Berücksichtigung  verdient/'    H.  Z.  X  p.  76. 

')  Man  vergleiche  weiter  unten  p.  81  und  Anmerkungen  dazu.  Reidt, 
Anleitung  §  19. 

^)  Vergl.  hierzu  Reidts  Anleitung  §3,  der  mit  den  Worten  schliefst: 
Es  wird  also  als  der  wesentliche  Zweck  auch  des  mathematischen  Schul- 
unterrichts die  Teilnahme  an  der  allgemeinen  Ausbildung  der 
geistigen  Kräfte  des  Schülers  ohne  besondere  Rücksicht  auf  dessen 
künftige  Berufswahl  hingestellt  werden  müssen.  — 

Da  an  dieser  Stelle  Reidts  Anleitung  zuerst  zitiert  vmrd,  so  möge 
auch  hier  auf  die  Besprechung  dieses  Werkes  in  Rethwischs  Jahres- 
bericht II.  B.  p.  220  f.  durch  A.  Thaer  und  in  Hoffmanns  Zeitschrift  XIX 
p.  191—202  hingewie&en  werden. 
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diese  Art  der  Methode  auch  ihre  begeisterten  Anhänger  ge-i87 
funden,    beweist  der  Ausspruch   Kästners^   dafs    die  Mathe- i6i 
matik  um    so  unverständlicher    werde'),   je  weiter   sich    ihrei89 
Methoden  von  derjenigen  Euklids  entfernten.   Jetzt  hat  man  ein-  82 
gesehen,  dafs  der  mathematische  Stoff,  wie  er  auf  der  höheren  &5 
Schule  geboten  wird,  gleichmälsig  dem  Verständnis  aller  nahe  69 
gebracht  werden  kann,  danach  aber  auch  die  Forderungen  ent-  s 
sprechend  geregelt.    Ein  Gebiet,  das  besonders  dem  erwähnten  27 
Ausspruch  Recht  zu  geben  schien,  war  dasjenige  der  geome-i46 
trischen  Konstruktionsaufgabe.     Wie  mancher,   der  sich   ver-i4H 
geblich  gemüht,  die  Lösung  zu  finden,  hat  sich  dabei  beruhigt,  17 
dafs   er  eben  für  dieses  Fach   nicht  begabt  sei.     Gerade  hier»? 
ist    aber    auch    ein    bedeutender   Fortschritt   zu    verzeichnen.  105 
Nagel  sagt  in  der  Vorrede  zu  seiner  geometrischen  Analysi8:i47 
„Zugleich  lag  es  in  meiner  Absicht,    auch   dem   angehenden  gi 
Lehrer  zu  zeigen,  dafs  das  Auffinden  von  Lösungen  nicht,  wie  125 
manche  meinen,  eine  blofse  Sache  des  Zufalls  oder. einer  eigen- is» 
tümlichen,  nicht  jedem  gegebenen  Geschicklichkeit  sei,  sondern  im 
dafs   auch  diesen   Übungen   bestimmte  allgemeine  Regeln  zu  50 
gründe  liegen.'*     Erst  in  neuerer  Zeit  aber  dürfte  dieser  Au8-204 
Spruch  sich  allgemeiner  Anerkennung  zu  erfreuen  haben,  da  durch  44 
das  rastlose  Streben  der  Lehrer  der  Mathematik  gezeigt  ist,  dafs  45 
jeder  Schüler,*)  der  für  andere  Unterrichtsfächer  veranlagt  ist,8i 
auch  den  von  den  Gymnasien  gestellten  Anforderungen  in  der 
Mathematik  genügen  kann.     Ohne  Überhebung  kann  wohl  ge- 
sagt werden,   dafs    die  Didaktik   und  Methodik  in  keiner  der 
auf  den  höheren  Schulen   gelehrten  Disziplinen  in  der  letzten 
Zeit  so  bedeutende  Fortschritte  gemacht  hat,  wie  gerade  in 
der  Mathematik. 

Die   gesetzliche  Festsetzung    des    mathematischen  Unter- 27 
richtsstoffes   erfolgte   wohl  auch  deshalb,   weil  man  erkannte, 
von    welch    hohem    erzieherischen   Werte    der   mathematische 

*)  Vergl.  weiter  unten. 

*)  Von  neuen  Aufgabensammluogen  resp.  Anweisungen  zur  Lösung 
seien  nur  erwähnt:  Petersen,  Hoffmann,  Fischer,  Lieber  und 
L  üb  mann.  Man  vergL  die  Rezension  zu  dem  letzten  der  genannten 
in  H.  Z.  L  p.  341.  —  Gandtner  und  Junghans  rezensiert  in  H.  Z.  III. 

p.  389. 

1* 


-    4    - 

Unterricht  nach  den  verschiedensten  Seiten  hin  ist.    Abgesehen 
83  von  dem  Vorteil,  den  er  den  mit  ihm  eng  verknüpften  und 

87  verwandten  Lehrfächern  gewährt,  zeigt  sich  sein  Einflafs  auch 
91  noch  in  manchem  Punkte,   wo  man  ihn  vielleicht  nicht  ver- 

88  mutet. ^)  Und  doch  würden  z.  B.  die  Lehrer  des  Deutschen 
alle  Veranlassung  haben*~^),  dankbare  Freunde  der  Mathe- 
matik zu  sein,  denn  sie  ist  es,  die  sie  zum  Teil  vor  dem  ge- 
fürchteten, überschwenglichen  Phrasentum  im  Aufsatz  schützt: 

134  und  noch  mehr  würden  sie  ihr  zu  verdanken  haben,  wenn  alle 
Lehrer   der  Mathematik    das  Wort  beherzigen,   jede   Stunde 

sssoll  auch  zugleich  eine  deutsche  Stunde  sein,^^)  denn  gerade 

32  im  mathematischen  Unterricht  läfst  sich  eine  Vollkommenheit 

57  der  Sprache  in  Hinsicht  der  Korrektheit  und  Folgerichtigkeit 

102  erreichen,  ^~^)  die  von  dem  heilsamsten  Einflufs  auf  das  Denken 

135  und  die  Sprache  überhaupt  sein  mufs.  Ich  will  mich  beschei- 
180  den,  nur  diesen  äufseren  Punkt  berührt  zu  haben,  ich  mufste 
188  es  aber  thun,  da  er  ein  Teil  dessen  ist,  was  ich  für  das  Ziel 

34  des  mathematischen  Unterrichts  halte.  Ich  habe  schon  oben 
gesagt  und  wiederhole  es  noch  einmal,  die  Schule  soll  nicht 
eine  Vorbereitung  für  künftige  Mathematiker  geben,  sondern 
nicht  weniger,  wie  durch  ihren  Inhalt,  auch  durch  ihre  Methode 
auf  den  Schüler  einwirken,  sie  soll  ihn  nicht  nur  Mathematik 


')  Vergl.  hierzu  Reidt  Anleitung  zu  §  4  und  §  9. 

*)  Vergl.  hierzu  Reidt  Anleitung  §  5. 

^)  Vergl.  hierzu  Reidt  Anleitung  §  17. 

*)  Oppel,  Über  den  Einflufs  des  mathematischen  Unterrichts  auf 
sprachliche  Bildung.     H.  Z.  I.  p.  394—417.  —  p.  443—468. 

^)  Vergl.  Sturm,  Ober  einige  Inkorrektheiten,  die  sich  in  die  Sprache 
besonders  der  elementaren  Mathematik  eingeschlichen  haben. 

H.  Z.  I.  p.  272  f. 

")  Vergl.  J.  C.  Becker,  Zu  dem  Kapitel  von  den  Inkorrektheiten, 
die  sich  in  die  Sprache  der  Mathematik  eingeschlichen  haben. 

H.  Z.  II.  p.  89—97.  —  Ferner:  H.  Z.  II.  p.  209. 

^)  Hier  mufs  auch  der  Aufsatz  erwähnt  werden:  Sickenberger, 
Mathematiache  Orthographie.  H.  Z.  IV.  p.  379—391,  der  sehr  viel  Beher- 
zigenswertes enthält  und  zu  zeigen  geeignet  ist,  dafs  eine  sorgfältige 
Behandlung  auch  der  Form  der  Mathematik  (sit  venia  vcrbo)  von  der 
gröfsten  Bedeutung  ist. 

,«)  Vergl.  auch  H.  Z.  XVilT.  p.  113-118. 

•^)  Vergl.  H.  Z.  IX.  p.  481.  -  486 -8G. 
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lehreD;  sondern  auch  AnBchauung^  bewufstes  richtiges  Sehen, 
logisches  Denken,  genaues  Sprechen  und  Schreiben.    Schradero 
geht  sogar  noch  weiter,  wenn  er  sagt/)  die  Aufgabe  ist  nicht  99 
Mathematik  zu  lehren,  sondern   durch  Mathematik  den  Geist  S4 
zu  bilden. 

Es  wird  vielleicht  befremden,^)  wenn  ich  behaupte,  die 
Mathematik  oder  genauer  die  Geometrie  solle  Anschauung 
lehren,  man  wird  mir  entgegenhalten,  dafs  vielmehr  umgekehrt 
die  Anschauung  die  Grundlage  der  Geometrie  sei  —  und  der- 
selbe Gedanke  wird  einen  vorwiegenden  Platz  in  meinen  spä- 
teren Ausführungen  einnehmen;  ich  füge  daher,  um  nicht  mit 
mir  selbst  im  Widerspruch  zu  scheinen,  erklärend  hinzu,  die 
Schulung  der  Sinnesthätigkeit,  durch  Zeichnen  und  Natur- 
betrachtung begonnen,  wird  durch  die  Geometrie  weitergeführt. 
Es  besteht  eine  Wechselwirkung  zwischen  Geometrie  und  An- 
schauung. Diese  geht  vorher,  aber  sie  wird  durch  die  Geo- 
metrie geregelt.  Anfänglich  im  propädeutischen  Unterricht 
dienen  die  Figuren  als  erstes  Mittel  zur  Weckung  der  inneren 
Anschauung,  im  wissenschaftlichen  Unterricht  dagegen  nur  zur 
Eontrolle  oder  zur  Sicherung  der  inneren  Anschauung.  is 

Mit  den  erwähnten  Vorzügen  ist  aber  selbstverständlich 
die  Bedeutung  der  Mathematik  nicht  erschöpft;^)  es  würde  zu 


*)  ErziehuDgs-  nnd  Untemchtslehre  von  Dr.  W.  Schrader.  —  [p.  524.] 

*)  Yergl.  hierza  Reidt,  Anleitung  §  7. 

^  Handbuch  der  praktiachen  Pädagogik  von  Dr.  H.  Schiller. 

Schiller,  p.  190.  Nach  einer  Würdigung  der  Bedeutung  der  Mathe- 
matik für  Naturwissenschaft,  Geographie,  physische  Geographie  und 
Astronomie  fährt  Schiller  fott:  „Die  Bildung,  welche  die  Mathematik 
selbst  verleiht,  bezieht  sich  zwar  nicht  ausschliefslich,  aber  doch  vorwiegend 
auf  die  Verbindung  der  Vorstellungen  durch  das  Denken  ...  —  Man 
hat  die  Mathematik  mit  Recht  „einen  für  sich  fortentwickelten  Zweig 
der  Logik  genannt;  dadurch  ist  sie  ganz  besonders  befähigt,  dem  Schüler 
das  Wesen  der  verschiedenen  Methoden  formaler  Untersuchung  und  logi- 
schen Denkens  zuzuführen.  Wenn  sich  dieselbe  so  vielfach  mit  dem 
Denkprozesse  berührt,  den  auch  die  sprachliche  Bildung  in  Bewegung 
setzt,  so  unterscheidet  sie  sich  von  diesem  durch  die  streng  logische 
Form,  bei  der  es  Ausnahmen,  welche  dem  Gesetze  sich  nicht  fügen, 
nicht  geben  kann,  und  die  dadurch  herbeigeführte  Klarheit  und  Sicher- 
heit." —  Vergl.  auch:  Schellbach,  Über  die  Zukunft  der  Mathematik 
an  unseren  Gymnasien. 
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weit  fuhren  und  mit  dem  eigentlichen  Thema  zu  sehr  aus- 
einander liegen/)  wenn  sie  alle  aufgezählt  werden  sollten.  Aber 
eine  ÄuTserung  eines  bekannten  Mathematikers  soll  noch  er- 
wähnt werden.  Er  sagt^  die  Bedeutung  der  Mathematik  als 
formalen  Bildungsmittels  ist  überall  anerkannt.  Das  Charakte- 
ristische des  mathematischen  Unterrichts  ist  aber  nicht  vor- 
zugsweise die  Wichtigkeit  für  die  Verstandesbildung,  vielmehr 
das  Eigentümliche,  dafs  er  früher  und  vielleicht  auch  inten* 
siver  die  freie  Selbstthätigkeit  der  Jugend  zu  fordern  geeignet 
ist,  als  die  meisten  anderen  Lehrgegenstände;  darin  liegt  seine 
pädagogische  Bedeutung. 

Es  wird  dann  hinzugefügt,  dafs  dies  allerdings  vorzugs- 
weise von  der  Geometrie  gelte  —  und  so  werden  wir  hinüber- 
geführt zu  der  Frage:  Sind  die  beiden  Hauptzweige  der  Mathe- 
matik, Arithmetik  und  Geometrie,  von  gleichem  pädagogischen 
Werte  oder  überwiegend  einer  derselben  und  in  letzterem  Falle 
welcher? 

Ich  habe  ausdrücklich  gesagt,  von  pädagogischem  Werte, 
denn  an  und  für  sich  dürfte  diese  Untersuchung  müssig  sßin  und 
es  wird  wohl  niemand  auch  im  Ernste  daran  denken,  den  Wert 
dieser  beiden  Disziplinen  gegen  einander  abzuwägen.  Aber 
etwas  anderes  ist  es,  wenn  wir  das  Ziel  ins  Auge  fassen, 
das  dem  mathematischen  Unterrichte  gesteckt  ist,  und  die 
beiden  Zweige  darauf  hin  prüfen. 

Unbestritten  wird  man  vom  pädagogischen  Standpunkte 
der  Geometrie  den  Vorzug  geben  müssen,*»  ^)  denn  neben  den 
Vorteilen  formaler  Verstandesbildung,  die  sie  gleicherweise 
mit  der  Arithmetik  gemein  hat,  zeichnet  sie  sich  aus  durch 
ihre  Einwirkung  auf  das  Anschauungsvermögen. 
40  Geometrie  übt  den  Schüler  in  der  für  die  Wissenschaft 


0  Vergl.  die  ADmerkungen  zu  Seite  4  u.  5. 

»)  Vergl.  H.  Z.  XX.  p.  388  (letzte  Zeile). 

^)  Vergl.  Reidt,  Soll  beim  trigonometrischen  Unterrichte  das  geo- 
metrische oder  das  arithmetische  Prinzip  vorherrschen  V  H.  Z.  VII.  p.  1—12. 
Femer:  Schlegel,  Über  Ziele  und  Methoden  der  Schul-Geometrie.  H.  Z. 
VII.  p.  179.  Erler,  Das  geometrische  und  das  arithmetische  Prinzip 
beim  trigonometrischen  Unterrichte.  H.  Z.  VII.  p.  436—439. 
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und  das  Leben  äuTserst  wichtigen  Anscbauung  der  Raumver- 
hältnisse^  bietet  also  zugleich  etwas  bildendes  und  praktisches. 

Ein  gewichtiges  Zeugnis  fQr  unsere  Ansicht  liegt  vor 
von  der  ^^Sektion  für  mathematischen  und  naturwissenschaft- 
lichen Unterricht"  auf  der  Versammlung  deutscher  Philologen 
und  Schulmänner^  die  im  Jahre  1885  zu  Dessau  abgehalten 
wurde.*»*)  Direktor  Dr.  Gerhardt  aus  Eisleben  sagte  in 
seinem  Vortrage,  dafs  die  Geometrie  einen  höheren  Bildungs- 
wert als  die  Arithmetik  besitze,  werde  allgemein  anerkannt. 
Werde  sie  der  Hauptteil  des  mathematischen  Unterrichtes,  so 
erbalte  der  Schuler  ein  Bild  von  dem  Zusammenhange  einer 
Wissenschaft.  Der  Vortrag  gipfelt  in  der  These:  „auf  den 
Gymnasien  ist  vorzugsweise  Geometrie  zu  lehren  und 
nur  so  viel  von  Arithmetik  und  Algebra,  als  zum 
Verständnis  jener  notwendig  ist." 

Auch  Reidt  äufsert  sich  ähnlich  in  H.  Z.  VII  ,,übcri:i 
Trig.  Unterricht".  „Der  Gebrauch  analytischer  Methoden  ist, 
auch  für  den  Lehrenden,  sehr  bequem.  Die  anscheinende 
Eleganz,  die  Leichtigkeit  und  Sicherheit  ihrer  Anwendung 
haben  etwas  Bestechendes,  namentlich  für  jüngere  Lehrer,  die 
zudem  oft  durch  ihre  akaden;ischen  Studien  zu  einer  Bevor- 
zugung jener  Methoden  auch  auf  der  Schule  verleitet  werden. 
Dem  gegenüber  mufs  immer  wieder  ausdrücklich  darauf  hin- 
gewiesen werden,  dafs  der  Schwerpunkt  des  mathematischen 
Unterrichts,  der  ja  keine]  praktischen  Mathematiker  bilden  soll, 
in  der  anschaulicheren  und  die  selbständige  geistige  Thätig- 
keit  jüngerer  Leute  mehr  anregenden  Geometrie  liegt.  Die 
einseitige  Herrschaft  der  Algebra,  welche  sich  in  den  oberen 
Klassen  unserer  Schulen,  wie  es  scheint,  mehr  und  mehr  ein- 
nistet, enthält  eine  gi'ofse  Gefahr  für  die  pädagogischen  Ziele 
und  die  Zukunft  unseres  Unterrichtsfaches." 

Zugleich  mufs  hervorgehoben  werden,  dafs  beim  geometri- 
schen Unterricht  die  Gefahr  geringer  ist,  dafs  er  ausartet  in  eine 
die  technischen  Operationen  in  den  Vordergrund  stellende  Fach- 
dressur, obwohl  hier  auch  nicht  geleugnet  werden  soll,  dafs 


*)  Reidt  p.  22. 

')  VergL  H.  Z.  XVI.  p.  68-69. 
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58  darch  eine  allzugrofse  Betonung  der  geometrischen  Eonstruk- 
tionsaufgabe  eine  ähnlicbe  Gefahr  wirklich  heraufbeschworen 
werden  kann;  eine  Gefahr,  die  allerdings  bedeutend  abge- 
schwächt ist  durch  die  gerade  auf  diesem  Gebiete  gemachten 
Fortschritte,  wie  sie  in  verschiedenen  geradezu  hervorragenden 
Anleitungen  zur  Losung  planimetrischer  Aufgaben  zu  er- 
kennen sind. 

Wird    aber   die    gröfsere   Bedeutung    des   geometrischen 

181  Unterrichts  anerkannt,  so  müssen  auch  Mittel  und  Wege  ge- 
schaffen werden,  demselben  einen  vorwiegenden  Platz  im  Ge- 
biete des  Lehrplans  zuzuweisen.  In  Süddeutschland  hat  man, 
so  weit  mir  bekannt  ist,  dieser  Anschauung  Rechnung  ge- 
tragen, dadurch  dafs  der  arithmetische  Unterricht  erst  in  der 
Sekunda  beginnt. 

112  Auch  für  uns  wäre  eine  derartige  Verschiebung  des  mathe- 

matischen  Unterrichtsstoffes   durchaus    wünschenswert:  ^)    wir 


')  Deinhardt  scheint  in  seicem  Gymnasialunterricht  dieselbe  An- 
sicht zu  vertreten.  Es  heifat  (p.  141):  „Der  mathematische  Unterricht 
gewinnt  aber  hierdurch  auf  dem  Gymnasium  drei  Stufen,  denn  mit  Geo- 
metrie mufs  angefangen,  mit  der  Arithmetik  fortgefahren  und  mit  der 
Trigonometrie  geschlossen  werden.  Der  Gegenstand  der  Geometrie  fällt 
in  die  Anschauung  und  ist  daher  für  den  Anfang  das  Verständlichste. 
Die  Arithmetik  erfordert,  da  sie  hier  nicht  mehr  gewöhnliches  Bechnen 
ist,  sondern  die  allgemeinen  Zahlen  zu  ihrem  Gegenstande  hat,  einen 
yiel  höheren  Grad  yon  Abstraktion.  Dieses  Abstraktionsvermögen,  das 
zur  Auffassung  der  allgemeinen  Zahl,  ihrer  Verbindungen  und  Eigen- 
schaften nötig  ist,  wird  durch  das  Studium  der  anschaulicheren  Geometrie 
gewonnen." 

„So  wird  man  auch  sonst  aus  den  anschaulichen  Lehren  der  Geo- 
metrie in  die  abstrakten  Lehren  der  Arithmetik  hinübergewiesen  und 
der  mathematische  Qnterricht  ist  nur  dann  gut  und  verständlich,  wenn 
er  aus  der  Anschauung  der  Raumgröfse  in  die  Abstraktion  der  Zahlen- 
gröfse  überführt" 

„Er  (der  mathematische  Unterricht)  hat  aber,  wie  aus  dem  bisher 
Gesagten  hervorgeht,  drei  Stufen,  die  geometrische,  die  arithmetische 
und  trigonometrische  Stufe,  und  also  auch  drei  Klassen,  insofern  jede 
Stufe  durch  eine  besondere  Klasse  äufserlich  dargestellt  ist." 

Es  würde  sich  dies  meiner  Meinung  nach,  also  mit  meinem  Vor- 
schlag insofern  decken,  als  die  erste,  die  geometrische  Stufe  der  Tertia, 
die  zweite,  die  arithmetische  Stufe  der  Sekunda  zukommen  würde,  wäh- 
rend in  Prima  durch  die  Vereinigung  der  beiden  Zweige  Vertiefung  und 
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würden  mehr  Kaum   gewinnen  für  den  geometrischen  Unter- 188 
rieht  und  könnten  denselben   in  Folge  dessen  intensiver  er-  is^ 
teileu/)  während  andererseits  das  Mifsverhältnis  zwischen  Ka-  loi 
pazität  und  gebotenem  Lernstoff  beseitigt  werden  würde,  das 
offenbar  besteht  und  das  in  erster  Linie  dazu  beigetragen  hat, 
das  Interesse  für  Mathematik   im   späteren  Leben  schwinden  iso 
zu  machen  und  so  dem  früheren  Schüler  einer  höheren  Lehr- 
anstalt einen  Gegenstand  überflüssig,  ja  abschreckend  erscheinen  iss 
zu  lassen,  der  ihm  vom  rein  praktischen  Gesichtspunkt  allein  2 
schon  vom  gröfsten  Werte  war,  oder  besser,  gewesen  sein  sollte,  loa 
Wer  die   Schwierigkeiten    kennt,    zu   jugendliche  Köpfe   ab- 10 
straktes   Rechnen   zu    lehren,   der    wird   wahrlich   zustimmen 
müssen.  *) 

Aufserdem  —  und  das  müssen  auch  die  begeisterten 
Freunde  der  Arithmetik  zugeben  —  die  Arithmetik  ist,  auch 
bei  dem  jetzigen  Stande  der  Frage,  in  ihren  Zielen  beschränkt, 
es  wird  immer  nur  ein  Teil  derselben,  ein  sehr  geringer  Teil 
gelehrt  werden  können,  während  die  Geometrie,  wenn  man 
ihr  mehr  Luft  und  Licht  gewährt,  zu  einem  vollkommenen 
Äbschlufs  gebracht  werden  kann.  Es  wird  wohl  auch  nicht 
bestritten  werden,  dafs  ganze  Teile  der  Arithmetik  rein  hand- 
werksmäfsig  betrieben  werden  können,  ohne  dafs  darunter  das 
Ansehen  der  Arithmetik  oder  das  Ziel  des  Unterrichts  leidet. 
Als  Beispiel  möchte  ich  die  Rechnung  mit  Logarithmen  nennen. 

wissenacbaftliche  YerknupfuBg  und  Begründung  den  Inhalt  des  mathe- 
matischen Unterrichts  ausmachen  würden.  Es  heilst  dann  weiter:  „Auf 
der  geometrischen  Stufe  ist  die  Geometrie  das  überwiegende  und  den 
Charakter  des  Unterrichts  bestimmende  Element  und  die  Arithmetik  ge- 
hört nur  insoweit  herein,  als  sie  sich  unmittelbar  an  die  geometrische 
AoBchauung  anknüpfen  läfst/' 

Man  vergleiche  hierzu  Reidt  Anleitung  §  20. 

*)  Man  vergl.  J.  Eober,  Ober  den  Beginn  des  geometrischen  Unter- 
richts. H.  Z.  XV.  p.  106/6. 

*)  Dazu  kommt  noch  ein  heryorragender  Grund,  der  sich 
infolge  der  neuen  Schulordnung  ergiebt.  Da  in  Tertia  jetzt  das 
Griechische  beginnt,  würden  wir  in  dieser  Klasse  mit  zwei  so  schweren 
Gegenständen  beginnen,  wie  es  der  Anfang  der  griechischen  Sprache 
und  die  abstrakte  Arithmetik  für  jugendliche  Köpfe  sind.  Eins  mufs 
weichen  und  das  wird  passend  die  Arithmetik  sein,  deren  Anfang  wir 
nach  Sekunda  verschieben. 


-     10     — 

Anderes    wieder  wird   ganz    unberücksichtigt  bleiben  können, 
wie  das  Ausziehen  der  Kubikwurzel  etc.  — 

Gelingt  es,  der  Oberzeugung,  dafs  die  Geometrie  einen 
höheren  Bildungswert  als  die  Arithmetik  besitzt,  Geltung  zu 
verschaffen,  sei  es  durch  späteren  Anfang  der  Arithmetik 
überhaupt  oder  dadurch,  dafs  man  die  Geometrie  durch  Zu- 
weisung einer  gröfseren  Stundenzahl  —  selbstverständlich  von 
den  jetzt  zur  Verfügung  stehenden  —  bevorzugt,^)  so  wächst 
noch  die  Verpflichtung  der  mathematischen  Lehrer,  daran  zu 
arbeiten,^)  dafs  der  geometrische  Unterricht  immer  mehr  zu 
einem  fruchtbringenden  sich  gestalte,^  dafs  er  nach  luhalt 
und  Methode  seiner  hohen  Bedeutung  gemäfs  ausgestaltet 
werde. 
5  Mit  einem  gewissen  Mitleid  sind  wir  gewöhnt  auf  Eng- 

155 1 and  zu  sehen,  das  noch  immer  im  Elementarunterricht  nach 
leiden  Elementen  Euklids  selbst  unterrichtet,  die  doch  gewifs 
145 nach   Euklids  eigener  Ansicht  kein   Lehrbuch  sein  sollten: 
20 aber,  wenn  wir  genauer  nachsehen,  so   haben  wir  keine  Be- 
ns rechtigung  dazu,  denn  es  ist  bei  uns  nicht  viel  anders  mit 
67  dem  Unterricht  in   der  Geometrie  bestellt.     Die  grofsen  Er- 
152  rungenschaften  des  letzten  Jahrhunderts  auf  dem  Gebiete  der 
Geometrie   sind   an    unseren    Schulen    fast   spurlos    vorüber- 
118  gegangen,  der  Unterricht  an  den   höheren  Lehranstalten  ist 
von  den  Fortschritten  genau  genommen  unberührt  geblieben/) 
Zwar  wir  unterrichten  nicht  mehr  nach  Euklid  selbst,  aber 


*)  Die  Erweiterung  der  drei  Lehrstunden  in  Unter-  und  Obertertia 
auf  vier  wöchentliche  Stunden  dürfte  allerdings  als  höchst  wünschens- 
wert, ja  notwendig  bezeichnet  werden.  Der  mathematische  Unterricht 
würde  aufäerordentlich  dadurch  gewinnen. 

Yergl.  ,,Die  Stellung  der  Mathematik  und  der  Naturwissenschaften 
an  unsern  Gymnasien'*  H.  Z.  XX.  p.  241  ff.,  ferner  H.  Z.  XX.  p.  417  ff. 

*)  Vergl.  Hoffmann,  Zur  Didaktik,  2)  Wie  ist  eine  regere  Betei- 
ligung der  (math.-naturw.)  Lehrer  an  didaktischen  Fragen  zu  erreichen? 
H.  Z.  IX.  p.  276—278. 

')  E.  Müller,  Lebrzweck,  Lehrbuch  und  Lehrmethode  des  geome- 
trischen Unterrichte.  —  H.  Z.  IL  p.  192—201. 

*)  V.  Fischer-  Benzon  sagt  in  einer  Besprechung  von  Diekmanns 
Übungen  und  Aufgaben  für  den  propädeutischen  Unterricht  in  der  Geo- 
metrie: „Euklidische  Geometrie  im  strengen  Sinne  des  Wortes  wird  auf 
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was  wir  unterrichten,  ist  im  wesentlichen  Euklidsche  6eo-7u 
metrie,^*^)  insbesondere  was  die  Methode  betrifft.  les 

Die  Reihenfolge  der  Sätze   war  von  Euklid  allein  nach  96 
dem  Gesichtspunkte  gemacht,')  dafs  jeder  Satz  sich  aus  dem  4 
früheren  mittelst  streng-logischer  Schlüsse  ableiten  lasse.    Da- 109 
bei  war  der  Inhalt  der  Sätze  so  unbeachtet,  dafs  die  wunder- 121 
liebste  Zusammenstellung  erstanden  ist.     Daher  wurde  neuer- 127 
dings  [Mitte  dieses  Jahrhunderts  uugeßlhr]  mit  Recht  ein  An-  72 
fang  gemacht,  die  Sätze  so  zu  ordnen,  dafs   der  Inhalt  dasi69 
Prinzip   der  Einteilung  bildete.     Wenn  behauptet  wird,  dafs 
in  Folge  davon  schon  jetzt  ein  übersichtliches,  systematisches  159 
Ganze  entstanden,  so  ist  das  wohl  zu  optimistisch   geurteilt. 
Es  bleibt  auch  ferner  die  Aufgabe   der  Verfasser  geometri- 
scher Lehrbücher,^)   nicht   nur    an   äulserer  Ausbildung   und 
innerer  Befestigung   eines   feststehenden  Ganzen   zu   arbeiten, 
sondern  vielmehr  ein  systematisches  Prinzip  erst  zu  schaffen.^) 


deatBchen  Schulen  achon  lange  nicht  mehr  getrieben,  gehört  auch  gar 
nicht  dahin,  sondern  auf  die  Universität.  Denn  reine  Wissenschaft, 
namentlich  so  abstrakte  Wissenschaft  wie  die  in  den  Elementen  Euklids 
enthaltene  gehört  nicht  in  eine  Anstalt,  die  auf  wissenschaftliche  Studien 
Torbereiten  soll"  —  H.  Z.  XVllI.  p.  365. 

^)  H.  Z:  I.  p.  216.  —  Hoffmann,  Über  schriftliche  mathematische 
und  naturwissenschaftliche  Schülerarbeiten  in  höheren  Lehranstalten. 

*)  Der  Ausdruck  Euklidsche  Geometrie  wird  hier  nicht  in  dem 
Sinne  gebraucht,  der  die  Bezeichnung  Nicht-Euklidsche  Geometrie 
veranlagt  hat. 

^  Man  findet  eine  Besprechung  der  Euklids chen  Geometrie  auch 
in  folgendem  Werke:  Dr.  Carl  Heinze,  Kritische  Beleuchtung  der 
Eaklidschen  Geometrie.  —  Berlin  1876,  das  als  Einleitung  einer  Ele- 
mentargeometrie vorausgeht. 

^)  Man  vergl.  die  Äufserung  von  Fischer-Benzon:  „Für  die  Be- 
handlang der  Geometrie  in  der  Schule  ist  in  den  letzten  Jahren  viel 
geschehen  und  es  wird  sicher  noch  einige  Zeit  darüber  hingehen,  bevor 
aoch  nur  die  wichtigsten  methodischen  Vorschläge  und  Verbesserungen 
Terdaut  und  von  der  Mehrzahl  angenommen  sein  werden.  Es  würde 
also  wünschenswert  sein,  wenn  in  der  Herausgabe  von  Lehrbüchern  eine 
kleine  Stocknng  eintreten  möchte."  H.  Z.  XV.  in  einer  Kritik  der  Borth- 
sehen  Aufgabensammlung. 

^)  Man  vergleiche  dazu  die  folgende  Äufserung  Beckers  in  seiner 
Reform  des  geometrischen  Unterrichts:  „Und  wenn  ich  nun  zurückblicke 
auf  die  ganze  Danaidenarbeit  und  sehe,  wie  wenig  die  bahnbrechenden 
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Eine  Würdigung    der   Bedeutung   Euklids,    wie    seiner 
168  Schwächen  findet  sich  bei  Dro bisch  (Logik): 
157         ;,Man  hat  dem  Euklid  häufig  Mangel  an  systematischer 
106  Ordnung  zum  Vorwurf  gemacht.    Dies  ist  insofern  begründet, 
144  als   bei   ihm  selbst  eine   Zusammenstellung  der  gleichartigen 
Objekte  der  geometrischen  Betrachtung,   vielmehr  noch  eine 
nach  logischen  Einteilungen  geordnete   Folge   derselben  ver- 
mifst    wird,    und    in   dieser  Hinsicht    seine   Elemente    keine 
Muster  yon  logischer  Anordnung  der  Begriffe  sind,  sondern 
diese  sehr,  oft  durcheinander  geworfen  erscheinen."     Dagegen: 
„Hinsichtlich  der  Strenge  der  Begründung  ist  die  Eukli- 
dische Geometrie  ein  Muster  von  systematischer  Anordnung, 
so  Dagegen  vernachlässigt   sie    in   auffallender  Weise  die  über- 
sichtliche Aneinanderreihung    der  Materien,   die  sie,  um   der 
ersteren  Forderung  zu  genügen,  oft  zerstückelt,  so  dafs,   aus 
69  diesem  Gesichtspunkte  betrachtet,  das  Ganze   einen   ziemlich 
buntscheckigen    Anblick    gewährt,    ja    von    einer   Zusammen- 
schliefsung    der   Teile   zu    einem    auch    äufserlich    geordneten 

6  Ganzen  kaum  die  Rede  sein  kann." 

100  Ahnlich  äufsert  sich  Becker,  wenn  er  sagt,  bei  Euklid 

161  finde    sich    nur   der  Nachweis    der   Richtigkeit  jeder   Thesis, 
ohne  Darlegung   des  inneren  Zusammenhangs   der  geometri- 

180  sehen  Wahrheiten. 

7  Bekannt  ist  die  Ansicht  Schopenhauers  über  Euklid 
97  und  seine  Methode.*) 

162  Dem  gegenüber  ist  der  Ausspruch  Kästners^)  nicht  zu 


LeistuDgeD  eines  Steiner  und  anderer  Erweiterer  der  Wissenschaft  nnd 
die  deutlichen  Winke  einiger  derselben  von  denjenigen  begriffen  und 
benutzt  werden,  deren  Aufgabe  die  systematische  Neubearbeitung  des 
Lehrstoffes  ist,  so 

^)  Hoffmann,  Schopenhauer,  der  Philosoph,  über  die  Euklidsche 
Methode  und  die  Mausefallenbeweise.  H.  Z.  XVI.  p.  106 — 107.  —  Ferner: 
M'ärtens,  Schopenhauer  über  den  „Mausefallenbeweis".  H.  Z.  XVI. 
p.  181—185. 

')  Wie  viel  oder  wie  wenig  man  auf  Kästners  Ausspruch  geben 
dürfe,  hängt  davon  ab,  wie  viel  oder  wie  wenig  uns  folgende  Stelle  aus 
Hank  eis  akademischer  Antrittsrede  berechtigt  erscheint: 

bis  sie  von  den  fast  noch  dürftigeren  Schriften  eines  Mannes 

abgelöst  werden,  der  den  Litteraturhistorikem  als  Epigrammendichter 
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unterdrücken:  „Die  neueren  Werke  der  Geometrie  verlieren 
umsomehr  an  Klarheit  und  Gründlichkeit^  je  weiter  sie  sich 
von  Euklid  entfernen^'  und  nicht  minder  wichtig  ist  das  Zu*  i80 
geständnis  eines  so  bedeutenden  Pädagogen,  wie  Siegmund 
Günther/)  dafs  die  spanischen  Stiefel  Euklidischer  Me- 
thode ihre  nicht  zu  unterschätzenden  Vorteile  beim  Unterricht 
hätten.  Aber  es  mögen  auch  noch  andere  wichtige  Stimmen 
vernommen  werden.*) 

Erlcr  sagt  bei  der  Besprechung  der  Behandlung  der  Ele- 
mentargeometrie: Hier  sind  zwei  Punkte  ins  Auge  zu  fassen/) 
einmal  die  Auffindung  und  die  Anordnung  der  geometrischen 
Wahrheiten,  zweitens  die  Begründung  oder  die  Beweise  der- 
selben. Man  hat  durch  die  Jahrhunderte  hindurch  nach  dem 
Vorgang  des  Euklid  über  das  Auffinden  der  Sätze  selbst  kein 
Wort  verloren,  sondern  sie  als  gegeben  angesehen  und  die 
Methode  der  Beweisführung  beschränkt:  dabei  sind  die  einen 
synthetisch,  die  andern  analytisch  verfahren:  wesentlich  aber 
heuristisch.  Auf  diese  Zeit  folgte  ein  Rückschlag  und  neuer-  200 
dings  (1860)  die  genetische  Methode,  die  nicht  ganz  ohne  Be- 
rechtigung beansprucht,  die  allein  naturgemäfse  zu  sein.  116 

Trotzdem  ist  Er  1er  aus  verschiedenen  Gründen  gegen 
diese  Methode,  die  aber  im  Laufe  ihrer  Entwicklung  Euklid 
immer  mehr  in  den  Hintergrund  gedrängt  hat. 

In  der  Vorrede  zu  seiner  Planimetrie  äufsertsich  Spiecker: 


wohl  bekannt  ist,  von  dem  der  Geschichtsschreiber  der  Mathematik  aber 
kaom  mehr  zu  sagen  weifs,  als  dafs  er  Nichts  geleistet  hat.  Ich  Hprechc 
Ton  Kästner,  der  seiner  Zeit  nicht  nur  als  vorzüglicher  Lehrer,  sondern 
auch  als  Wunder  eines  Mathematikers  galt  und  dessen  überall  verbreitete 
Lehrbücher  trotz  ihrer  Gehaltlosigkeit  und  geschmacklosen  Weitschwei6g- 
keit  von  dienstbefliBsenen  Schülern  noch  mit  Kommentaren  versehen 
worden,  die  fast  einen  bornierten  Leser  vorauszusetzen  scheinen. 

*)  Günther  in  einer  Besprechung  der  Schröderschen  Planimetrie. 
H.  Z.  XIIL  300.  „Man  hat  an  der  dogmatischen  Darstellung  und  an 
ihrem  vielleicht  etwas  schwerfälligen  Rüstzeug  von  Lehrsatz,  Zusatz, 
Aufgabe  etc.  mancherlei  auszustellen  gewufst  und  gewifs  nicht  ohne 
allen  Grund;  allein,  je  länger  wir  selbst  im  Lehrfach  thätig  sind,  umso- 
mehr haben  wir  uns  überzeugt,  dafs  diese  „spanischen  Stiefel*'  einen 
sehr  hohen  mnemotechnischen  Wert  besitzen.** 

*)  Man  vergl.  auch  H.  Z.  XIV.  p.  460  ff.  und  p.  510  ff. 

*)  Schmidts  Encyklopädie  II.  p.  788. 
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„Den  Änforderuugeu,  welche  an  den  geometrischen  Unterricht 
gestellt  werden/)  genügt  ein  synthetischer  Vortrag  der  Eu- 
klid sehen  Geometrie  weder  hinsichts  der  Methode,  noch  dem 
Umfange  der  Kenntnisse  nach.  Dieser  Unterricht  soll  sich 
intensiv  zu  einer  Gymnastik  des  Geistes  gestalten,  welche  die 
Deukkraft  weckt  und  übt,  und  vorzüglich  das  Produktionsvcr- 
mögen  stärkt,  indem  er  die  Fruchtbarkeit  eines  streng  metho- 
dischen Verfahrens  zum  Bewufstsein  bringt  (neben  der  Mit- 
teilung von  Anschauungen  und  Kenntnissen)/' 

Die  mathematische  Sektion  der  Schulmännerversammlung 
zu  Leipzig  (1872?)  fafste  den  einstimmigen  Beschlufs:^)  ^,dafs 
der  Weg  des  Euklid  absolut  zu  verlassen  ist  und  dafs  dem 
Unterricht  in  der  Geometrie  vorausgehen  mufs  ein  propädeu- 
tischer Unterricht,  der  von  der  Stereometrie  ausgehend  die 
Anschauung  mittelst  des  Zeichnens  übf  Vergl.  dazu  Her- 
barts ABC  der  Anschauung. 

J.  C.  V.  Hof  f  manns  Ansichten  gehen  aus  folgenden  Worten 
hervor:*)  „Alle  erfahrenen  Lehrer  der  Mathematik  werden  mit 
mir  wohl  darin  übereinstimmen,  dafs  die  alte  von  Euklid  er- 
erbte dogmatische  Methode  des  geometrischen  Unterrichts, 
verbunden  mit  dem  Umstände,^)   dafs  in  unseren  Schulen  die 

^)  Spiecker,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  Potsdam,  Stein.  — 
Rezension  desselben  in  H.  Z.  III.  p.  173  f.  und  p.  499.  ,,ganz  besonders 
durch  die  Einflechtung  der  neueren  Geometrie,  welche  hier  mehr 
als  in  den  meisten  Lehrbüchern  hervortritt,  zeichnet  sich  dieses  Werk 
vor  vielen  anderen  aus  und  ist  wegen  dieser  Vorzüge  sehr  zu  empfehlen." 

*)  H.  Z.  III.  p.  406—408. 

^  H.  Z.  XI.  p.  343 — 44  in  dem  Aufsatze:  „Determinanten  oder  nicht? 
Eine  Gefahr!** 

*)  Yergl.  auch  Hoffmann,  Zur  Beform  des  math.  und  natnrwiss. 
Gymnasialunterrichts  in  Preufsen.  H.  Z.  X.  p.  184— 190. —  H.  Z.  X.  p.317 
—832.  —  H.  Z.  X.  p.  401—406.  —  Besonders  wichtig  p.  330:  „In  der 
Mathematik  sollte  besonders  die  genetische  (für  die  Schüler  die  heu- 
ristische) Methode  empfohlen  und  angewandt  werden,  nicht  aber  die 
dogmatische;  doch  mache  man  die  Schüler  auch  mit  der  letzteren 
bekannt  und  lasse  sie  den  unterschied  und  die  Vorzüge  und  Nachteile 
beider  Methoden  selbst  herausfühlen  und  finden.  Vor  Allem  werde  die 
Anschauung  in  den  Dienst  genommen;  die  Geometrie  verlangt  dies 
schon  von  selbst,  während  die  Arithmetik  vermöge  ihrer  abstrakten 
Natur  die  Anschauung  viel  nötiger  bedarf,  aber  leider  zu  wenig  in  ihren 
Dienst  nimmt.*' 
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wisseuscbaftllche  Geometrie  nicht  durch  eiDen  propaSeutischen 
Kursus  vorbereitet  wird^  dafs  vielmehr,  selbst  in  Volksschulen; 
verkehrter  Weise  die  abstraktere  Arithmetik  der  weit  anschau- soo 
lieberen  Geometrie  vorangeht  —  für  den  mathematischen 
Unterricht  verhängnisvoll  geworden  ist:  denn  diese  Methode 
hat  den  früheren  trostlosen  Zustand  dieses  Unterrichtszweiges 
hervorgerufen.  Namentlich  aber  hat  sie  den  weit  verbreiteten 
jetzt  noch  nicht  ganz  ausgerotteten  Aberglauben  erzeugt  und 
genährt;  dafs  zur  Mathematik  besondere  Anlagen  gehörten.  — 

Hoff  manu  spricht  sich  dann  ebenfalls  fQr  die  genetische 
Methode  aus.^) 

Zum  Beweise   dafür,  dafs  trotz  so   wohlbegründeter  und  8 
klar  ausgesprochener  Ansichten  Euklids  Methode   noch  vor-4o 
herrsche,  brauche  ich  nur  auf  die  gangbarsten  Lehrbücher  der  150 
Planimetrie  hinzuweisen.     Im  besten  Falle  ist  den    bunt  zu- 114 
sammengewürfeiten,  ohne  inneren  Zusammenhang  neben  einan-42 
der  gestellten  Lehrsätzen  ein  Anhang  hinzugefügt,   der  über 
die  wichtigsten  Resultate  der  neueren  Geometrie  einen  kurzen 
Überblick  gewährt   In  diesem  Sinne  spricht  sich  auch  Rausen- 
berger    in   der  Einleitung   zu    seiner   bemerkenswerten  Ele- 
mentargeometrie aus,  auf  die  ich  mit  ganz  besonderem  Nach- 
druck hinweisen  möcl^te.*)     Dieses  Buch  will  kein  Schulbuch 
sein,  es  giebt  vielmehr  eine  wissenschaftliche  Bearbeitung  der 
Elementarmathematik,   wie  sie  bis  jetzt    durchaus  fehlte,  so 
dafs  hauptsächlich  dieser  Vernachlässigung  der  Elemente  es 
zuzuschreiben  ist,  dafs  die  Fortschritte  der  Wissenschaft  den 
elementaren  Lehrbüchem   überhaupt  nur  sehr  wenig  zugute 
gekommen  sind. 

Unter  anderem  sagt  Rausenberger:  „Die  Elementargeo> 
metrie  ist  seit  den  Zeiten  Euklids  beträchtlich  erweitert  und 
vermehrt  worden,   und  viele  der  neuen  Sätze   sind  selbst  in 


')  Auch  Trendelenbarg  verlangt  in  den  Logischen  Unter- 
sach ungen  (1840)  im  zweiten  Bande  Seite  290 ff.  die  genetische  Dar- 
sielloDg  fQr  die  Mathematik  und  giebt  im  Pythagoräischen  Lehrsatz  eine 
Probe  davon. 

•)  Besprochen  von  Schumacher  in  H.  Z.  XX.  p.  617—521.  Voll- 
ständiger Titel:  Die  Elementargeometrie  des  Punktes,  der  Geraden  und 
der  Ebene,  systematisch  und  kritisch  behandelt.     Leipzig,  Tenbner. 
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SchulbücKer  übergegangen;  allein  sie  erscheinen  hier  meistens 
nicht  mit  den  alten  Gegenständen  zu  einem  einheitlichen 
Ganzen  verbunden,  sondern  mehr  äufserlich  angefügt  Findet 
man  doch  nicht  selten  die  Ansicht  verbreitet,  dafs  die  neuere 
Geometrie  etwas  Grundverschiedenes  von  der  alten  Eukli- 
dischen sei.  Namentlich  wird  die  sogenannte  Geometrie  der 
Lage  in  direkten  Gegensatz  zur  alten  Geometrie  des  Mafses 
gebracht.  Und  doch  ist  es  an  sich  klar,  dass  es  nur  eine 
einzige  Geometrie  geben  kann,  deren  Teile  sich  zu  einem 
grofsen  Ganzen  zusammenfügen. 

Ist  aber  unsere  Elementargeometrie  ein  einheitliches 
Ganzes?  Ist  sie  nicht  vielmehr  ein  Konglomerat  einzelner 
Sätze  und  Sätzchen,  von  denen  sich  wohl  manche  zu  Gruppen 
vereinigen,  die  aber  zum  Teil  auch  recht  äufserlich  zusammen- 
gestellt sind?'' 

Und  an  einer  anderen  Stelle  derselben  Einleitung  wird 
gesagt:  „Die  Darstellung  hat  ihre  Richtung  zu  sehr  auf  spe- 
zielle Eigenschaften  und  Figuren  von  besonderem  Charakter 
genommen  und  verliert  hierdurch  die  Allgemeinheit  vielfach 
aus  den  Augen." 

Denselben  Gedanken  finden  wir  auch  in  einer  Rede  Han- 

lookels,^)  die  er  beim  Eintritt   in   den   ^ademischen  Senat   zu 

Tübingen  über  die  Entwicklung  der  Mathematik  in  den  letzten 

Jahrhunderten  gehalten  hat,    wie    in  der  Vorrede    zu  seiner 

projektivischen  Geometrie. 

Reidt,  der  diese  Stelle  auch  in  seiner  Anleitung  zum 
mathematischen  Unterricht  mitteilt,^)  fügt  hinzu:  „Diese  Worte 
kennzeichnen  vortrefflich  den  Gegensatz  zwischen  der  alten 
und  neuen  Methode,  und  es  ist  sehr  leicht  zu  verstehen,  wenn 
die  Kenner  der  letzteren  in  Begeisterung  für  dieselbe  den 
Wunsch  hegen,  die  gewaltigen  und  unbestrittenen  wissen- 
schaftlichen Vorzüge  derselben  auch  dem  Schulunterricht  zu 
teil  werden  zu  lassen." 

Dafs  trotzdem  eine  plötzliche  Änderung  der  Methode  nicht 

')  Dr.  H.  Hankel,  die  EntwickluDg  der  Mathematik  ia  den  let  'n 
Jahrhunderten.  —  Tübingen,  Fucs. 

*)  Dr.  Fr.  Reidt,  Anleitung  zum  mathematischen  Unterricht.  — 
Berlin,  Grote.  —  [p.  178.] 
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am  Platze/)  ist  von  vielen  Seiten  ausgesprochen.  In  jugend- 
licher Begeisterung  für  die  geistreiche  Auffassung  fühlt  man 
sich  versucht,^  das  Alte  völlig  über  Bord  zu  werfen  und  den 
geometrischen  Unterricht  in  der  Schule  ganz  nach  Steiners  Art 
za  betreiben.  Aber  die  neue  Methode  hat  sich  nirgends  er- 
halten ^  selbst  die  bezüglichen,  zum  Teil  vorzüglichen  Schul- 
bücher haben  wenig  Glück  gehabt:  ein  wenig  pädagogisches 
Studium  oder  Erfahrung  genügte,  die  schwache  Seite  zu  er- 
kennen. Wenn  auch  nicht  so-  schroff,  urteilen  doch  viele  in  i4o 
gleicher  Weise. 

,,£s  mochte  sich  also  empfehlen,')  ohne  gerade  das  System 
der  neueren  Geometrie  als  solches  aufzunehmen/)  doch  im 
Geiste  derselben  zu  unterrichten/'  sagt  Eober. 

„Tm  Unterrichte  der  Elementargeometrie  bleibt  die  Eukli- 
dische Geometrie  dem  System  nach  bestehen,^)  wird  aber  im 
Geiste  der  neueren  Geometrie  reformiert.  Die  Sektion  be- 
grüfst  mit  grofser  Freude  die  von  Dr.  Hubert  Müller  in 
(lieser  Hinsicht  eingeleiteten  Schritte.'' 

Auch  Reidt  verschweigt  a.  a.  0.  nicht,  dafs  der  ge- 
wünschten Neuerung  gewichtige  Bedenken  entgegenstehen, 
ebenso  wie  Rausenberger  a.  a.  0.  die  Schwierigkeiten  her- 
vorhebt, die  in  der  Benutzung  zweier  Fundamentallinien,  der  Ge- 
raden und  des  Kreises,  der  als  solcher  für  sich  und  nicht  als 
Kegelschnitt  in  die  Schulgeometrie  gehöre,  entständen.  Rau- 
senberger erklärt  ausdrücklich,  dafs  er  eine  Geometrie,  aus 
der  der  Kreis  verbannt  ist,  als  gänzlich  ungeeignet  fär  den 
Unterricht  in  den  mittleren  Klassen  höherer  Lehranstalten  an- 
Moht.     Dieser  letztere  Umstand  scheint  ihm  neben  der  schon 


')  A.  Ziegler,  Thesen  zu  dem  Streite  über  geometrischen  Unter- 
richt.    H.  Z.  III.  p.  184—196. 

*)  Vergl.  auch:  Schwering,  Aufgabe  und  Anschannng.  —  Progr. 
Coebfeld,  1889. 

")  Yergl.  die  Rezension  von:  Hartmann,  Genetischer  Leitfaden 
far  den  Unterricht  in  der  Planimetrie  durch  J.  Eober;  H.Z.IV.  p.  286— 291. 
.lij  *)  J.  Eober,  Über  das  Unendliche  und  die  neuere  Geometrie.  H.  Z. 
li.    p.  249-264. 

^  Resolution  der  mathematischen  Sektion  der  31.  Philologen -Ver- 
i^ammlung. 

Sehotten,  d«r  planiraetr.  lTnt«rricht.  2 
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erwähnten   der   Einheitlichkeit    der  Elementargeometrie    sick 
hindernd  in  den  Weg  zn  stellen. 

Das  Buch  Rausenbergers  selbst  bedeutet  aber  einen 
wesentlichen  Fortschritt  ^uf  dem  Gebiete  der  systematischen 
Elementargeometrie;  obwohl  es  direkt  zur  Benutzung  als  Schul- 
buch allerdings  nicht  geeignet  erscheint,  so  z.  B.  §  9,  der  sich 
mit  dem  Parallelentheorem  beschäftigt. 

Eine  Anregung  zur  Erörterung  der  Frage  nach  der  Ein- 
führung der  Anschauungsweisen  und  der  Methoden  der  so- 
genannten neueren  Geometrie  gab  unter  anderm  eine  1872  in 
Zarnckes  Lit.  Zentralblatt  veröffentlichte  Rezension  eines  geo- 
metrischen Lehrbuches  durch  die  Bemerkung:  '*  ^)  ^^und  doch 
dürfte  nur  eine  wesentlich  von  der  bisherigen  abweichende 
und  dieselbe  verbessernde  Darstellung  der  Elementargeometrie 
es  rechtfertigen,  dafs  zu  der  grolsen  Zahl  geometrischer  Ele- 
mentarbücher, welche  die  deutsche  Literatur  aufzuweisen  hat, 
noch  ein  neues  hinzukommt.  Das  Bedürfnis  einer  solchen 
Umgestaltung  der  Elemente  hat  sich  schon  längst  fühlbar 
gemacht.  Es  ist  eine  systematische  Verarbeitung  dieser  Lehren 
nötig,  es  genügt  nicht,  nach  Art  unseres  Verfassers  und  anderer 
Schriftsteller  vor  ihm,  anhangsweise  die  Lehre  von  der  har- 
monischen Teilung  etc.  mit  aufzunehmen.^' 

Im  Anschlufs  hieran  sagt  z.  B.  V.  Schlegel:  „Es  könnte 
in  Verwunderung  setzen,  dafs  die  gewaltigen  Reformen  Steiners 
so  ganz  spurlos  an  dem  auf  der  Schule  behandelten  geome- 
trischen Stoffe  vorübergegangen  sind,^)  wenn  man  sich  nicht 
vergegenwärtigen  mülste,  dafs  eben  bisher  kaum  etwas  ge- 
schehen ist,  um  den  grofsen  Grundgedanken  Steiners:  die  Ein- 
ordnung aller  geometrischen  Wahrheiten  in  ein  den  Verstand 
befriedigendes  System,  auch  für  die  Elemente  der  Geometrie 
fruchtbar  zu  machen." 

')  Man  vergleiclie  hierzu  die  ersten  Bände  der  H offm an n sehen 
Zeitschrift  (aus  den  Jahren  1870  u.  71),  deren  hezügliche  Artikel  ans 
andern  Stellen  der  vorliegenden  Arbeit  zitiert  sind. 

Ferner:  H.  Z.  III.  p.  93  (Briefkasten). 

*)  Zarnckes  „Literarisches  Zentralblatt'*  Jahrgang  1872.  Nr.  3  Be- 
sprochung eines  Lehrbuches  der  Geometrie  durch  E.  Müller. 

')  Schlegel,  Über  Ziele  und  Methoden  der  Schul- Geometrie.  — 
H.  Z.  VII  p.  179-84. 
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An  einer  anderen  Stelle  sagt  er:  ^)  ^,80  sehen  wir  denn 
die  Geometrie  der  Schule  wesentlich  zurückgeblieben  hinter 
den  Anforderungen  der  Zeit.  Während  die  Lehrbücher  nach 
wie  vor  das  alte  Thema  der  Eongruenzsätze  variieren,  finden 
die  Lehren  der  neueren  Geometrie,  weil  sie  eben  dem  ver- 
alteten Rahmen  unmöglich  eingepafst  werden  können,  höchstens 
in  Anhängen  eine  Stelle/' 

Der  ganze  Aufsatz,*)  aus  dem  die  vorliegende  Stelle  ent- 
nommen ist,  ist  für  die  behandelte  Frage  so  wichtig  und  ent- 
hält so  viel  Gutes,  dafs  er  eigentlich  vollständig  hier  repro- 
duziert werden  müTste.  Wir  müssen  uns  genügen  lassen,  mit 
Nachdruck  auf  denselben  hingewiesen  zu  haben.  — 

Der  Vorwurf  Schlegels,  dafs  für  die  neuere  Geometrie 
im  Elementarunterricht  wenig  oder  nichts  geleistet  worden, 
trifil  in  erster  Linie  die  Gelehrten,  die  ganz  in  Anspruch  ge- 
nommen durch  die  höhere  Mathematik  nicht  Zeit  und  Lust 
baben,  sich  mit  Elementarmathematik  zu  beschäftigen. 

Es  würde  kein  gutes  Licht  auf  die  Lehrer  der  Mathe- 
matik an  höheren  Schulen  werfen,  wenn  auch  sie  dieser  Vor- 
wurf träfe,  wenn  dieser  Satz  auch  noch  jetzt  seine  Gültigkeit 
hätte. 

Von  den  verschiedensten  Seiten  ist  der  Versuch  gemacht 
worden,  —  es  liegen  bereits  eine  stattliche  Anzahl  von  Lehr- 
büchern vor  —  die  Elemente  in  dem  geforderten  Sinne  um- 
zuarbeiten, unter  denen  diejenigen  von  Schlegel  selbst,  von 
H.  Müller,  Kruse,  J.  K.  Becker,  Worpitzky,  Henrici 
und  Treutlein  besonderer  Erwähnung  wert  erscheinen,  denen 
sich  das  schon  genannte  von  Rausenberger  anschliefst.         10 

Auch  der  Versuch  des  Professor  Fresenius  in  Frank- 
furt a.  M.,^    die  , Kongruenzsätze    im    Zusammenhang    durch 

')  H.  Z.  VII  p.  182  vergl.  auch  p.  183:  „Dagegen  wird  eine  auf  neuen 
Grandlagen  beruhende  Darstellung  der  Geometrie  den  Unterricht  voraus- 
»chtlich  in  dem  Orade  erleichtern,  dafs  er  auch  die  einfacheren  Lehren 
der  neueren  Geometrie  in  gebührender  Weise  wird  berücksichtigen  können, 
ohne  mehr  Zeit  in  Anspruch  zu  nehmen  als  bisher/* 

•)  Schlegel,  Über  Ziele  und  Methoden  der  Schulgeometiie.  — 
H.  Z.  VII.  p.  179—184. 

')  J.  K.  Becker  bemerkt  allerdinga  in  einer  Anmerkung  seiner 
Reform  des  geometrischen  Unterrichts:  „Ist  es  auch  schwer,  besonders 

2* 
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40  symnietrische  Lage  zu  lehren,  mufs  hier  genannt  und  als  be- 
sonders gelangen  bezeichnet  werden.  Solche/»  *)  einzelne  Ge- 
biete der  Elementargeometrie  behandelnde  Arbeiten  werden 
am  besten  eine  einheitliche  Gestaltung  des  Ganzen  vor- 
bereiten.^) Denselben  Gegenstand  behandelt  auch  ein  Aufsatz 
von  Dr.  H.  Müller  in  Hoffmanns  Zeitschrift/)  betitelt  „Schul- 
gemäfse  Behandlang  der  Symmetrielehre'',  der  aufserordent- 
lich  viel  Beherzigenswertes  enthält  und  keinem  Lehrer  der 
Mathematik  unbekannt  sein  sollte. 

119  Aber  die  Abfassung  von  Lehrbüchern  scheint  im  grofsen 

und  ganzen  der  Gipfel  der  Erfolge  gewesen  zu  sein,^)  denn 
die  Einführung  in  den  Unterricht  hat  sich,    soweit  mir  be- 


in  einem  Schnlbuche  für  Tertianer  seinen  (v.  Staudt)  Anfordemngen 
ganz  gerecht  zu  werden,  so  rnnfs  man  doch  darüber  stutzig  werden,  auch 
seinen  Hinweis  auf  die  Alles  durchdringenden  Gesetze  der  Sym- 
metrie so  ganz  unbeachtet  zu  sehen,  dafs  noch  nach  24  Jahren  ein 
Frankfurter  Pädagoge  (Fresenius)  die  Verwertung  derselben  för  die 
Geometrie  als  etwas  Neues  empfehlen  konnte."  —  Das  Urteil  erscheint 
etwas  scharf:  denn,  wenn  auch  die  Anregung  von  v.  Staudt  ausging, 
so  war  es  doch  Fresenius,  der  sie  benutzte  und  der  Schule  dadurch 
einen  wichtigen  Dienst  leistete.  —  Wer  kennt  denn  jetzt  nach  18  Jahren 
die  Arbeit  Fresenius"?  Das  Prinzip  der  Symmetrie  ist  doch  wohl  auch 
älter,  als  hier  angenommen. 

^)  Fresenius,  die  Lehre  von  der  Kongruenz  der  Dreiecke  und  Zu- 
gehöriges in  eine  neue  Fassung  gebracht.  —  H.  Z.  II.  p.  1—14. 

Ferner:  H.  Z.  II.  p.  210.  —  Ferner:  Fresenius,  Die  Raumlehre 
eine  Grammatik  der  Natur,  besprochen  in  H.  Z.  VII.  p.  64—67  durch 
Sickenberger. 

')  Vergl.  F.  Meyer,  Über  die  Behandlung  planimetrischer  Aufgaben 
durch  Schüler.    H.  Z.  XVI.  p.  91—104. 

^)  Auch  Schlegels  Bemühungen  um  die  Grassmannsche  Aus- 
dehnungslehre  seien  hier  erwähnt.  —  Vergl.  Schlegel,  Proben  ans 
einer  neuen  auf  der  Grassmannschen  Ausdehnungslehre  fufsenden  Be- 
arbeitung der  Elementar-Mathematik.  —  H.  Z.  II.  p.  308 f.  Schlegel, 
System  der  Baumlehre.    Leipzig  1872. 

*)  Vergl.:  H.  Müller,  Schulgemäfse  Behandlung  der  Symmetrie- 
lehre. H.  Z.  VII.  p.  169—178.  p.  257—265. 

^)  Hubert  Müller  sagt  also  ganz  richtig  in  der  Einleitung  zu 
seinen  Elementen  der  Planimetrie,  „dafs  er  sein  Buch  auf  die  Gefahr 
hin  verfafst  hat,  dafs  die  Abweichungen  von  dem  Üblichen  dem  Buche 
den  Weg  in  die  Schulen  versperren  sollten.** 

Zitiert  nach  H.  Z.  XVII.  p.  608. 
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kanut,  noch  nicht  vollzogen ,  und  Kambly  und  Koppe  be- 
herrschen nach  wie  vor  den  geometrischen  Markt/"')  obwohl 
gerade  in  diesen  Lehrbüchern  die  erwähnten  Nachteile  sich  in 
hervorragendem  Mafse  geltend  machen,  besonders  da  sie  all- 
zusehr Schulbücher  sind.  lu  Bezug  auf  die  Korrektheit  der 
Sprache  z.  B.  können  sie  als  Muster  gelten,  wie  es  nicht  sein 
soll.*) 


*)  Seihet  das  vortreffliche  Lehrbuch  von  Dr.  Hub.  Müller,    Leit- 
faden der  ebenen  Geometrie  mit  Benutzung  neuerer  Anschauungsweisen, 
hat  erat  1889,  also  15  Jahre  nach  seinem  Erscheinen  die  dritte  Auflage 
erlebt;  in  der  Rezension  der  1.  Auflage  von  Scherling  heifst  es:  „Die 
Auswahl  aus  dem  grofsen  Schatze  der  neuereu  Geometrie  für  den  Schul- 
unterricht ist  keine  kleine  Arbeit    Der  Yerf   scheint  uns  überall  das 
Rechte  getroffen  zu  haben,  um  bei  aufgeweckten  und  strebsamen  Schülern 
das  Interesse  an  der  Geometrie  zu  wecken  uiid  zu  heben,   und  indem 
wir  das  vorliegende  Werk  nochmals  der  Beachtung  der  Lehrer  der  Ma- 
thematik auf  das  Wärmste   empfehlen,  schliefsen  wir  uns  dem  Urteile 
des  sei.  Prof.  C  leb  seh  über  dus  Manuskript  desselben  an,  der  eine  Um- 
bildung vieler  Teile   der  in  den  Schulen  gelehrten  Geometrie  an  der 
Hand  der  neueren  Geometrie  für  ein  Bedürfnis  der  Zeit  erklärte,   und 
den  vorliegenden  Leitfaden  als  eine  willkommene  Gabe  für  die  Schule 
betrachtete  ...."—  Vergl.  H.  Z.  V.  p.  449—474.  —  Dieses  eine  Bei- 
spiel möge  genügen.    Wie  viel  Auflagen  hat  in  gleicher  Zeit  Eamblys 
Planimetrie  erlebt,    die  1884  in  74.  Auflage  erschien?  —  Vergl.  auch: 
H.  Z.  Vf.  p.  232—236.  —  H.  Z.  VII.  p.  70—73.  —  H.  Z.  IX.  p.  447— 462. 
*)  Schlegel  giebt  in  H.  Z.  XI  p.  185   eine   vergleichende  Tabelle 
der  eingeführten  Lehrbücher,  der  wir  folgendes  entnehmen:  Kamblys 
mathematische  Lehrbücher  sind  an  217  An»talten  eingeführt,  dann  folgt 
Koppe  an  51  Anstalten,  Mchler  an  44,  Reidt  an  29,  wahrend  es  55 
mathematische  Lehrbücher  giebt,  die  nur  an  je  1  Anstalt  in  Gebrauch 
sind.  —  Schlegel  fügt  hinzu:  „Dafs  die  Qualität  der  meistverbreiteten 
Bücher  einen  Schlafs  auf  die  im  allgemeinen  erreichte  wissenschafUichü 
Höhe  des  Unterrichts  in  dem  betr.  Fache  gestatten  wird.** 
«)  H.  Z.  XI.  p.  2. 

*)  Beispiele  hierzu  auch  in  H.  Z.  V.  p.  276  von  Reidt  angegeben. 
Vergl.  Dr.  Oh rtmanns  Kritik  der  Kam bly sehen  Elementarmathematik 
und  des  Verfassers  Entgegnung  in  H.  Z.  VII.  p.  449  und  die  sich  daran 
anschlielsenden  günstigen  Beurteilungen.  —  VergL  ferner  Kolbes  scharfe 
Rezension  in  der  neuen  österr.  Zeitschrift  für  Realschulen.  —  Desgl. 
br.  H.  Bolze  in  H.  Z.  IX.  190,  der  Kambly  Leichtfertigkeit  und  man- 
gelnde Logik  vorwirft.  §  27  wird  als  sensationelles  Beispiel  erwähnt, 
der  Beweis  für  die  Gleichheit  der  Bauiswinkel  als  unmathematisch  zurück- 
gewiesen. —  H.  Z.  IX.  819  findet  sich  noch  folgende  Anmerkung:    Zu 
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Verfolgt  man  die  BestrebungeD  aufmerksam ,  so  ist  aber 

deutlich,  dafs  das  Alte  sich  überlebt  hat/*  ^)  dafs  dessen  Uu- 

zulänglichkeity  ja  Schädlichkeit   erkannt   ist  und   dafs  etwas 

Neues  an  seine  Stelle  treten  muTs. 

188         Nun  ist  die  grofse  Frage, ••*)  Reform  oder  neuere  Geo- 

i9ometrie?    Es  scheint  aus  all  den  angeführten  Aufserimgen  und 

129  Thatsachen  hervorzugehen/)  dafs  eine  Revolution  zu  gunsten 

2osder  neueren  Geometrie  ohne  Erfolg  verlaufen  würde.  —  Es 

darf  jedoch    nicht    unerwähnt    bleiben,    dafs    Versuche    mit 

neuerer  Geometrie  teilweise  schon  angestellt  sind,^)  besonders 

in  Österreich,  wo  auf  dem  Gebiete  der  darstellenden  Geometrie 

Ausgezeichnetes  geleistet  wird.  — 

Dagegen  mufs  entschieden  eine  Reform  des  geometrischen 
Elementarunterichts  gefordert  werden  in  dem  Sinne,^  dafs  die 
neueren  Methoden,  insofern  sie  das  Verständnis  und  die  Einsicht 
nicht  erschweren,  sondern  erleichtern,  und  insofern  als  sie 
gröfsere  Anschaulichkeit  und  natürlichere  Beweisführung  ge- 
währen, dem  geometrischen  Elementarunterrichte  dienstbar  ge- 
macht werden. 

„Nachdem  die  Methodik  zur  Erleichterung  wesentlich  bei- 
getragen/) den  Stoff  zusammengezogen  hat,  ist  es  möglich, 
auch  aus  der  neueren  Geometrie  einzelne  Partieen  aufzunehmen, 
was  sich  ebensowohl    wegen    der  Eigentümlichkeit  und  All- 


den  Rezensionen  von  Eambly.  Auch  in  den  Blättern  für  das  bairische 
Gymnasial-  und  liealschulweseu  ist  in  Bd.  XIII.  Heft  3  eine  abfällige 
Rezension  des  obengenannten  Buches  enthalten. 

')  Yergl.  hierzu  Keidt  Anleitung  §  43  und  §  44. 

^)  Vergl.  die  Rezension  von:  StoU,  Anfangsgründe  der  neaeren 
Geometrie  für  die  oberen  Klassen  etc.  —  in  H.  Z.  III.  p.  488—496. 

^)  Vergl.  Sturm,  Die  neuere  Geometrie  auf  der  Schule. 

H.  Z.  I.  p.  474-490.  —  Ferner:  H.  Z.  11.  p.  391—409.  —  H.  Z.  II, 
p.  494  if.  H.  Z.  lU.  p.  11  f.  —  p.  249—264.  —  266. 

*)  Vergl.  H.  Z.  XIV.  p.  73. 

^)  Vergl.  H.  Z.  XVIII.  p.  68. 

«)  Vergl.  auch:  H.  Z.  II.  p.  228—239. 

^  Vergl.  die  Rezension  der  Recknageischen  Geometrie  (München 
1871)  in  H.  Z.  III.  p.  282  und  ebenda  p.  286  die  Besprechung  des  Brock- 
mann scheu  Lehrbuches. 

")  Schmidts  Encyclopildie  IL  (?)  p.  734. 
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gemeinbeit  der  Methoden ,  als  wegen  der  weitgreifenden  An- 
wendbarkeit der  gefundenen  Wahrheiten  empfiehlt 

Und  Prof.  Günther  sagte  in  seinem  Vortrage  „Die  päda- 
gogisch verwertbaren  Errungenschaften  der  Neuzeit^'  auf  der 
32.  Versammlung  der  Philologen  und  Schulmänner  zu  Wies- 
baden:^) ....  „Es  kaim  im  besondem  uns  Gymnasial- 
lehrern ....  meiner  Meinung  nach  zunächst  nur  darauf  an- 
kommen, dem  projektivisehen  Grundgedanken  gleich  vom  ersten 
Anfang  an  zum  Durch bruch  zu  verhelfen  ;^^)  dies  thun  wir,  in- 
dem wir  sofort  den  wichtigen  Begriff  des  Parallelismus  ein-i^i 


^)  Denselben  Gegenstand  behandelt  ein  Vortrag  von  Prof.  Hanck 
(Tübingen)  ,,Über  die  Stellung  der  neneren  Geometrie  zur  Euklidischen 
Geometrie  und  über  die  Aufnahme  der  ersteren  in  den  Lehrplan  der 
10 klassigen  Realschulen  und  Realgymnasien**  gehalten  in  der  mathema- 
tisch-naturwissenschaftlichen Sektion  der  31.  Versammlung  deutscher 
Philologen  und  Schulmänner  in  Tübingen  vom  26.  bis  28.  September 
1876.  —  Siehe  H.  Z.  VII.  p.  610-614.  Hier  seien  die  drei  Sätze  wieder- 
gegeben, in  die  Prof.  Hauck  seinen  Vortrag  zusammenfaTst: 

1.  Es  ist  mit  Rücksicht  auf  den  gegenwärtigen  Stand  sowohl  der 
Mathematik  als  der  technischen  Wissenschaften  dringendes  Bedürfnis, 
dafs  die  neuere  Geometrie  in  den  Lehrplan  der  10  klassigen  Realschulen 
und  Realgymnasien  aufgenommen  werde. 

2.  Die  Herübernahme  von  einzelnen  Sätzen  der  neueren  Geometrie 
als  Anhängsel  an  die  Euklidische  Geometrie  kann  dieses  Bedürfuis  nicht 
befriedigen.  Andrerseits  müssen  die  in  jüngster  Zeit  gemachten  Ver- 
suche einer  Verschmelzung  der  Geometrie  der  Lage  und  der  Geometrie 
des  Mafses  teils  als  ihren  Zweck  nicht  erreichend,  teils  als  verunglückt 
bezeichnet  werden.  Dagegen  ist  die  Reform irung  der  Euklidischen  Geo- 
metrie im  Sinne  der  neueren  Geometrie  ein  dringendes  Bedürfnis. 

3.  Die  naturgemälseste  Stelle  für  die  Einschaltung  der  neueren  Geo- 
metrie in  den  Lehrplan  der  höheren  Lehranstalten  ist  im  Anschlufs  an 
die  deskriptive  Geometrie,  und  zwar  zwischen  dem  L  und  IL  Teil  der- 
selben nach  der  landläufigen  Einteilung. 

Die  Reiolntionen  der  Versammlung,  die  sich  hieran  anschlössen, 
sind  weiter  oben  im  Text  angeführt. 

Vergl.  hierzu:  Ausführlichere  Mitteilungen  eines  Passus  aus  dem 
Vortrag  über  die  Stellung  der  neueren  Geometrie  zur  Euklidschcn  von 
Hauck.  H.  Z.  VIH.  p.  91—96. 

")  Günther,  Die  pädagogisch  verwertbaren  Errungenschaften  der 
Neuseit,  Vortrag  etc.  siehe  H.  Z.  IX.  p.  80—88.  Seite  84. 

')  Vergl.  Buchbinder,  Über  die  synthetische  Behandlung  der 
Kegelschnitte  auf  Gymnasien.  H.  Z.  X.  p.  70—76. 
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fuhren,  die  Graiidgebilde  der  Geometrie  der  Lage,  Strahlea- 
bQschel,  Ebeneubaschel,  gebührend  betonen  und  soviel  ala 
möglicli  die  prinzipielle  Scheidung  swischen  Ebene  und  Kaum 
als  unnatürlich  fortfallen  lassen.')  —  Es  werden  dann  die 
Arbeiten  von  Wolf,  Frischauf,  Hankel,  H.  Müller  erwähnt 

und   gewürdigt Bei  dieser    Art   der  Auffassung  .... 

werden  wir  fürs  erste  bestehen  und  auch  mit  der  Euklidischen 
Geometrie,  welche  aus  unzähligen  Gründen  doch  nuch  Manches 
für  sich  hat,  einen  leidlichen  modus  vivendi  herstellen  kSnnen." 
Es  folgt  dann  noch  ein  Lob  der  Konstruktionsaufgabeu. 

Bei  der  Betrachtung  der  neuereu  Methoden  scheint  mir 
von  ganz  besonderem  Werte  die  Äufserung,  daXs  das  Ideal  der 
geometrischen  Beweisführung  die  Evidenz  der  Notwendigkeit 
sei;  dafs  aber  Beweis  und  Lehrsatz  nicht  als  glücklicher  Ein- 
fall eines  besonderen  Gelehrten  oder  als  zufällig  gefundener 
Kunstgriff  erscheinen  dürften.  Nur  möchte  ich  dieae  Wahr- 
heit auf  das  ganze  System  der  Elementargeometrie  ausgedehnt 
wissen,  auch  die  Reihenfolge  der  Sätze  und  ihr  Zusammen- 
hang darf  nicht  als  etwas  zufälliges  erscheinen,  die  Eutnick- 
lung  der  Geometrie  mufs  durchaus  nach  genetischen  Grund- 
sätzen erfolgen. 

In  vielen  Aussprüchen  finden  wir  diesen  Grundsatz  auf- 
gestellt'), von  denen  nur  einige  hier  angeführt  werden  sollen: 

„Am  wenigsten  sind  die  nach  breiter  dogmatischer  Me- 
thode, nach  dem  Muster  Euklids  bearbeiteten,  eine  genetische 
Anordnung  ^nzlich  verschmähenden  Lehrbücher  für  die  Schule 
brauchbat",  oder:  „Eine  Lehrweise,  welche  schriftlich  und 
mündlich  led^lich  die  dogmatische  Methode  in  der  alten  von 
Euklid  ererbten  starren  Form  befolgt,  ist  schonungslos  zu 
verurteilen",  und  ferner  ein  Ausspruch,  der  uns,  die  Lehrer 
der  Mathematik,  besonders  uah  angeht:^) 
;o  Gerade  diese  Methode  (die  dogmatische)  hat  dem  mathe- 


')  Man  vergl.  hierzu  das  mehxtacb  zitiert«  Fiogramii]  von  Scbwe- 
ring.     Coesfeld  ISSd. 

<)  Vergl.  K.  Malier,  Offener  Brief  an  den  Uerauageber.  —  U.  Z. 
III.  y.  ilO—Jb. 

^)  H.  Z.  1.  p.  246-«. 
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matischen  Unterricht  empfindlich  geschadet,  da  sie  das  Dogma  171 
von  der  Unbegreiflichkeit  der  Mathematik  mit  befestigen  half/'  73 
Einen  wesentlichen  Fortschritt  auf  dem  Gebiete  des  elemen- 196 
taren  geometrischen  Unterrichts  bedeutete  die  Einführung  des&o 
sogenannten  propädeutischen  Unterrichts.'"*)    In  der  richtigenns 
Weise  erteilt  macht  derselbe  nicht  nur  den  Schüler  mit  densoo 
Gebilden  der  ebenen  Geometrie  yertraut,^'^)  er  nützt  auch  da- 117 
durch,  dafs  der  Schüler  unter  Aufsicht  sich  an  den  Gebrauch  60 
von  Lineal  und  Zirkel  gewöhnt.    Die  durch  eigene  Anschauung  94 
und  eigene  Ausführung  mit  Lineal  und  Zirkel  erworbene  ver-  ei 
traute  Kenntnis  geometrischer  Formen  mufs  auf  dieser  Stufe 
den  Ersatz  bilden  für  die  mangelnde  Fähigkeit  folgerichtigen  89 
Schlielsens.     Der  vorbereitende  Unterricht  beschränkt  sich  auf  174 
die  Übung  der  Anschauung;  die  Übungen  im  Schliefsen  müssen  14 
der  wissenschaftlichen  Geometrie  vorbehalten  bleiben;  ja  viel- 164 
leicht  kann  sogar  in  den  letzteren  anßnglich  von  strengeren  105 
Beweisen  abgesehen  werden,  da  ein  geübteres  Schlufsvermögen  175 
bei  den  Schülern  vorausgesetzt  wird,  als  der  betreffenden  Alters- 176 
klasse   zugemutet  werden   kann.     Über   die   zuletzt  erwähnte  177 
Schwierigkeit  aber  würde   man  leicht  hinwegkommen,   wenn 
man  die  Arithmetik  erst  in  Sekunda  begönne.     Dann  könnte 
der  propädeutische  Unterricht  in   der  Geometrie   noch    durch  si 


*)  Man  vergleiche  hierzu:  Reidt,  Anleitung.  §  40  u.  §  41. 

*)  Vergl.  Hoff  mann,  Proben  aus  einer  „Vorschule  der  Geometrie**. 
H.  Z.  IV.  p.  23-36. 

*)  Vergl.  die  geometrische  Formenlehre  vor  einem  Vereine  Leipziger 
Lehrer.    H.  Z.  XX.  p.  468—473. 

*)  Erler,  Ein  propädeutischer  Unterricht  in  der  Geometrie  ist  not- 
wendig, H.  Z.  X.  p.  76—77.  These:  „In  der  Geometrie  ist  ein  beson- 
derer propädeutischer  Unterricht  nötig,  welcher  jedoch  dem  Inhalte  des 
geometrischen  Lehrgangs  nicht  vorgreifen  darf.'* 

')  V'ergl.  die  Rezension  von:  J.  C.  V.  Hoffmann,  die  Vorschule 
der  Geometrie.    H.  Z.  V.  p.  237—43. 

*)  VergL  H.  Eiefsling,  das  geometr.  Zeichnen  als  Vorschule  für 
den  math.  Unterricht.  —  H.  Z.  I.  p.  47—69. 

')  Vergl.  0.  Meyer,  der  geometrische  Zeichenunterricht  in  Quinta. 
Schwetz,  Progymnasinm.  Progr.  Nr.  38  besprochen  in  H.  Z.  XVI.  p.  620. 

^  VergL  Diekmann,  Der  (erste)  geometrische  Unterricht,  eine 
Naturgeschichte  des  Baumes.    H.  Z.  XX.  p.  381—382. 


UBdie  ganze  Quarta  hindurch   fortgesetzt  werden   und  wUrde  so 
SOI  erst  in  seiner  vollen  Bedeutung  zu  Tage  treten. 
iOfi  Freilich  mQ&te  er  eich  danu  nicht  auf  einfaches  Figuren- 

zeichnen beBchränken ,  Bondern  gewissermorsen  die  Anfangs- 
gründe der  Geometrie  der  Lage  umfassen,  jedenfalls  mülste  er 
so  erteilt  werden,  dafs  er  die  Bewegung  der  Figuren  oder 
vielmehr  die  Entstehung  derselben  durch  Bewegung  verdeut- 
lichte. 
19  So  würde  durch  die  blofüe  sinnliche  ÄnachauuDg,')  ohne 

SOI  dafa  irgend  ein  Anspruch  aa  abstrakte  Vorstellung  gemacht 
i«szu  werden  brauchte,  der  Schüler  mit  den  Gebilden  der  Plani- 
metrie vertraut  werden.  Der  Grundsatz  vom  besondem  zum 
allgemeinen  ist  nirgends  mehr  als  gerade  hier  anzuwenden. 
Nicht  minder  soll  der  Schiller  schon  in  der  Propädeutik  einen 
Vorgeschmack  der  genetischen  Methode  bekommen,  nach 
welcher  die  räumlichen  Gesetze  natui^emäfs  (ungekünstelt) 
aus-  und  aufeinander  folgen  nnd  sich  entwickeln.  Es  sind  hier 
ebenso  wie  in  der  wissenschaftlichen  Geometrie  die  Aufgaben 
nach  dem  geuetischeu  Prinzip  zu  ordnen.')  Erst  im  eigent- 
lichen wissensclioftlichen  Unterricht,  der  also  mit  Tertia  erst 
heginnen  würde,  müfste  man  davon  absehen,  nur  zur  sinnlichen 
Anschauung  und  zur  bildlichen  Darstellung  konkreter  Gr5fsen 
durch  Zeichnung  anzuhalten,  sondern  die  Schüler  auch  schon 
zur  reinen  Vorstellung  der  abstrakten  Gröfsen  und  Gebilde 
hinleiten,  was  durch  die  Vorübungen  und  bei  dem  gerelften 
Verstände  der  Schüler  ohne  grofse  Schwierigkeiten  geschehen 
kuuute.  Das,  woran  wir  jetzt  leiden,  ist  im  grofsen  und  ganzen 
eine  mangelhafte  Ausbildung  der  Grundvorstellungeu,  denn 
infolge  davon  tritt  allzu  leicht  im  Verlauf  des  mathematischen 
18  Unterrichts  ein  gelegentliches  Versagen  ein,  ein  Übel,  das  auf 
»«dem  natürlichsten  Wege  gebeilt  wird,  wenn  wir  auf  die  ersten 

')  Vergl.  hierin:  Beidt  Anleitung,  g  18. 

)  Vergleiche:  Falke,  Über  eine  neue  Behandlnng  der  Ähnlichkeits- 
iiiiil  Kongrnenzsätze.  —  Arnstadt  1875.  —  Progr. 

I'vmer:  Hoffmana,  Vom  Allgemeinen  zum  Besonderen  oder  vom 
Keäünderen  zam  Allgemeinen?  —  E.  Z.  111.  p.  366— 8GT. 

J.  C.  Becker,  Eio  Brief  an  den  Beranegeber.  IV.  p.  129—131  nebst 
Eiitgegonng.  p.  ISl— 133. 
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Aufange  recht  viele  Sorgfalt  verwenden,  zuerst  der  Anschauung  iSo 
und  der  Erziehung  der  Vorstellungskraft  recht  breiten  Baum  12 
gewähren,  dagegen  die  abstrakte,  rein  logische  Betrachtungs- 11 
weise  möglichst  lange  bei  Seite  halten.     Wird  diese  dann  im 
Unterrichte  eingeführt/)  dann  tritt  jene  oben  erwähnte  Wechsel-  le 
Wirkung   ein;    die   durch   Anschauung   gewonnene   Geometrie 
regelt  nun  die  Anschauung. 

Bei  dieser  Betonung  des  propädeutischen  Unterrichtes  mufs 
aber  vorausgesetzt  werden/)  dafs  derselbe  in  den  Händen  eines  29 
ausgebildeten  Mathematikers   liegt  oder  dafs  wenigstens  der 
erste  Mathematikus  der  Anstalt  eine  sorgfältige  Oberaufsicht  28 
darüber  hat;')  denn  wie  auf  der  einen  Seite  der  Nutzen  ein 
erheblicher  sein  würde,  könnte  ein  falsch  geleiteter  propädeu-9o 
tischer  Unterricht  einen  nicht  oder  nur  schwer  wieder  gut  zu  10« 
machenden  Schaden  anrichten. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  dem  wissenschaftlichen  geome-202 
trischen  Unterricht/)   so  stöfst  uns  gleich  zuerst  wieder  einin? 
Übelstand   auf,  der  ein  Erbteil  Euklidscher  Methode,  leider  107 
noch  in  fast  allen  Lehrbüchern,  mit  wenigen  rühmlichen  Aus- 172 
nahmen  zu  finden  ist^   ich  meine  die  Sucht  zu   definieren.^) 
Wie  oft  ist  auch  hierüber  schon  geklagt  worden  und  doch  123 
haben    wir  uns   davon   noch    nicht   befreien   können.     Noch  173 
immer  wird  der  Schüler  mit  Definitionen  völlig  unbekannter 
Raumanschauungen  überschüttet   und   die  Speise  dann  durch  ee 
dogmatischen  Vortrag  Euklidscher  Beweise   vollständig  uu-53 
genieljsbar  gemacht:  ^~^)  oder  im  Gegenteil  eine  völlig  bekannte  64 


')  Yergl.  Der  Gymnasialontemcht  von  J.  H.  Deinhardt  —  Ham- 
burg, Perthes.  —  [p.  1S2  flF.] 

»)  Vergl.  H.  Z.  U.  p.  108. 

^)  Vergl.  H.  Z.  XVEI.  p.  620. 

0  Vergl.  hierzu:  Bei  dt  AnleituDg  §  42. 

"")  Vergl.  H.  Schotten,  Zur  Definition  des  Winkele.  H.  Z.  XX. 
p.  481—601. 

^  Vergl.  J.  Eober,  Über  die  Definitionen  der  geometrischen  Grund- 
begriffe.   H.  Z.  I.  p.  228. 

^  Vergl.  Ciala,  Za  dem  Aufsätze  von  J.  Eober:  Geometrische 
Grundbegriffe.    H.  Z.  II.  p.  42—44.  —  Femer:  H.  Z.  II.  p.  211. 

*)  Hoffmann,  Studien  über  geometrische  Grundbegriffe.  —  H.  Z. 
III.  p.  443—452.  —  p.  623—534.  —  IV.  p.  102—119. 
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11  RaumanschauuDg  wird  durch  eine  mögliebst  verzwickte  Defini- 
48  tion  möglichst  verdmikelt. ') 

18  Man  lasse  doch  einfach  die  Definitionen  weg  und  knüpfe 
41  anfänglich  an  die  sinnliche  Anschauung  und  den  damit  un- 
47bewurst  verknüpften  Begriff  an,  man  wird  unendlich  viel 
54  weiter  kommen. 

15  Um  nur  ein  Beispiel  zu  erwähnen;')  wie  müht  man  sich 
«2  ab,  dem  Schüler  eine  Definition  der  Geraden  einzuprägen,  an- 
statt einfach  diesen  Begriff  als  einen  a  priori  vorhandenen  zu 
betrachten  und  davon  auszugehen.  Nebenbei  gesagt  haben 
diese  Definitionen  gewöhnlich  auch  an  und  für  sich  geringen 
Wert  und  es  scheint  mir  sehr  wahr  zu  sein,  wenn  Tyndall 
sagt:  ,,Es  erhielt  niemals  jemand  einen  Begriff  von  einer  ge- 
raden Linie  nach  der  Definition,  die  Euklid  von  ihr  gab.'' 

Ahnlich  äufsert  sich  van  Swinden:')  „Es  verhält  sich 
mit  dieser  Erklärung,  wie  mit  allen  Erklärungen  von  Dingen, 
die  zu  einfach  sind,  als  dafs  sie  noch  einer  Erklärung  durch 
Worte  fähig  wären,  —  sie  sind  alle  ungenügend  und  mehr 
oder  weniger  dunkel." 

Auch  Ulrich  in  seinem  Lehrbuche  der  reinen  Mathematik 
(1836)  sagt:^)  „Die  gerade  Linie  ist  eine  so  einfache  räum- 
liche Gröfse  und  ursprüngliche  Vorstellung  des  Verstandes, 
dafs  es  schwer  hält,  deren  Begriff  auf  andere  einfachere  oder 
mehr  bekannte  Begriffe  zurückzuführen. 

Kunze  in  seinem  Lehrbuche  der  Planimetrie  erklärt:^) 
Eine  Linie  heifst  gerade,  wenn  sie  in  allen  ihren  Punkten 
einerlei  Richtung  hat  —  und  fügt  in  einer  Anmerkung,  in 
der  er  die  Definition  Euklids  anfuhrt,  naiver  Weise  hinzu: 
Man  hat  noch  verschiedene  andere  Erklärungen  der  geraden 

^)  Hoff  mann,  Die  Prinzipien  des  ersten  Buches  von  Euklids 
Elementen.    U.  Z.  111.  p.  114—143. 

*)  Es  sei  auch  an  dieser  Stelle  noch  einmal  besonders  auf  §  42  in 
ßeidts  Anleitung  hingewiesen. 

^)  J.  H.  van  .Swindens,  Elemente  der  Geometrie  herausgegeben 
von  C.  F.  A.  Jacobi.  —  Jena,  Frommann. 

*)  Lehrbuch  der  reinen  Mathematik  von  G.  C.  J.  Ulrich.  —  Göt- 
tingen, Vandenhöck  u.  Ruprecht. 

B)  Lehrbuch  der  Geometrie  von  Dr.  C.  L.  A.  Kunze.  —  Jena, 
Frommann. 


-    29    — 

Linie;  alle  aber  setzen  im  Grande  voraus,  dafs  man  bereits 
wisse,  was  eine  gerade  Linie  sei. 

Anch  Ed.  Müller  tadelt  die  unhaltbaren  Definitionen, 
während  Rausenberger  a.  a.  0.  auf  alle  derartigen  De- 
finitionen verzichtet  und  die  Fundamentalgebilde  einfach  als 
durch  die  Anschauung  gegeben  annimmt,  so  Punkt,  wie  Gerade 
resp.  Linie  überhaupt,  Ebene,  Fläche  und  Körper  und  noch 
öfter  im  Verlaufe  der  Arbeit  auch  ganze  Lehrsätze^),  die  man 
früher  zu  beweisen  beflissen  war. 

Auf  der  andern  Seite  darf  man  aber  hierin  auch  wieder  i94 
nicht   zu    weit   gehen,   denn    wenn   auch   zugegeben    werden 
mttfs,  dafs  diese  Begriffe  in  der  menschlichen  Anschauung  be- 
gründet sind,')  so  müssen  dieselben  doch  zum  Bewufstsein  ge- 
bracht werden.') 

Ahnlich  verhält  es  sich  mit  den  Grundsätzen.   Hier  sollte  if» 
man  nicht  zu  sparsam   sein.     Allerdings  verstehen  sich  alleios 
diese  Sätze  von  selbst,  sonst  wären  es  keine  Grundsätze,  aberfi^ 
dennoch  fordert  es  die  wissenschaftliche  Strenge,  damit  man 
sich  dessen  bewufst  werde  und  bleibe,  dafs  sie  auch  ausdrück- 
lich ausgesprochen  werden.     Solcher  Grundsätze  müssen  eine 
viel    grofisere  Anzahl  aufgestellt    werden,   als  Euklid   giebi 
Bei  E.  Müller  finden  wir  z.  B.  24,  darunter  auch  zugleich  6^ 
stereometrische.*)  i»i 

Ebenso  wie  die  Sucht  nach  Definitionen  verwerflich  i8t,i66 
ist  es  diejenige  nach  Beweisen.    So  wird  z.  B.,  abgesehen  von  48 

*)  „In  der  Rezension  einer  Abhandlang  von  Drobiach  über  den 
Begriff  des  Stetigen  schreibt  Scbnnse:  ^Was  ferner  die  fast  sprichwört- 
lich gewordene  Eyidenz  an  Strenge  der  mathematischen  Begriffe  betrifft, 
so  mnfs  Referent  offen  bekenncD,  dafs  sie  leider  sehr  oft  nicht  vorhanden 
ist,  selbst  bei  den  besten  Antoren,  und  es  kann  wohl  kaum  in  einer 
anderen  Wissenschaft  mehr  willkürliche  Begriffsbestimmnngen,  illusorische 
Beweise  and  überhaupt  Verkehrtheiten  geben  wie  in  der  Mathematik.'  ** 

Vergl.  H.  Z.  VI.  p.  266  -  67. 

^  H.  Z.  I.  p.  328.  Aasführliche  Besprechnng  des  E.  Müll  ersehen 
Werkes  „Elemente  der  Geometrie,  streng  systematisch  dargestellt"  durch 
Buchbinder  —  Schulpforta. 

*)  Vergl.  H.  Z.  III.  p.  347—866. 

*)  Elemente  der  Geometrie,  streng  systematisch  dargestellt  von  Dr. 
E.  Müller.  I.  Gmndvorstellungeo  der  Geometrie.  —  Brannschweig, 
Vieweg. 
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182 Euklid  und  vielen  anderen,  auch  von  Legendre  und  Kunze 
208  der  Lehrsatz  aufgestellt:  „Alle  rechten  Winkel  sind  einander 
gleich^'  und  bewiesen.    Eober  sagt  hierzu:^)  ,,Man  möchte  sich 
wundem^  dafs  noch  kein  Mathematiker  bewiesen  hat,^)  dafs 
alle  Viertelstunden  einander  gleich  sind'^*)     In  solchen  Be- 
mühungen gipfelt  in  der  That  die  Beweismanie  vieler  Mathe^ 
26  matiker.     Ein  schlagendes  Beispiel,   das  noch  hierher  gehört, 
iGsist,  dafs  in  einem  Lehrbuche   der  Planimetrie   der  Lehrsatz 
166 aufgestellt  wird:*)  „Jeder  Kreis  hat  nur  einen  Mittelpunkt/' 
Dieser  geistreiche  Lehrsatz  wird  dann  ausführlich  bewiesen. 

Durch   diese  Bemerkungen  soll  die  Wissenschaftlichkeit 
des  Unterrichts  durchaus  nicht  getroffen  werden,  im  Gegen- 

110  teil  wenige,  aber  gute  Definitionen,  nur  notwendige  Beweise 
werden  wissenschaftlicher  sein  und  mehr  Nutzen  bringen,  als 
bisher  dieser  Zweig  der  Mathematik  gebracht.  Es  erhöht 
sich  aber  noch  die  Bedeutung  des  Verfahrens,  wenn  wir  be- 
denken, dafs  auf  diese  Weise  der  planimetrische  Elementar- 
unterricht ein  viel  extensiverer  werden  kann,  so  dafs  die 
Lücke  wegfallt,  die  zwischen  den  höheren  Lehranstalten  und  der 
Universität  weit  klafft.  „Den  gründlichen,  streng  wissenschaft- 
lichen Unterricht  in  den  Elementen  der  Mathematik  erklärt 
die  Schule,  namentlich  in  den  unteren  Klassen,  für  zu  schwer: 

111  die  Universität  aber  betrachtet  die  Elemente  als  zu  leicht  und 
153  setzt  sie   ohne  weiteres  als  hinlänglich    bekannt  voraus   und 

baut  auf   dem  Fundamente   fort,    unbekümmert,    ob  dasselbe 
fest  und  sicher  ist.^) 


*)  J.  Eober,  BesprecbuDg  des  Lehrbuches  von  A.  Ziegler.  H.  Z. 
I.  p.  239—242. 

')  Becker,  Abhandlungen  ans  dem  Grenzgebiete  der  Mathematik 
und  Philosophie. 

»)  H.  Z.  III.  p.  186. 

*)  Vergl.  Hoffmann,  Zur  Didaktik.  1)  Auch  eine  Mahnung  an 
die  Mathematiker.  H.  Z.  IX.  p.  276.  —  Ferner  Hoffmann,  Zu  den 
unnötigen  Beweisen.  —  H.  Z.  X.  p.  414 — 16.  —  Ferner  Reidt,  Kleine 
Bemerkungen  zum  Unterricht  in  der  Planimetrie.  H.  Z.  XIV.  p.  18—21 
und  Entgegnung  Hoffmanns,  Die  Fanatiker  des  Beweisens.  H.  Z.  XIV. 
p.  22—25. 

^)  Hankel  (Antrittsrede)  nimmt  wohl  auch  diesen  Standpunkt  ein, 
wenn  er  sagt:  „Hat  der  Schüler  den  Unterbau  in  seinen  grofsen  Grund- 
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Ein  anderer  schon  oben  erwähnter  Übelstand  ist  die  oft 
nur  äufserliche  Aneinanderreihung  der  Lehrsätze^  so  dafs  sie 
in  ihrer  Aufeinanderfolge  einen  ähnlichen  Eindruck  machen 
werden,  wie  der  dogmatische  Beweis  des  einzelnen  Satzes^  als 
das  allerdings  anzustaunende  Werk  eines  Gelehrten,  der  Glück 
beim  Erfinden  gehabt  hat.  Um  auch  hier  nur  ein  bemerkens- 
wertes Beispiel  zu  geben,  so  werden  die  Kongruenzsätze  nicht 
einem  einheitlichen  Prinzipe  untergeordnet,  ja  sie  folgen  nicht 
einmal  unmittelbar  aufeinander,^)  sondern  sind  meist  durch 
die  Sätze  über  das  gleichschenklige  Dreieck  unterbrochen.^) 

Ein  anderes  Beispiel  ist  der  berühmte,  beinahe  hätte  ich 
gesagt  berüchtigte  Pythagoräische  Lehrsatz  oder  vielmehr  der 
Beweis  desselben  mittelst  Flächenyergleichung,  der  den  Schrecken 
der  Schüler  bildet  und  noch  oft  später  als  etwas  Schreckliches 
erwähnt  wird,  wenn  nur  noch  der  Name  Pythagoras,  aber 
längst  nicht  mehr  sein  Satz,  geschweige  dessen  Beweis  be- 
kannt ist  Rausenberger  a.  a.  0.  verweist  ihn  an  die  ein- 
zige ihm  gebührende  Stelle  —  in  die  Proportionslehre,  wo  er 
sich  auf  das  leichteste  und  natürlichste  ergiebt,  dadurch,  dafs 
dies  die  einzige  Stelle  ist,  wo  er  ihn  behandelt. 

Auch  die  Lehre  von  den  Proportionen  am  Kreise  bedarf 


lügen  verstanden,  dann  hinauf  in  die  Höhe!  Von  oben  erst  kann  man 
den  Bau  der  Fundamente  und  ihren  Zweck  recht  erkennen.  Wer  zu 
lange  da  unten  bleibt,  verliert  die  Lust  und  die  Kraft,  den  Gang  in  die 
Höhe  zu  wagen.    Where  is  a  will  there  is  a  way." 

„Man  liebt  es,  uns  Mathematikern  vorzuwerfen,  dafs  wir  nicht  genug 
Rücksicht  nehmen  auf  die  Kräfte  der  Anfönger.**  ....  „Man  mache 
höhere  Ansprüche  und  sie  werden  erfüllt  werden." 

Dagegen  machte  Günther  (Wiesbaden  1877)  auf  die  sich  immer 
mehr  vergröfsernde  Kluft  zwischen  den  höheren  Lehranstalten  und  der 
Universität  aufmerksam,  schlug  vor,  dieser  drohenden  Gefahr  durch  eine 
Erweiterung  des  Pensums  zu  begegnen  und  „das  unheilvolle  Ereignis 
einer  völligen  Lösung  des  nothwendigen  inneren  Zusammenhangs  in  dem 
Unterrichtswesen"  dadurch  hintanzuhalten. 

Man  vergl.  ferner:  Müller,  Mahnung  an  die  Mathematiker.  H.  Z. 
VI.  p.  268  ff.  —  Schlegel,  Über  Ziele  und  Methoden  der  SchulGeo- 
metrie;  H.  Z.  VII.  p.  179—184. 

*)  Vergl.  Reidt,  Kleine  Bemerkungen  zum  Unterricht  in  der  Plani- 
metrie.  H.  Z.  XII.  p.  8— 17. 

*)  Vergl.  Rausenberger  p.  34,  3  u.  4. 
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durchaus  einer  Umgestaltung  im  Sinne  der  neueren  Geometrie, 
hier  ist  meines  Erp.chtens  eine  Gelegenheit,  die  Anschauungen 
und  Methoden  der  neueren  Geometrie  ungezwungen  in  den 
Rahmen  des  Schulunterrichts  hineinzubringen,  so  dafs  Ans- 
Sprüche  wie  der  folgende  nicht  nur  fromme  Wünsche  ent- 
halten:^) „Eiae  auf  neuen  Grundlagen  beruhende  Darstellung 
der  Geometrie  wird  den  Unterricht  voraussichtlich  in  dem 
Grade  erleichtern,  dafs  er  auch  die  einfacheren  Lehren  der 
neueren  Geometrie  in  gebührender  Weise  wird  berücksich- 
tigen können,  ohne  mehr  Zeit  in  Anspruch  zu  nehmen  als 
bisher." 

Die  Betrachtungen  der  vorliegenden  Abhandlimgen  sollen 
sich  auf  das  Gebiet  der  Planimetrie  beschränken;  sie  spielt 
als  das  Anfangsglied  ja  auch  die  wichtigste  Rolle,  einer  Um- 
gestaltung des  Unterrichts  in  der  Planimetrie  müfste  not- 
wendig diejenige  der  Stereometrie  folgen.  In  Bezug  auf  die 
letztere  machen  sich  ja  auch  schon  bedeutende  Stimmen  be- 
merkbar, die  eine  Änderung  der  gewöhnlichen  Methode  an- 
streben, die  Frage  wird  aber  wohl  über  kurz  oder  lang  ihrer 
Entscheidung  entgegen  gehen. 

Meinen   Ausführungen    über   den    plan  i  metrischen  Unter- 
richt möchte  ich  noch   eins  hinzufügen.^)     Nach  meiner  An- 
sicht müsste  der  Zeichenunterricht  mit  dem  geometrischen  von 
100  Anfang  an   systematisch  verknüpft  werden,  ja   ein  rein  geo- 

28  metrisches   Zeichnen    müfste    der    einzige    Gegenstand    dieses 
14«  Unterrichtszweiges  auf  der  Schule  sein.     Durch   einen  so  ge- 

S5  leiteten  Unterricht  würde   der  Schüler  mit  der  Handhabung 

51  von  Lineal  und  Zirkel  vertraut  werden,  ja  bei  der  reichlichen 
Zeit  würden  die  Schüler  es  zu  einer  gewissen  Vollendung 
bringen  können,  die  äufserst  befruchtend  auf  den  wisseuschaft- 

»6  liehen  Unterricht  in  der  Geometrie  einwirken  würde.  Das 
obligatorische  Zeichnen  müfste  aber  auch  noch  in  Sekunda 
und  Prima  eingeführt  werden  und  sich  als  Ziel  das  perspek- 


')  Vergl.  Schlegel,  Über  Ziele  tind  Methoden  der  Schul- Geometrie. 
H.  Z.  VII.  p.  183. 

')  Yergl.  Eieasling,  Das  geometrische  ZeichDen  als  Vorschule  für 
den  mathematischen  Unterricht.  —  H.  Z.  II.  p.  47. 
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tiyiscbe  resp.  projektivische  Zeichnen  stecken.^)  Würde  das 
erreicht,  so  würde  ein  grofser  Teil  der  Vorwürfe  gegen  das 
Gymnasium  schwinden.  98 

Es  sei  mir  gestattet  meine  Ansichten  hierüber  durch  eine 
Vergleichung  klar  zu  stellen.  Das  Ziel  gleichmäfsiger  Aus- 
bildung für  alle  und  einer  harmonischen  Ausbildung  des  ein- 
zelnen mufs  für  das  Zeichnen  ebenso  gelten,  wie  für  alle  an- 
deren Fächer.  Das  Gymnasium  soll  nicht  für  einen  bestimmten 
Beruf  vorbereiten,  sondern  für  alle.  Wie  nun  der  Mathema- 
tiker nicht  Mathematiker  heranzieht,  der  Gesanglehrer  keine 
Solosänger,  der  Turnlehrer  keine  Turner  heranbildet,  sondern 
der  erste  durch  die  Mathematik  auf  den  Geist  einwirkt,  der 
letzte  auf  einen  kräftigen,  gewandten  Körper  hinarbeitet,  so 
soll  und  darf  auch  im  Zeichenunterricht  nicht  auf  künst- 
lerische Ausbildung  der  Wert  gelegt  werden.  Das  Ziel  braucht 
nicht  zu  sein,  eine  Landschaft  oder  einen  Kopf  künstlerisch 
zeichnen  zu  können,  —  derartige  Leistungen  müssen  für  den, 
der  sich  dazu  berufen  fühlt,  ebensogut  in  Privatstunden  ge- 
fördert werden,  wie  etwa  die  Ausbildung  der  stimmlichen 
oder  sonstiger  musikalischen  Anlagen  —  sondern  das  Zeichnen 
mufs  einzig  und  allein  in  systematischer  Verbindung  mit  der 
Mathematik  stehen,  deren  dienende  Schwester  sein.  Für  meine 
Ansicht  spricht  meiner  Meinung  nach  auch  das  jetzt  im  Turn- 
unterricht zur  Geltung  gekommene  Prinzip:  früher  vorzugs- 
weise Gerätturnen,  Einübung  besonderer  Kunststücke,  Aus- 
bildung besonders  kräftiger  Schüler,  jetzt  Reigen  und  Turn- 
spiele der  Gesamtheit,  an  denen  auch  der  weniger  Kräftige 
sich  beteiligen  kann,  um  so  auch  des  Nutzens  teilhaftig  zu 
werden. 

Zum  Schlüsse  möchte  ich  noch  einmal  meine  Ansichten 
kurz  zusammenfassen  und  der  besseren  Beurteilung  wegen  in 
Thesen  aussprechen: 

1)  Der  geometrische  Unterricht  mufs  vor  dem 
arithmetischen  entschieden  bevorzugt  werden,  weil 
er  die  Grundlage  bildet,  weil  er  in  den  unteren 
Klassen  verständlicher   ist. 

^)  Vergl.  Holzmüller,  Einfährang  in  das  atereometriache  Zeichnen. 
Leipzig,  Teubner.  —  Besprochen  in  H.  Z.  XVIII.  p.  615—620. 

Schotten,  der  pUuiimetr.  Unterrioht.  3 
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2)  Der  arithmetische  Unterricht  beginnt  erst  in 
Sekunda.  Einzelne  Teile  erfordern  nur  mechanische 
Einübung. 

3)  Die  Methode  des  geometrischen  Unterrichts 
ist  im  Sinne  der  neueren  Geometrie  umzuformen, 
ohne  jedoch   die  Zwecke  der  Schule  zu  verläugnen. 

4)  Der  Zeichenunterricht  mufs  für  alle  Klassen 
obligatorisch  gemacht  werden,  ist  jedoch  im  syste- 
matischen Zusammenhange  mit  der  Geometrie  zu  er- 
teilen, also  ein  rein   geometrisches  Zeichnen. 


Zitate. 

Je  einmütiger  alle  Mathematiker  und  fast  alle  anderen, 
die  sich  mit  diesem  Gegenstande  beschäftigt  haben,  hierin  sind, 
um  so  gröfsere  Verwunderung  mufs  es  hervorrufen,  wenn  wir 
in  der  neuesten  Pädagogik,  dem  vielgerühmten  und  vielge- 
lesenen Handbuch  des  Hrn.  Prof.  Schiller  die  entgegenge- 
setzte Ansicht  vertreten  finden.  Seite  552  a.  a.  0.  heifst  es: 
„Es  ist  eine  viel  erörterte  Frage,  ob  die  Mathematik  für  alle 
Schüler  bis  zu  einem  gewissen  Umfange  erfafsbar  sei,  und 
theoretisch  wird  man  sehr  leicht  damit  fertig,^)  indem  man 
sagt,  dieselbe  sei  eine  reine  Verstandes  Wissenschaft;,  und  wer 
überhaupt  denken  könne,  müsse  auch  Mathematik  im  schul- 
mäfsigen  Um&nge  lernen  können.  Dieser  Theorie  entsprechen 
indessen  die  Thatsachen  nicht ,  so  wird  doch  be- 
züglich  des  inneren  Sehens sich  immer  ein  recht 

bedeutender  Unterschied  unter  den  Schülern  bemerkbar 
machen." 

Das  letztere  wird  gewifs  Niemand  leugnen  wollen;  das 
ist  aber  keine  besondere  Eigentümlichkeit  der  Mathematik. 
Wenn  wir  nicht  auf  allen  Gebieten  des  Unterrichts  mit  den 
„sehr  bedeutenden  Unterschieden  der  Schüler"  zu 
kämpfen  hätten,  so  würde  wohl  die  pädagogische  Kunst  auf 

*)  Der  versteckt  hierin  liegeDde  Vorwurf  der  oberfliichlichen  Behand- 
Inng  der  Frage  dürfte  nach  den  folgenden  Ausführungen  für  Prof.  Schiller 
ein  zurückfliegender  Pfeil  sein. 
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einer  uugleich  höheren  Stufe  stehen ^  als  jetzt,  ja  sie  würde 
längst  ihrer  Vollendung  unendlich  nahe  haben  gebracht  werden 
können.  Diese  Worte  Schillers  können  also  nicht  im  Ernst 
als  ein  Beweis  für  die  besondere  Veranlagung,  die  die  Mathe- 
matik erfordert,  angesehen  werden.  Aber  prüfen  wir  die 
Schillersche  Ansicht  etwas  näher.  Bei  den  Worten  „viel 
erörterte  Frage''  zitiert  Schiller  drei  Aufsätze  aus  J.  J.  f.  P. 
—  darunter  einen  betitelt  „adversus  mathematicos''  —  je  einen 
Aufsatz  aus  Dittes'  Pädagog.  und  aus  Z.  R.  W.,  ferner  Witt- 
stein Methode  d.  math.  Unterrichts.  Ich  bin  weit  entfernt 
zu  glauben,  dafs  Schiller  alle  seine  Quellen  angegeben,  aber 
niemand  wird  es  einem  Mathematiker  verdenken  können,  wenn 
er  bei  einer  so  wichtigen  Frage  wie  die  vorliegende  das  Ver- 
langen stellt,  Reidts  Anleitung  zum  math. Unterricht  und  Hoff- 
manns Zeitschrift  für  mathematischen  und  naturwissenschaft- 
lichen Unterricht  als  Hauptquellen  angegeben  zu  finden:*) 
und  dafs  er,  wenn  diese  fehlen,  mit  einigem  Mifstrauen  auf 
die  Zuverlässigkeit  der  vorgetragenen  Ansicht  an  diese  heran- 
geht. Wenn  der  philologische  Verfasser  einer  Pädagogik  es 
nicht  für  nötig  findet,  sich  mit  derjenigen  der  Mathematik 
eingehend  zu  beschäftigen,^)  so  mag  er  doch  dieses  Kapitel 
auslassen  und  auf  spezielle  Werke  wie  Reidts  Anleitung  —  ja 
selbst  Wittsteins  Methode  hinweisen. ^'^)     Das  würde  sicher- 


')  Dann  würde  allerdings  bei  der  Beantwortung  der  Frage  genau 
das  entgegengeBetzte  Resultat  sich  ergeben  haben,  als  zu  dem  Schiller 
gekommen  ist. 

>)  Dafs  Schiller  die  Mathematik  hoch  schä^tzt  als  Büdungsmittel, 
geht  ans  einer  weiter  unten  angeführten  Stelle  hervor. 

')  Es  ist  gemeint:  Wittstein,  die  Methode  des  mathematischen 
Unterrichts.  —  Man  vergl.  die  Rezension  dieser  Schrift  in  H.  Z.  XI.  p.  291. 

^)  Roth  widmet  z.  B.  in  seiner  Gymnasialp&dagogik  der  Mathe- 
matik gar  keinen  Abschnitt.  Ans  welchen  Gründen,  das  leuchtet  überall 
da  ein,  wo  er  der  Mathematik  Erwähnung  thut.  Er  will  dieselbe  über- 
haopt  aus  der  höheren  Schule  verbannt  wissen,  wenigstens  als  ein  obli- 
gatorisches Fach;  dabei  zeigt  er  dieselben  Ansichten  über  besondere 
Veranlagung  für  Mathematik  wie  Schiller.  Er  sagt  auch  p.  114  (ich 
zitiere  nach  der  2.  Auflage  1874):  „die  allgemeine  Verpflichtung  zu 
diesem  Lernen  (Mathematik)  wird  durch  die  Erfahrung  als  ein  Fehlgriff 
derjenigen  erwiesen,  welche  unsere  Schulordnung  gemacht  haben!'*  er- 

3* 
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lieh  empfehlenswerter  sein,  als  eine  Behandlung,  die  sich  schon 
aus  folgender  Aufserlichkeit  ergiebt:  1)  Religionsunterricht: 
17  Seiten;  2)  Deutsch:  91  Seiten;  3)  Alte  Sprachen  (inkl. 
Hebräisch):  114  Seiten;  4)  Neuere  Sprachen:  29  Seiten;  5) 
Geschichte:  43  Seiten;  6)  Geographie:  17  Seiten;  7)  Mathe- 


wähnt dann  einen  AnsBpmch  von  Dr.  Eil  er  8 :  „Dazu  kommt,  dafs  Ta- 
lente für  Sprachen,  Geschichte,  Geographie  viel  allgemeiner  sind,  als 
Talente  für  Mathematik."  Auch  der  Konflikt  zwischen  Philologie  nnd 
Mathematik  wird  als  Grand  erwähnt  für  Abschaffung  der  letzteren.  — 
Bei  Bielmejer  in  seinem  an  anderer  Stelle  zitierten  Programm  findet 
sich  bei  Besprechung  dieser  Verhältnisse  auch  noch  folgendes  Zitat: 
„Dafs  es  bestinunt  geartete  Naturen  giebt,  welche  bei  sonst  hohen  Ta- 
lenten eine  dezidierte  Unfähigkeit  für  die  Mathematik  besitzen,  so 
dals  sie  auch  bei  pflichtmäüsig  treuer  Anstrengung  nicht  vor^ribrts  kom- 
men.'* (Aus  „Das  bairische  Gymnasialwesen  sonst  und  jetzt.  Erlangen 
1869.") 

Man  vergleiche  hiermit  folgende  Worte  aus  einer  Besprechung  der 
Roth  sehen  Pädagogik  von  Dr.  Elsperger:  „Wenn  Roth  auch  der 
Mathematik  einen  Platz  unter  den  fakultativen  Lehrgegenständen  an- 
weist, so  möchten  ihm  nur  wenige  beipflichten.  Allerdings  scheinen  die 
Sprachen  eine  andere  Art  der  Begabung  zu  fordern  als  die  Mathematik 
xmd  es  kann  vorkommen,  dafs  Schüler  in  beiden  sehr  ungleiche  Fort^ 
schritte  machen.  Aber  nach  den  Erfahrungen  des  Referenten  liegt  der 
Grund,  weshalb  einzelne  sonst  begabte  Schüler  iu  der  Mathematik  wenig 
leisten,  fast  nur  in  der  Übereilung  des  ersten  Unterrichtes  und 
in  einer  dadurch  bei  ihnen  hervorgerufenen  Verzagtheit  und  in  der  vor- 
gefalsten  Meinung,  für  diese  Wissenschaft  kein  Talent  zu  haben.'' 

Hoffmann  sagt  in  H.  Z.  I.  p.  3  —  nachdem  er  dargelegt,'  dafs  die 
Mathematik  sich  ihre  Stelle  erst  habe  erkämpfen  müssen,  weil  sie  von 
der  Mehrzahl  der  Gymnasialpädagogen  nicht  als  vollberechtigt  im  Gyra- 
nasialunterricht  angesehen  worden  sei  — :  „Wie  hätten  auch  sonst  die 
exakten  Unterrichtsfächer  Beurteilungen  erfahren  können,  wie  die  eines 
Niemeier,  Nägelsbach,  Roth,  Bäumlein,  Gockel,  Mühlmann* 
und  der  drei  anonymen  Verfasser  von:  „Wert  und  Unwert  der  Mathe- 
matik*' (Kassel  1886),  „adversus  mathematicos"  (Mas.  päd.  Jahrb.  Bd.  94. 
S.  205)  und  „Das  bairische  Gymnasialwesen  sonst  und  jetzt"  (Erlangen 
1869)!" 

*Niemeier,  Grundsätze  d.  Erz.  II  S.  173-^174.  —  Nägelsbach, 
Gym.  Päd.  S.  156—60.  —  Bäumlein,  die  Bedeutung  der  klass.  Studien 
etc.  Heilbronn  1849.  S.  49.  —  Gockel,  die  Gelehrtenschule  gegenüber 
den  Zeitforderungen.  Karlsruhe  1862.  S.  23—25.  —  Roth,  Gymnasial- 
pädagogik.  Stuttgart  1865.  S.  18,  97,  99  u.  288 ff'.  '-  Mühlmann,  Bei- 
trä.ge  zur  Gymnasialfrage.  Leipzig  1868.  S.  36—38. 
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matik  in  Gymnasien  und  in  Bealanstalten:  18  Seiten.') 
Paulsen  widmete  der  Mathematik  in  seinem  pädagogischen 
Kolleg  eine  ganze  Stunde. 


Progr.  d.  Bprg.  z.  Strausberg.  1884.  —  Schulze:  Be- 
merkungen etc. 

Verhandlungen  der  elsafs-Iothringischen  Direktoren-Eon- 2 
ferenz.     1871.     StraCsburg. 

^^DaTs  keine  andere  Art  der  Schulkenntnisse  mit  dem  Aus- 
tritt aus  der  Schule  so  schnell  spurlos  verloren  geht  oder 
gar  so  gleichgiltig  weggeworfen  wird^  wie  die  mathematischen, 
hat  unstreitig  zum  grofsen  Teil  darin  seinen  Grund,  dafs  der 
Schuler  sie  nicht  auf  Probleme  des  wirklichen  Lebens  an- 
wenden gelernt  hat."*) 

Progr.  d.  B.  I.  Ord.  z.  Magdeburg.  1882.  —  Dr.  Jenrich: 
Beitrage  zur  Methodik  etc. 


Man  vergleiche  zn  der  vorliegenden  Frage  daa  Vorwort  in  H.  Z.  I. 
Yollfltändig. 

Cfr.  Buchbinder,  der  math.-natorwisB.  Unterricht  auf  deutschen 
GynmaBien.  H.  Z.  L  p.  10,  femer:  H.  Z.  II.  p.  153 — 154.  —  Yergl.  ferner: 
H.  Z.  X.  p.  315,  femer:  Eine  Wertschätzung  des  Schulmathematikers  an 
einer  höheren  Schule  seitens  eines  Schulphilologen.  H.  Z.  XVI.  p.  467—473. 

Femer:  Eine  Stimme  gegen  den  Weissenfeis  sehen  Angriff  auf  die 
Mathematik  und  die  Mathematiker.  H.  Z.  XYII.  p.  73—76. 

Femer:  Hoffmann,  Einige  wichtige  pädagogische  Tagesfragen  mit 
besonderer  Berücksichtigung  des  mathematischen  und  naturwissenschaft- 
üchen  Unterrichts.  H.  Z.  XVm.  p.  237—249. 

^)  Also  Sprachen  zusammen  234  Seiten,  Mathematik  auf  Gymnasien 
und  Bealanstalten  18  Seiten.    Sapienti  sati 

*)  Diese  Anwendung  der  Probleme  der  Mathematik  auf  das  prak- 
tische Leben  ist  aber  sicherlich  in  der  Geometrie  eher  möglich  als  in 
der  Arithmetik,  wenn  die  Geometrie  in  der  richtigen  Weise  gelehrt 
wird,  d.  h.  so,  dafs  in  dem  Schwer  wirklich  Anschauung  geweckt  wird, 
dats  der  Unterricht  ihn  fähig  macht,  das  Angeschaute  richtig  zu  beur- 
teilen, sich  in  die  Wirklichkeit  der  ihn  umgebenden  räumlichen  Ver- 
hältnisse zu  finden.  Die  Beispiele  oder  Anwendungen,  die  geeignet  sind 
zur  Verknflpfdng  der  wissenschaftlichen  Lehre  mit  der  Praxis  zu  dienen, 
ergeben  sich  hier  weit  ungezwungener,  als  es  in  der  Arithmetik  möglich 
ist,  wo  diese  Yerknüpfang  mehr  oder  weniger  eine  äufserliche  bleibt, 
da  Inhalt  und  Form  sich  fremd  sind. 
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8  Neue  Jahrbücher  für  Phil.  u.  Päd.  B.  123;  3.  Heft-,  p.  116. 

Zitat 

Die  Mathematik  ist  deswegen  allgemein  in  den  Ruf  einer 
schwierigen  Wissenschaft  gekommen,  man  meint ,  sie  fordere 
ganz  besondere  Anlagen,  eine  individuelle  Organisation  des 
Geistes,  eigentümliche  Stimmung  des  Nervensystems.  Sollte 
nicht  der  Grund  davon  darin  zu  suchen  sein,  dafs  den  Schülern 
in  den  unteren  Klassen  zu  viel  zugemutet  wird?  ....  Der 
Schüler  soll  die  abstrakten  Satze  der  Mathematik  nicht  äufser- 
lich  aufnehmen  und  nachsprechen,  sondern  sie  sollen  lebendiges 
Eigentum  geworden  sein.^)  Kommt  aber  der  Schüler  nicht 
zu  einer  klaren  Einsicht,  so  kann  er  dem  Gegenstande  kein 
Interesse  abgewinnen,  die  Rechnungen  und  Konstruktionen 
ekeln  ihn  an,  die  Lust  zur  Mathematik  ist  ihm  benommen 
und  das  Vorurteil  gegen  dieselbe  hat  sich  seiner  bemeistert. 

4  So  kommt  es,  dafs  bei  dieser  synthetischen  Methode 
Sätze  aufeinanderfolgen^  die  einen  ganz  verschiedenartigen  In- 
halt und  Charakter  und  keine  Verwandtschaft  mit  einander 
haben, ^)  denn   ihre  Reihenfolge  wird  durch  den  Beweis   und 


')  Aacli  diese  Bemerkungen  sprechen  dafür,  dafs  man  der  anschau- 
lichen Geometrie  zeitlich,  aber  auch  räumlich  den  Vorzug  gebe.  Der 
durch  die  anschaulichen  Vorstellungen  der  Geometrie  Vorgebildete  wird 
die  abstrakten  Vorstellungen  der  Geometrie  erfassen  können  und  dann 
auch  fähig  sein  die  Abstraktionen  der  Arithmetik  aufzufassen,  aber 
—  und  dies  sei  noch  einmal  betont  —  erst  nachher,  daher  also  ein 
Nacheinander  der  beiden  Disziplinen  dem  Nebeneinander  im  Anfiangä- 
unterrichte  entschieden  vorzuziehen  ist.  Wird  der  geometrische  Unter- 
richt anfänglich  derartig  betont,  dann  werden  dem  Schüler  die  gewon- 
nenen und  richtig  verarbeiteten  Vorstellungen  ein  lebendiges  Eigentum 
geworden  sein,  auf  dem  er,  als  auf  einem  festen  Grunde,  mit  Last  weiter 
bauen  kann  und  wird. 

')  Ich  kann  es  mir  nicht  versagen  einige  besonders  prägnante  Bei- 
spiele aus  einem  der  bekanntesten  Lehrbücher  der  Planimetrie  —  Kam- 
bly  —  hier  anzuführen:  die  Behandlung  des  gleichschenkligen  Dreiecks 
mitten  zwischen  den  Eongruenzsäteen;  die  Sätze  vom  rechtwinkligen 
Dreieck  in  §  66  u.  67,  die  daher,  da  sie  gar  nicht  dahin  gehören,  auch 
in  naturwidriger  Reihenfolge  gegeben  werden;  die  Sätze  in  §  68  und  69, 
die  wie  die  vorigen  ganz  aufser  allem  Zusammenhange  stehen;  §  114; 
§  116;  —  hierbei  möge  es  bewenden. 
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die    geometrische  Hülfskonstruktion   bestimmt.     Dies   ist  die 
Achillesferse  der  Methode.^) 

In  dem  Naturell  der  Engländer  mag  es  auch  begründet  6 
sein,  daüs  sie  am  zähesten  an  der  konsequent  durchgeführten 
Euklidischen  Methode  bis  in  die  neuere  Zeit  festgehalten 
haben.  Die  Ausdauer  im  Schwierigen  und  die  oft  auf  eine 
harte  Probe  gestellte  Geduld  im  Denken  scheint  sie  beson- 
ders anzuheimeln,  da  eine  gewisse  ,,Zähigkeit'^  eine  ihrer 
Charaktereigentümlichkeiten  unstreitig  ist. 

Nichtsdestoweniger  war  Euklid  fest  davon  überzeugtes 
dafs  es  nur  einen  zur  Geometrie  führenden  Weg  gäbe,  den 
er  selbst  ,,Königen''  nicht  zu  ebnen  vermöchte.^)  Nach  seiner 
Methode  ist  eben  jede  Abweichung  von  der  Ordnung,  in 
welcher  die  Sätze  aufeinanderfolgen,  ungerechtfertigt,  vielmehr 
der  Weg,  auf  welchem  man  vorzuschreiten  hat,  aufs  strengste 
vorgeschrieben,  und  dieses  Zwanges  wegen  pflegt  man  von 
„Euklidscher  Strenge'^  und  „Starrheit  seiner  Methode^'  zu 
reden. 

Verfasser  fährt  dann  fort:  Es  scheint  uns  aber  keinem 
Zweifel  zu  unterliegen,  daJb  Euklid  vermöge  seines  eminenten 
Scharfsinns  im  grofsen  und  ganzen  das  Richtige  getroffen  hat; 
nur  mofs  seine  Methode  in  dem  Sinne  verbessert  werden,  dafs 
neuere  Anschauungen  zu  Hülfe  genommen  und  die  Sätze  in 
anderer  Weise  gruppiert  werden,  auch  dem  vorwärts  Schrei- 
tenden eine  öftere  Rast  gewährt  werde ,  . . . .  —  Ein  Vorzug 
der  Methode  besteht  in  der  Kürze,  mit  welcher  die  mathema- 
tischen Erkenntnisse   erschlossen   werden,   und   in   einer   ge- 


*)  Vergl.  164. 

*)  Hankel,  die  Entwicklnng  der  Mathematik  in  den  letzten  Jahr- 
hunderten p.  24: 

j^nklid  hatte  einst  seinem  Könige  Pto  lern  aus,  der,  wie  wir  be- 
greifen, das  mfibsamo  Stadium  der  „Elemente^^  abschreckend  fand,  mit 
dem  ganzen  Stolze  eines  Gelehrten  erwidert:  'Es  giebt  keinen  Königs- 
weg sor  Mathematik.'  Wir  aber  können  hinzufügen:  die  neuere  Geo- 
metrie ist  dieser  Königsweg,  sie  hat  'den  Organismus  aufgedeckt, 
durch  welchen  die  verschiedenartigsten  Erscheinungen  in  der  Raumwelt 
mit  einander  verbunden  sind',  und  hat,  wie  wir  ohne  Übertreibung 
sagen  können,  das  Ideal  einer  Wissenschaft  beinahe  erreicht/*  Vergl. 
auch  Hankel,  die  Elemente  der  projekt  Geometrie,  p.  33. 


—     40     — 

wissen  Leichtigkeit  des  Vorwärtsschreitens Ein  Mangel 

der  Methode  besteht  darin,  dafs  sie  den  Zusammenhang  zwi- 
schen den  einzelnen  Sätzen  zu  wenig  andeutet,  wenigstens 
kein  hervorragendes  Gewicht  darauf  legt;  sie  zwingt  zwar 
durch  passende  Hülfskonstruktionen  und  ausreichende  Gründe 
zur  Anerkennung  der  Sätze,  bringt  aber  nicht  zum  deutlichen 
BewuTstsein,  warum  man  so  und  nicht  anders  zur  Wahrheit 
des  Satzes  gelangt;  sie  stellt  durch  Aneinanderreihung  von 
Sätzen  die  Wissenschaft  selbst  als  ein  abgeschlossenes  Ganzes 
dar,  während  sie  unerschöpflich  und  einer  unbegrenzten  Aus- 
dehnung fähig  ist.  Daher  die  heftigen  Angriffe  auf  diese 
Methode! 

^  Unter  anderem  sagt  Schopenhauer:^)  Man  hat  (bei 
dieser  Art  des  Beweises)  die  unangenehme  Empfindung  wie 
nach  einem  Taschenspielerstreich,  und  in  der  That  sind  einem 
solchen  die  meisten  Euklidischen  Beweise  tauschend  ähn- 
lich. Fast  immer  kommt  die  Wahrheit  durch  die  HinterthQr 
herein,  indem  sie  sich  per  accidens  aus  irgend  einem  Neben- 
umstande  ergiebi  Oft  schliefst  ein  apagogischer  Beweis  alle 
Thüren  eine  nach  der  andern  zu  und  läfst  nur  die  eine  offen, 
in  die  man  nun  blols  deswegen  hineinmufs.  Dagegen  sagt 
Schopenhauer  auch:  Indessen  verdient  die  Art  und  Weise, 
wie  Euklid  dies  durchgesetzt  hat,  alle  Bewunderung,  die  ihm 
so  viele  Jahrhunderte  hindurch  geworden  ist.  —  Oft  würden, 
wie  im  Pythagoräischen  Lehrsatze,  Linien  gezogen,  ohne  dafs 
man  wisse,  warum.  Hinterher  zeige  es  sich,  dafs  es  Schlingen 
seien,  die  sich  unerwartet  zuziehen  und  den  assensus  der  Ler- 
nenden gefangen  nehmen.  Diese  eigentlich  empirische  und 
unwissenschaftliche  Erkenntnis  gleiche  der  des  Arztes,')  welcher 
Krankheiten  und  Mittel  dagegen,  aber  nicht  den  Zusammen- 
hang beider  kenne. 

8  Die  genetische  Methode  ....  stellt  uns  auf  einen  höheren 
Standpunkt  und  macht  neue  Gesichtspunkte  geltend,  um  die 
mathematischen  Sätze  mit  einander  zu  verknüpfen  und  die 
Selbstthätigkeit  des  Schülers   anzuregen.     Ihr  Wesen  besteht 


')  Die  Welt  als  Wille  und  Vorstellung.  I.  S.  84  u.  86. 
')  Vergl.  das  folgende  Zitat 
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in  Kürze  darin,  dafs  die  mathematische  Wahrheit  aufs  innigste 
mit  ihrem  Beweise  verbunden  wird,  so  dafs  der  Schüler  gleich- 
sam ihre  yivsöig^  ihre  Entstehung,  ihren  Ursprung  Schritt  für 
Schritt  mit  geistigem  Auge  beobachtet.  Mit  der  Genesis  des 
Satzes  soll  der  Schüler  zugleich  den  inneren  Zusammenhang  des- 
selben und  seine  Stellung  zu  den  übrigen  anschaulich  erkennen. 

Verfasser  fügt  dann  eine  Kritik  der  Wittsteinscheu 
Ansicht,  der  die  genetische  Methode  als  die  einzige  wahre 
Unterrichtsmethode  preist,  hinzu. 

Der  Geist  der  Mathematik  ist  der  Geist  der  Ordnung  und  9 
Gründlichkeit;  Mathematik  ist  Zucht  des  Geistes  überhaupt! 
....  Darum   erfüllt  uns  das  sßfipca  eines  Satzes  mit  reiner 
Freude  und  inniger  Genugthuung. 

Wie  soll  nun  eine  Methode  sein,  die  allen  berechtigten  lo 
Anforderungen  entspricht?     Welche  Verbesserungen  mufs  sie 
gegen  die   alten  zum  Teil  unbrauchbaren  aufweisen?     Auch 
die  Mathematik  ist   auf  höheren  Schulen   nicht   blofs  Fach- 
wissenschaft   

Wie  wir  aus  dem  Wesen  der  Methode  im  allgemeinen 
erkannt  haben, ^^)  wird  es  nicht  sowohl  auf  den  ausschliefs- 
liehen  Gebrauch  einer,  als  auf  eine  passende  Verschmelzung 
der  brauchbaren  und  praktisch  bewährten  Methoden  an- 
kommen  

Unsere   intellektuelle   Thätigkeit   beruht   in   der   Mathe- ii 
matik  auf  Anschauungen,  aus  diesen  werden  die  Begriffe  ge- 
bildet.^    Die  Prinzipien   des   sinnlichen  Erkennens  sind   uns 
a  priori   gegeben Mathematik   keine  Erfahrungswissen- 
schaft;, daher  Raum  reine  Anschauung  a  priori 


*)  Eine  derartige  Yerschmelzmig  würde  z.  B.  sein:  Auffinden  der 
Lehrsätze  genetiscfi,  Beweisführung  heuriBtisch;  dann  synthetische  Re- 
koastruktion.  Das  letzte  Verehren  besonders  bei  der  Bepetition,  damit 
zugleich  verbunden  eine  nach  bestimmten  Gesichtspunkten  geordnete 
Zusammenstellung  einzelner  Abschnitte.  Man  vergleiche  hierzu  Bei  dt 
Anleitnng  §  10  bis  §  16  inklusive. 

«)  Vergl.  24p  74.  142. 

^  Man  vergleiche  hierzu  Waitz,  Lehrbuch  der  Psychologie,  §  46 
Ober  den  falschen  und  wahren  unterschied  empirischer  und  reiner  (aprio- 
rischer) Begriffe  oder  Erkenntnis,  und  §  48,  die  Abstraktion. 
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Daraus  geht  hervor,  dafs  es  vor  allen  Dingen  beim  Be- 
ginn des  mathematischen  Unterrichts  notwendig  ist,  durch  An- 
schauung richtige  Begriffe  zu  schaffen,  denn  alle  Definitionen 
und  Deduktionen  schweben  in  der  Luft,  sobald  sie  ,,ohne  An- 
schauung'^ leer  bleiben.  Propädeutisch  muGs  die  ... .  Methode 
von  der  sinnlichen  Betrachtung  konkreter  Gegenstände  aus- 
gehen, die  Anschauung  des  Schülers  unterstützen  und  da- 
durch zugleich  der  Fassungskraft  der  jugendlichen  Geister 
entgegenkommen Keine  Abstraktionen Der  jugend- 
liche Geist  mufs  beim  Beginn  des  mathematischen  Unterrichts 
schon  so  beeinilufst  sein,  daCs  der  Anschauungssinn  bereits 
angeregt  und  entwickelt  ist.  Das  „nihil  est  in  intellectu 
quod  non  antea  fuerit  in  sensu''  gilt  hier  in  ausgezeichneter 
Weise. 

12  Der  Erfindungsgeist   des   Knaben   mufs    durch   passende 

Übungen  subjektiv  für  die  Anschauungssphäre  empfanglich  ge- 
macht werden.  Hat  man  aber  die  „Formen  der  Anschauung'', 
die  sich  dem  Vorstellungs vermögen  einprägen,  gewonnen,  so 
geht  man  nun  auf  die  erkennbaren  Eigenschaften  und  Be- 
ziehungen dieser  Körper  zu  einander  über  und  so  findet  der 
Knabe  ....  geometrische  Wahrheiten,  die  ihm  ohne  Beweis 
augenscheinlich  klar  sind.  Ist  diese  Basis  durch  den  propä- 
deutischen Unterricht  gewonnen,  so  kann  man  ohne  Bedenken 
mit  der  eigentlichen  Wissenschaft  einsetzen  und  dabei  auch 
gewisse  Begriffe  aus  der  neueren  Geometrie  in  den  Anfang 
des  geometrischen  Unterrichts  hinübemehmen,  ohne  fürchten 
zu  müssen,  dafs  der  Schüler  Definitionen,  die  er  nicht  be- 
greift, sinnlos  auswendig  lernt. ^) 

18  Direktoren-Konferenzen  des  preuss.  Staates  v.  Dr.  Erler. 
p.  165.  §  115.     „Es  sei  geraten,  mit  der  Geometrie,  statt  mit 


^)  Wie  an  anderer  Stelle  ausgeführt  ist,  liegt  hierin  mit  ein  Hanpt- 
grnnd  für  den  Widerwillen,  den  so  viele  Schüler  gegen  die  Mathematik 
haben  und  infolgedessen  für  den  mangelnden  Erfolg.  Die  Grundvor- 
stellungen  müssen  so  befestigt  werden,  dafs  der  Schüler  aus  ihrer  Er- 
kenntnis alle  Definitionen  herzuleiten  vermag.  Dafs  nur  definiert  wird, 
was  einer  Definition  bedarf:  und  dafs  auf  die  Definitionen  inhaltlich  und 
sprachlich  ein  ganz  besonderer  Wert  zu  legen  ist,  sei  auch  hier  noch 
einmal  ausdrücklich  hervorgehoben. 
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der  Arithmetik  den  eigentlich  mathematischen  Unterricht  zu 
beginnen. 

Was  nun  den  Lehrgang  selbst  betrifft^  so  sind  die  Aus- 14 
gangspunkte,  mit  denen  der  Unterricht  beginnt,  verschieden.^) 
Zeller  beginnt  mit  der  Pyramide,  Graser  mit  dem  Modell 
eines  Wohnhauses,  Tobler  mit  dem  Lineal,  Wedemann 
mit  dem  Buche,  Scherr  mit  der  Wandtafel,  v.  Raum  er  mit 
den  Krystallen,  Pestalozzi  mit  der  Zeichnung  der  geraden 
Linie,  Zerenner  mit  dem  Punkte,  Wittstein  mit  dem 
Dreieck  und  Kreise,  andre  mit  dem  Würfel  und  den  Dimen- 
sionen des  Baumes,  andre  mit  der  Erklärung  und  Einteilung 
der  Wissenschaft  u.  s.  w.  Hier  gilt,  wie  wir  sehen,  das 
Sprüchwort:  tot  capita,  tot  sensus.  —  Fortgang  vom  Kon- 
kreten zum  Abstrakten,  vom  physischen  zum  mathematischen 
Korper. 

Man  frage  nicht,  was  ist  eine  Linie?  was  eine  Fläche?  etc.,  15 
sondern  wie  entsteht  hier  dieselbe,^)  damit  man  dem  Schüler 
zuerst  die  Entstehung  der  geometrischen  Grundbegriffe:  Punkt, 
Linie,  Fläche,  Körper  anschaulich  macht.  Genaue  Definitionen 
dieser  Grundbegriffe  zu  geben,  ist,  wie  wir  gleich  zeigen 
werden,  sehr  schwierig,')   nach  unserer  Ansicht  unmög' 

')  Der  Ausgangsponkt  moTs  jedenfalls  ein  sinnlich  Wahrnehmbares, 
also  ein  physischer  EOrper  sein  oder  besser  physische  Körper  —  welche 
man  nun  wählt,  ist  wohl  weniger  wichtig;  ich  selbst  würde  empfehlen 
Ton  Würfel,  Kugel  und  Walze  (resp.  eiförmigem  Körper)  auszugehen, 
um  gleich  von  Anfang  -an  auf  die  Einheit  der  ebenen  Fläche,  auf  die 
Vielheit  der  krummen  Flächen  hinweisen  zu  können. 

^  Dieser  Ansicht  kann  ich  durchaus  nicht  beipflichten:  nach  meiner 
Meinung  sollen  diese  Begriffe  einzig  und  allein  aus  der  Grenzbetrach- 
tong  gewonnnen  werden;  also  auch  nicht  vom  Punkt  zum  Körper,  sondern 
umgekehrt 

")  Genaue  Definitionen  dieser  Grundbegriffe  sind  allerdings  möglich, 
nämlich  aas  der  Vorstellung  der  Grenze;  etwas  anders  ist  es  bei  Defi- 
nitionen Ton  Vorstellungen  a  priori,  wie  diejenige  der  Ebene,  der  Ge- 
raden etc.  Hier  sollte  man  auf  jede  Definition  verzichten.  Aber  in 
welche  jammervolle  Lage  wäre  der  Lehrer  versetzt,  der  „durch  ge- 
schicktes umgehen  oder  taktvolles  Verschweigen"  sich  durchlavieren 
wollte.  Jeden  Augenblick  mufs  er  eine  Frage  eines  gescheiten  Jungen 
fiürchten,  es  würde  ihm  gehen,  wie  dem  Dieb,  keinen  Augenblick  sicher 
—  wie  könnte  er  da  seines  Unterrichtes  froh  werden  und  welche  Er* 
folge  könnte  ein  solcher  Unterricht  haben. 
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lieh,  es  mflssen  daher  die  hier  eintretenden  Schwierigkeiten 
durch  geschicktes  umgehen  derselben  und  taktvolles  Ver- 
schweigen aus  dem  Grunde  beseitigt  werden,  daXs  nicht  in 
dem  Verstände  4es  Schülers  der  geringste  Zweifel  an  der 
Richtigkeit  irgend  einer  mathematischen  Definition  au&u- 
kommen  vermag.  Dieses  tritt  ein,  sobald  der  Schüler  sich 
bewufst  wird,  dafs  idem  per  idem  erklärt  wird^)  oder  eine  ein- 
zige Eigenschaft  einer  Raumgröfse  als  das  Wesen  derselben 
hingestellt  oder  ein  Begriff  auf  einen  anderen,  der  seiner- 
seits eine  Erklärung  verlangt,  zurückgef&hrt  wird  etc.,  kurz: 
dafs  die  gegebene  Erklärung  einen  Mangel  in  sich  schliefst. 
Wie  leicht  kann  beim  Beginn  dieser  neuen  Wissenschaft  der 
auftauchende  Zweifel  das  Interesse  des  Schülers  für  dieselbe 
vollständig  vernichten!*)  Zweifel  bewirkt  leicht  Antipathie.  — 
Es  wird  dann  ebenfalls  genauer  gerade  auf  das  Beispiel  der 
Definition  für  gerade  Linie  eingegangen.  Es  heiTst  darin: 
Diese  aufgestellten  Definitionen  (11)  mögen  genügen,')  um 
ims  zu  zeigen,  dafs  die  Erfahrungen  von  Jahrtausenden  nicht 
hingereicht  haben,  um  dies  Problem  in  irgend  einer  Weise 
zu  fordern. 


^)  Zu  aolchen  idem  per  idem  Definitionen  gehOrt  ss.  B.  auch  diejenige 
der  Geraden,  als  einer  Linie  von  einerlei  Bichtnng.  Auch  der  andere 
hier  gerügte  Fehler  findet  sich  leider  sehr  häufig.  Der  Unterschied  zwi- 
schen Definition  und  den  aus  dem  Wesen  entspringenden  Eigenschaften 
mufs  scharf  beobachtet  werden.  Ein  Beispiel,  bei  dem  man  gelegentlich 
den  Schüler  auf  diesen  Unterschied  aufmerksam  machen  kann,  ist  das 
Parallelogramm.  Zur  Definition  gehört  nur  das  Parallelsein  der  Seiten: 
daraus  ergeben  sich  dann  als  Eigenschaften  Gleichheit  der  Gegenwinkel 
und  Gegenseiten  etc. 

*)  Dies  deckt  sich  mit  den  an  anderer  Stelle  gebrachten  Ermah- 
nungen, die  Grundvorstellungen  ganz  besonders  zu  berücksichtigen,  sie 
zu  evidenter  Klarheit  zu  bringen,  da  gerade  ein  Mangel  an  dieser  Stelle 
seinen  schädlichen  EinfluTs  dauernd  zeige:  infolge  von  ihm  gerade 
jenes  so  oft  zu  beobachtende  Versagen  im  Verlaufe  des  weiteren  Unter- 
richts einträte. 

*)  Hier  sollte  man  doch  auch  fragen,  warum  keine  Definition  ge- 
funden werden  kann.  Doch  wohl  deshalb,  weil  es  für  Begriffe,  die  a 
priori  im  Geiste  liegen,  keine  Definition  giebt,  sondern  nur  Erklärungen ; 
Erklärungen,  die  geeignet  sind,  die  a  priori  im  menschlichen  Greiste 
vorhandenen  Begriffe  zum  deutlichen  BewuTstsein  zu  bringen. 
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Progr.  der  städt.  h.  Esch.  Schwerin.   1878.   Ziegel:  Me- 
thode etc.   1878.   Nr.  138. 

Erschwerend  ftir  den  mathematischen  Unterricht  ist^  dafs  i6 
derselbe  vorwiegend  den  Verstand  der  Schüler  in  Anspruch 
nimmt,  so  dafs  die  anderen  Geisteskräfte/)  Einbildungskraft 
und  Gedächtnis,  selbst  wenn  sie  in  ziemlicher  Fülle  vor- 
handen sein  sollten,  einen  Mangel  an  ersterem  nicht  zu  er- 
setzen vermögen.  Wenn  es  daher  anch  falsch  ist,  wie 
Sehr  ad  er  so  überzeugend  dargethan  hat,^)  dafs  zur  Mathe- 
matik ganz  besondre  Begabung  notwendig  ist,  so  erklärt  sich 
doch  aus  dieser  Eigenschaft  das  geringe  Interesse,  welches 
häufig  der  Mathematik,  namentlich  im  Anfange,  entgegen 
gebracht  wird.  Davon  ist  aber  die  Folge  eine  vollständige 
Unsicherheit  in  den  Elementen,  an  der  schliefslich  jeder  Er- 
folg scheitert. 

Dafs   man  auf  die  eigentümliche  Idee   eines  besonderen  i? 
mathematischen  Verstandes  gekommen  ist,  liegt  jedenfalls  an 
der  in  früherer  Zeit  oft  beobachteten  Erfahrung,^)  dafs  in  der 
That  von  einem  unverhältnismäfsig  grofsen  Teile  der  Schüler 


')  Die  Mathematik  mnü  sieb  daher  im  Anfang  nicht  an  den  Ver- 
stand allein  wenden,  sondern  Einbildungskraft  und  Phantasie  oder  besser 
Anschauung  und  Vorstellungskraft  ganz  besonders  in  den  Kreis  ihrer 
Betrachtungen  ziehen.  Nach  hinlänglicher  Übung  dieser  Kräfte  wird  der 
Verstand  leicht  den  abstrakten  Stoff  verarbeiten.  Ein  gänzlicher  Mangel 
an  Verstand  wird  allerdings  durch  nichts  anders  ersetzt  werden  können, 
einem  Schüler  ohne  Verstand  wird  die  Mathematik  unverständlich 
bleiben  —  aber  selbstredend  auch  jede  andere  WisRcnschaft. 

*)  Erziehangs-  und  XJnterrichtslehre  von  Dr.  W.  Schrader.  — 
[p.  521—523.] 

*}  Es  wird  eine  offene  Frage  bleiben  müssen,  wie  viel  Schuld  an 
diesem  Übelstande  der  früheren  Einrichtung  der  Schulen  und  der  sehr 
offen  zur  Schau  getragenen  Verachtung  der  Mathematik  durch  die  Phi- 
lologen beizumessen  ist.  So  lange  ein  Fach  als  sog.  Nebenfach  auf  dem 
Lfehrplan  figuriert,  ist  die  Schuld  des  MiTserfolges  nicht  einzig  im  Fache 
selbst  und  seinen  Vertretern  zu  suchen.  Vielleicht  giebt  aber  auch 
Herbarts  Wort,  „dafs  Mathematiker  selten  aufgelegt  sind,  sich  mit 
Kindern  gehörig  zu  beschäftigen,  ist  natürlich"  einen  Beitrag  zu  unserer 
Frage.  Nur  mfifste  man  sich  klar  werden,  was  Her  hart  mit  „aufgelegt 
sein'*  verstanden  wissen  will,  ob  einen  Defekt  des  Wollens  oder  des 
Könnens. 
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auf  den  Gymnasien  in  den  mathematischen  Fächern  so  gut 
wie  nichts  geleistet  wurde,  und  dajGs  gerade  die  für  die  Sprachen 
am  meisten  Beföhigteii  oft  in  der  Mathematik  nur  sehr  mafsige 
oder  gar  durchaus  ungenügende  Kenntnisse  besassen.  Daran 
können  aber  offenbar  nur  untüchtige  und  ungeschickte  Lehrer 
sowie  unzweckmäfsiger^  unmethodischer  Unterricht  die  Schuld 
tragen. 
IS  Eine  alte  Forderung  für  jeden  Unterricht  ist^  dafs  er 
naturgemäfs  sei.  Dazu  gehört  aber  erstens,  dafs  er  auf  An- 
schauung beruhe^) Erst  nachdem  die  Anschauung  zum 

Hauptprinzipe    des  Unterrichts    gemacht  worden,    sei   in    der 
Mathematik  allgemein  etwas  geleistet  worden. 

19  Namentlich  die  Anfangsgründe  sind  ohne  Gegenstande 
oder  deren  Bilder  fast  unmöglich  zur  Klarheit  zu  bringen. 
Später,  wenn  die  äufsere  Anschauung  zur  inneren  geworden 
ist,  ist  allmählich  zur  Stufe  des  reinen  Denkens  überzugehen, 
aber  auch  dann  ist  oft  dasselbe  Mittel  zu  Hülfe  zu  nehmen. 

20  Anstatt  in  stufenweiser  Folge  stets  vom  Leichteren  zum 
Schwereren  vorzugehen;  schlofs  man  sich  eng  an  Euklids 
Elemente  an,*» ')  die  ja  für  ihren  Zweck  unübertroffen  bleiben 
werden,  aber  nicht  als  Schulbuch  geeignet  sind,  da  sie  nicht 
Knaben,  sondern  jungen  Männern  zum  Studium  in  die  Hände 
gegeben  werden  sollten. 

21  Dagegen  lassen  sich  meiner  Meinung  nach  sehr  gute  Re- 
sultate erzielen,  wenn  in  Quarta  der  sogenannte  wissenschaft- 
liche Unterricht  in   der  Planimetrie  ganz  gestrichen   und   da- 


*)  Dafs  dieser  QedaDke  mit  den  Ansichten  des  Vorfassers  in  Über- 
Stimmung  ist,  geht  ans  vielen  Stellen  der  vorliegenden  Arbeit  hervor. 

*)  Vergl.  116. 

')  Hierin  liegt,  wie  auch  an  anderer  Stelle  betont  ist,  der  Kern  der 
Frage,  ob  dieEnklidsche  Methode  für  den  Scholanterricht  zu  ver- 
wenden sei.  Die  Euklidschen  Elemente  entsprechen  gar  nicht  der 
ersten,  der  geometrischen  Stufe,  auch  nicht  der  zweiten,  der  arithme- 
tischen, sondern  wir  haben  es  hier  schon  mit  einer  ausgeprägten  Ver- 
bindung dieser  beiden,  also  der  dritten  Stufe  zu  thun.  Die  Elemente 
eignen  sich  daher  gar  nicht  für  den  Anfangsunterricht  —  für  den  sie 
ja  auch  von  Euklid  nicht  bestimmt  waren  —  sondern  für  den  Unter- 
richt in  Prima  etwa. 
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für  ein  propädeatischer  zur  Einführung  ni  die  gesamte  Geo- 
metrie an  deren  Stelle  gesetzt  wird. 

Der  Lehrer  befleifsige  sich   selbst  der  grofsten  EHarheitüs 
und  Präzision  des  Ausdrucks  und  halte  auch  streng  darauf  bei 
den  Schülern.^) 

Mit  der  Geometrie  ist  der  Rechen-  und  Zeichenunterrichts» 
in  stete  Verbindung  zu  setzen.  —  Allerdings:  Natürlich  ver- 
folgen diese  beiden  Disziplinen  noch  ganz  andere  Zwecke,  und 
darf  namentlich  nicht  der  Zeichenunterricht  nur  ein  rein  geo- 
metrischer werden. 

Viel  ist  darüber  gestritten  worden  ;^)  ob  die  analytische,  24 
synthetische  oder  heuristisch-genetische  Methode  vorzuziehen 
sei.  Meiner  Ansicht  nach  haben  alle  ihre  Vorzüge  und  ihre 
Mangel,  und  es  darf  nicht  einseitig  eine  derselben  ausschliefs- 
lich,')  sondern  es  sind  in  geeigneter  Weise  am  rechten  Orte 
alle  anzuwenden. 

Vortrefflich  dient  demselben  Zwecke  das  Zeichnen,   das  25 
den  geometrischen  Unterricht  zuerst  einleiten  und  dann  stetig 
begleiten  mufs. 

Man  versuche  nichts  zu  beweisen,  was  ans  unmittelbarer  s« 
Anschauung  folgt.^) 


1887.    Progr.  Nr.  278.    Rprg.  Oldesloe.     Lichtenberg: 
Aus  der  Praxis  etc. 


^}  Diese  berechtigte  Forderung  wird,  wie  es  scheint,  leider  noch 
allzu  oft  vernachlässigt.  Als  Beispiel  möchte  ich  nur  die  folgenden  an- 
filhren: 

Schur  ig,  Elem.  d.  Geometr.  pag.  7:  Die  änfseren  Schenkel  der 
Nebenwinkel  bilden  einen  gestreckten  Winkel,  sind  also  gleich  2R»  ISO^ 

und  ebenda:  Die  Summe  aller  Winkel betragen  zusammen  2R. 

pag.  10:  Ecke  nnd  Seite  Tcrbinden;  Seite«  und  Seite  Terbinden. 

Fenkner,  Lehrb.  d.  Geometr.  I.  (1888):  pag.  69:  Wenn  in  einem 
Viereck  die  Snmme  der  gegenüberliegenden  Winkel  gleich  zwei 
Uechte  beträgt,  so  ... . 

*)  VergL  30.  71.  76. 

3)  VergL  89.  60.  68. 

*)  Wie  sehr  gerade  gegen  diese  Forderung  verstofsen  wird,  davon 
liefern  fast  ausnahmslos  alle  Lehrbücher  Beweise.  Eine  angenehme  Aus- 
nahme bildet  das  öfter  zitierte  Werk  Ransenbergers. 
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27  Wenn  in  den  letzten  Jabren  von  Pädagogen  auch  immer 

häufiger  die  Überzeugung  —  wenigstens  ausgesprochen  wird, 
dafs  für  die  Aneignung  mathematischer  Kenntnisse  eine  beson- 
dere Begabung  des  Lernenden  für  die  Mathematik  nicht  voraus- 
zusetzen sei;  so  ist  doch  der  alte  Aberglaube  noch  nicht  völlig 

ausgerottet ^)  —  Man  hat  die  Erfolge  in  der  Mathematik 

oft  mit  denen  im  Raten  von  Rätseln  verglichen.  Wie  es  Leute 
giebt,  welche  ohne  besonders  beanlagt  zu  sein,  jedes  Rätsel 
schnell  raten,  jeden  Rebus  leicht  entziffern  können,  während 
andere  geistig  begabtere  dies  nicht  vermögen,  so,  glaubte  man, 
seien  es  auch  nur  gewisse  Auserwählte,  die  sofort  die  Lösung 
der  schwierigsten  mathematischen  Aufgaben  finden  könnten. 
Wenn  dem  so  wäre,  so  müfste  man  freilich  bedauern,  dafs 
die  Mathematik  eine  Stelle  in  unserem  Unterrichtssystem  ge- 
funden,*) ja  es  wäre  unverantwortlich,  dafs  ....  von  den  vor- 
gesetzten Behörden  ein  bestimmtes  Mals  mathematischer  Kennt- 
nisse gefordert  wird. 

38  Am  bedenklichsten  ist  jedenfalls  der  Mangel  an  Kennt- 

nissen, welcher  darauf  zurückzuführen  ist,  dafs  der  Schüler 
dem  Unterricht  nicht  mit  Erfolg  hat  folgen  können,  und  von 
allen,  welche  nicht  eine  eigentümliche  mathematische  Be- 
gabung voraussetzen,  wird  allgemein  anerkannt,  dafs  die  spä- 
teren mangelhaften  Leistungen  der  Schüler  ihren  Grund  haben 
in  der  ungenügenden  Vorbereitung  in  den  ersten  Jahren  des 
Unterrichts.^)  Daher  ist  es  ein  wichtiges  Erfordernis,  dafs 
der  Anfangsunterricht  vor  allen  Dingen  sorgfältig  erteilt 
werde  und  in  den  Händen  dazu  befähigter  und  bewährter 
Lehrer  liege. 

20  Damit  dieser  propädeutische  Unterricht  im  engen  Zu- 
sammenhange  mit  dem  geometrischen  Unterrichte  der  Quarta 
stehe,  ist  es  zweckmäfsig,^)   dafs   der  Lehrer  der  Mathematik 


*)  Vergleiche  daa  Zitat  ans  SchillerB  Pädagogik. 

')  Sehr  richtig! 

3)  Sehr  richtig  1 

*)  Dafs  diese  Forderung  durchaus  zu  erfüllen  ist,  darin  werden  nicht 
nur  die  Fachlehrer  der  Mathematik  übereinstimmen;  es  finden  sich  überall 
die  gleichen  Forderungen  selbst  bei  vielen  praktischen  Obnngen,  wie 
z.  B.  bei  Reiten  und  Fechten.     Der  Fechtlehrer  nimmt  viel  lieber  einen 
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in  der  Quarta  auch  den  propädeutisclien  Unterricht  in  der 
Quinta  erteile,  da  er  am  besten  beurteilen  kann,  welche  Vor- 
übungen für  seinen  späteren  wissenschaftlichen  Unterricht  als 
die  angemessensten  zu  erachten  sind. 

Über  eine  Methode,  welche  bei  dem  in  Quarta  beginnenden  so 
wissenschaftlichen  Unterricht  notwendig  anzuwenden  wäre, 
scheinen  die  streitenden  Parteien  wohl  nie  einig  werden  zu 
können.^)  Dabei:  kann  man  vermuten,  dafs  eine  bestimmte 
Methode  wohl  nicht  die  allein  richtige  ist.  Es  kommt  beim 
Unterrichten  eben  viel  zu  sehr  auf  die  Persönlichkeit  des 
Lehrers  und  auf  die  des  Schülers  an.  Wenn  auch  im  all- 
gemeinen bei  der  ersten  Durchnahme  des  zu  Erlernenden  die 
heuristische  resp.  analytische  Methode  für  die  geistige  Ent- 
Wickelung  der  Schüler  die  wirksamste  ist,  so  kann  es  doch 
bisweilen  für  das  Verständnis  der  Schüler  zweckmäfsiger  sein, 
sich  der  dozierenden  resp.  synthetischen  zu  bedienen  ....  — 
Jede  Methode  kann  zu  guten  Erfolgen  führen,  wenn  sie  der 
Fassungskraft  der  Schüler  angepafst  ist,  und  wenn  sich  der 
Lehrer  stets  davon  überzeugt,*)  ob  der  Schüler  das  zu  Er- 
lernende begriffen  habe. 

Es    kann  nicht   die   Aufgabe   des  Unterrichts   sein,   allesi 

in  Unterricht,  der  noch  nie  einen  Speer  ^  der  Hand  gehabt,  als  solche, 
die  schon  für  sich  d.  h.  mit  Geübteren,  aber  immerhin  keinen  Lehrern 
gefochten  haben.  Ans  dem  gleichen  Grande  sind  auch  die  Exerzier- 
schulen  meistens  wieder  vom  Schauplatz  verschwunden. 

')  Auch  auf  dieser  Stufe  schon  wird  ein  Nebeneinander  der  ver- 
schiedenen Methoden,  wie  au  anderer  Stelle  angedeutet,  wohl  am  em- 
pfehlenswertesten sein.  [Entgegen  der  jetzt  durchaus  gestellten  Forderung 
der  Individualisierung  des  Unterrichts  möchte  ich  betonen,  dals  diese  nie 
so  weit  gehen  darf,  dafs  der  Unterricht  das  individuelle  Gepräge  des 
Lehrenden  verliere;  der  Lehrer  muTs  meiner  Meinung  nach  ebensosehr, 
wie  dnrch  denJbhalt  des  Lehrstoffes,  durch  seine  Person  auf  den  Schüler 
einwirken,  dem  Unterrichte  sein  eigenes  individuelles  Gepräge  geben. 
Die  Einwirkung  auf  den  Schüler  wird  dann  eine  viel  unmittelbarere, 
lebendigere  sein.]  Dagegen  mufs  auf  dieser  Stufe  des  Unterrichts  die 
dozierende  Methode  nur  in  den  allerbescheidensten  Gbrenzen  bleiben,  ja 
womöglich  ganz  vermieden  werden. 

Vergl.  108. 

')  Das  ist  ganz  sicher  richtig!  Es  ist  aber  wohl  überhaupt  zweifel- 
haft, ob  der  Unterricht  mit  solchem  Erfolge  möglich  wäre. 

Schotten,  der  planüneir.  Unterricht.  4 
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Schüler  so  weit  zu  bringen^  dafs  sie  jede  nur  mögliche  geo- 
metrische  Aufgabe  lösen  können.^)     Die    zu   lösenden    Auf- 

^  gaben  müssen  einem  bestimmten  begrenzten  Kreise  an- 
gehören. ....  —  Die  Aufgaben  werden  ....  in  bestimmte 
Gruppen  geteilt ....  — 

92  Eine  weitere  Folge  des  nicht  sorgfaltig  erteilten  Unter- 
richtes ist  die  ungenaue  Ausdrucksweise  der  Schüler,  welche 
einem  der  Ziele  des  mathematischen  Unterrichts,  der  logischen 
Yerstandesbildung,  entgegen  arbeitet.  —  Der  genaue  sprach- 
liche Ausdruck  aber  —  auch  hier  gilt  mens  sana  in  corpore 
sano  —  hangt  eng  zusammen  mit  der  äufserlich  sorgfältigen 
Ausführung  der  schriftlichen  Arbeiten. 


1887.  Progr.  363.  G.  Frankfurt  a.  M.  Dr.  Schütz: 
Die  gegenwärtige  etc.  — 

8>  Schliefslich  darf  nicht  unerwähnt  bleiben,  da&  Professoren 

der  Mathematik  an  den  Universitäten  und  technischen  Hoch- 
schulen weniger  eine  Erweiterung  des  mathematischen  Lehr- 
programms an  den  Gymnasien  verlangten  als  sicheres  Wissen 
des  schon  seither  üblich  gewesenen  Lehrstoffs  und  Gewandt- 
heit in  der  Anwendung  desselben.^)  So  erklärt  es  sich,  dafs 
die  Abänderungen  im  Lehrprogramme  sich  weniger  auf  den 
Inhalt  als  auf  die  Methodik  beziehen. 

B4  11  Hauptmomente.   1)  Die  Übung  im  logischen  Schliefsen, 

wie  sie  bei  Beweisen  stattfindet;  dieser  Nutzen,  der  vielfach 
als  in  einziger  Linie  für  Gymnasien  in  Betracht  kommend 
hingestellt  wurde,  möge  auch  hier  zuerst  angeführt  werden. 

86  Wie  schon  erwähnt  wurde,  beruhen  die  Vorzüge  des  re- 
vidierten Lehrprogramms  weniger  auf  Erweiterung  des  Lehr- 


')  Die  Einteilnng  der  An^ben  in  Grappen,  geordnet  nach  be- 
stimmten Prinzipien,  dfirfte  sich  wohl  jetzt  in  jeder  besseren  Aufgaben- 
sammlung finden,  so  z.  B.  bei  Petersen,  Hoffmann,  Lieber  und 
Lühmann.  Beidt  giebt  in  seiner  Au^abensammlnng  zwei  Teile,  den 
einen  nach  dem  Unterrichtsstoff  geordnet,  den  andern  nach  AnflGsungs- 
methoden. 

*)  Um  ein  modernes  pädagogisches  Schlagwort  zn  gehraochen,  es 
handelt  sich  darum,  das  Wissen  in  ein  Können  umzusetzen. 
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Stoffes    als    auf  Sicherstelluug  der  Erreichung   des   Lehrziels 
durch  Mafsnahmen  yon  grofsem  pädagogischen  Wert. 

Betonung    der   Wichtigkeit    des   mathematischen   Unter- sa 
richts    in   den  unteren   und   mittleren   Klassen,')   indem   ge- 
wissenhafte Strenge  bei  der  Versetzung  in  die  oberen  Klassen 
gerade  bezüglich   der  Mathematik   zur  dringenden  Pflicht  ge- 
macht wird. 

Ä.US  dieser  Bestimmung  geht  deutlich  hervor,  dafs  die 
Regierung  den  Wert  der  Mathematik  durchaus  nicht  nach  der 
knappen  dafQr  verfägbaren  Stundenzahl  bemifst.  Diese  echt 
pädagogische  Auffassung  wird  treffend  veranschaulicht  durch 
den  von  andrer  Seite  gethanen  Ausspruch:  ^^in  Gymnasium 
ist  keine  Fachschule;  was  gelehrt  wird,  ist  alles  gleich  wichtig, 
wenn  auch  in  verschiedenen  Portionen  zugemessen.  Was 
würde  man  von  dem  Apotheker  sagen,  der  da  meint,  in  dem 
Rezepte  des  Arztes  sei  das  Volumen  oder  Gewicht  der  ein- 
zelnen Ingredienzien  der  Malsstab  ihrer  Bedeutung?^'  (Siehe 
Wuttig,  Thomas  Arnold,  der  Rektor  von  Rugby  p.  63.) 

Besonders  wichtig  ist  in  dem  revidierten  Lehrprogramms? 
die  ausdrückliche  Betonung  der  Thatsache,  dafs  bei  richtiger 
Unterweisung  weder  zum  Verständnis  der  Elementar- Mathe- 
matik, noch  zur  Erwerbung  einer  befriedigenden  Gewandtheit 
in  der  Anwendung  des  erlangten  mathematischen  Wissens  be- 
sondere mathematische  Veranlagung,  sondern  nur  gewissen- 
hafter Fleiis  gehört. 

In  erster  Hinsicht  ist   namentlich  auf  den  Umstand  Ge-ss 
wicht  zu  legen,^)  der  schon  auf  der  Berliner  Oktoberkonferenz 
im  Jahre  1873  von  Bonitz  betont  wurde,  dafs  die  Schwierig- 

>)  Deshalb  müfste  aber  auch  die  vierte  Stunde  in  Tertia  wieder  ein- 
gefdhrt  werden.  Mit  drei  Stunden  wöchentlich  kommt  man  bei  den 
jetsigen  Anfordeningen  nur  schwer  oder  nicht  aus. 

')  Beidt  in  seiner  Anleitung  p.  3  führt  dies  ebenfalls  an:  „Die  an 
den  Schülern  der  oberen  Klassen  hier  und  da  beobachtete  vollständige 
ünflihigkeit,  dem  mathematischen  Unterrichte  zu  folgen,  zu  deren  Er- 
klämng  man  früher  die  Hypothese  des  Mangels  an  einer  vermeintlichen 
speziell  mathematischen  Begabung  erfunden  hat,  l&fst  sich  'erfahrungs- 
mälsig  fast  ausnahmslos  auf  mangelnde  Sicherheit  in  den  Elementen  als  - 
ihren  wahren  Qrund  zurück  föhren.'**  (Nach  Bonitz,  in  dessen  Referat 
auf  der  Oktoberkonferenz  des  Berliner  Unterrichtsministeriums.) 

4* 
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keity  welche  der  Mathematikunterricht  id  den  oberen  Klassen 
zuweilen  macht^  erfahrungsgemaXs  fast  ausnahmslos  auf  ele- 
mentaren Lücken  beruht.  Diese  Thatsache  hllogt  mit  einer 
Eigentümlichkeit  der  mathematischen  Grundbegriffe  sehr  we- 

seutlich  zusammen — 

89  Die  oft  ventilierte  Frage,   welche  Lehrmethoden   am  ge- 

eignetsten seien  für  den  mathematischen  (physikalischen)  Unter- 
richt an  Gymnasien,  könnte  man  sich  versucht  fühlen ,  mit 
dem  Yoltaire'schen  Ausspruch  zu  erledigen:  ,,Tous  les  genres 
sont  bonS;  hors  le  genre  ennuyeux^'. .... 

Die  Schwierigkeiten,  welche  sich  bei  der  sog.  sokratischen 
Lehrmethode  im  Klassenunterrichte  ergeben,  wenn  dieselbe 
ausschliefslich  angewandt  wird,  hat  1845  Prof.  Weierstrafs, 
als  er  noch  Lehrer  am  Progymnasium  zu  Deutsch-Krone  war, 
in  einem  Programm  „über  die  sokratische  Lehrmethode  und 
deren  Anwendbarkeit  beim  Schul  Unterricht^'  sehr  anschaulich 
geschildert.^)  Die  Forderung  dieses  ausgezeichneten  Mathema- 
tikers, dafs  der  Lehrer  die  Wissenschaft  vor  den  Augen  des 
Schülers  entstehen  lassen  soll,  verdient  von  allen  Fachgenossen 
wohl  beherzigt  zu  werden. 


1887.    Progr.  Nr.  640.    Rg.  Braunschweig.  —  Dr.  Dahl: 

Lehrplan  für  etc i 

40  Die   Frage  nach   der  Unterrichtsmethode  drängt  sich  in 

den  Vordergrund,  eine  Frage  besonders  schwerwiegend  für 
diejenigen  Klassen,  in  welchen  die  Grundlagen  dieses  Unter- 
richtsfaches gelegt  werden  ....  dann  mufs  der  Unterricht  da- 
hin streben,  die  Erkenntnis  mathematischer  Wahrheiten  von 
innen  aus  dem  Schüler  heraus  zu  entwickeln;  die  heuristische 
Methode,  wie  sie  kurz  bezeichnet  zu  werden  pflegt,  ist  die 
einzige,  welche  durchgreifende  Anwendung  finden   kann  und 

')  Also  anch  von  dieser  hervoiTagenden  Autorität  wird  die  genetische 
Methode  empfohlen;  aber  sicherlich  will  Weierstrass  diese  nicht  als 
die  allein  in  Betracht  kommende  preisen,  sondern  sie  nur  ganz  beson- 
ders hervorheben.  In  Verbindnog  mit  der  heuristischen  wird  die  gene- 
tische Methode  dem  mathematischen  Unterricht  vorzüglich  ihre  Dienste 
leisten.  Zn  meinem  lebhaften  Bedauern  konnte  ich  der  Weierstrassschen 
Abhandlung  nicht  habhaft  werden. 
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auch  finden  muTs.*)  Das  wäre  das  Ideal  eines  mathematischen 
Unterrichts,  wie  er  erteilt  werden  soll,  bei  welchem  dem 
Schüler  nicht  einmal  der  Gedanke  käme,  dafs  er  etwas  Neues 
erlerne,  bei  welchem  er  nur  die  Empfindung  hätte ,  an  Dinge 
erinnert  zu  werden ,  die  ihm  eigentlich  längst  bekannt  und 
vertraut  gewesen  wären. 

Jede  mathematische  Wahrheit  soll  von  dem  Schüler  ge-4i 
funden,  nicht  von  dem  Lehrer  gegeben  werden:  das  gilt 
nicht  nur  vom  Beweise,  das  gilt  auch  vom  Lehrsatze.  Erlaubt 
ist  jedes  Hülfsmittel,  durch  welches  eine  unmittelbare  Mit- 
teilung der  aufzusuchenden  Wahrheit  umgangen  werden  kann.^) 
Als  nächstes  Hülfsmittel  bietet  sich  die  unmittelbare  An- 
schauung. So  ergiebt  sich  in  der  Planimetrie  durch  un- 
mittelbare Anschauung  der  Figur,  daJs  im  gleichschenkligen 
Dreieck  die  Winkel  an  der  Grundlinie  gleich  sind. 


1884.   Progr.  Nr.  257.    G.  Kiel.  —  Dr.  R.  von  Fischer- 
Benzon.     Die  geometrische  Eonstraktionsaufgabe  etc. 

In  der  ersten  Hälfte  dieses  Jahrhunderts   war  die  Mehr- 42 
zahl  der  Mathematiker  geneigt;  ausschliefslich  im  Euklid  das 
wahre  Muster,  der  geometrischen  Methode  zu  erblicken,')  und 

')  Es  stimmt  das  mit  der  an  anderer  Stelle  mitgeteilten  Ansicht 
überein,  dafs  das  Ideal  der  geometrischen  Beweisführung  die  Evidenz 
der  Notwendigkeit  sei;  denn  diese  Evidenz  der  Notwendigkeit  ergiebt 
sich  eben  dann,  wenn  dem  Schüler  der  Lehrstoff  wie  seine  Verarbeitung 
naiargemäis  erscheinen,  also  eine  Empfindung  in  ihm  hervorrufen,  die 
der  im  Zitat  ausgesprochenen  analog  resp.  identisch  ist. 

*)  So  sehr  auch  ich  auf  dem  Standpunkt  stehe,  dafs  die  Ad  schau  ung 
eines  der  wichtigsten  Hülfsmittel  beim  geometrischen  Unterricht  ist, 
so  mofs  ich  doch  gerade  bei  diesem  Beispiel  die  Evidenz  der  Wahrheit 
als  dnrch  die  Anschauung  gegeben  anzweifeln;  wollten  wir  psychische 
Momente  im  mathematiBchen  Unterrichte  mehr  gelten  lassen,  als  bisher, 
so  würde  ich  bei  diesem  Beispiel  das  angeborene  Gefühl  der  Symmetrie 
als  dasjenige  hervorheben,  das  nns  von  der  Wahrheit  des  betr.  Satzes 
nnmittelbar  überzeugt.    Dazu  bedürften  wir  aber  der  Symmetrieaxe. 

^  Leider  dürfen  wir  nns  bei  der  Beurteilung  dieser  Frage  nicht  ein- 
mal auf  die  Zahl  der  Lehrbücher  beschränken,  sondern  müssen  auf  ihre 
Verbreitung  noch  höheren  Wert  legen.  Bei  einer  derartigen  Statistik 
ergiebt  sich  ein  ganz  gewaltiges  Übergewicht  der  nach  alter  Methode 
bearbeiteten  Lehrbücher. 
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ganz  ist  diese  Ansicht  noch  heute  nicht  Yerschwuuden.  Das 
beweisen  nicht  nur  eine  grofse  Zahl  der  jetzt  noch  gebräuch- 
lichen Lehrbücher,  sondern  auch  mancherlei  Aussprüche  in 
Fach-  und  Zeitschriften. 

4«  Kritik  von  Erlers  Ansicht  in  Schmidts  Encyklo- 
pädie:  Auf  die  Anschaulichkeit  der  geometrischen  Wahr- 
heiten und  Resultate,^)  sowie  auf  die  Schwierigkeit,  zu  rich- 
tigen Resultaten  zu  gelangen,  wird  aufmerksam  gemacht,  aber 
von  dem  Einflüsse  der  Geometrie  auf  die  Ausbildung  der  An- 
schauung selbst  ist  wenig  die  Bede. 

44  Erler  (Seh.  E.  p.  928).  Die  Lösung  von  Konstruktions- 
aufgaben kann  ebensowenig,')  wie  das  Finden  einer  versteckten 
Sache,  zu  einer  bestimmten  Anforderuug  gemacht  werden. 
(Längere  Ausführung.) 

Gut  widerlegt  von  Fischer-Benzon. 

jLo  Wenn  Prof.  Erler  und  V.  Schlegel  meinen,  dafs  es  eine 
allgemeine  Methode  zur  Auflösung  aller  möglichen  Konstruk- 
tionsaufgaben nicht  giebty  so  muls  man  ihnen  unbedingt  recht 
geben.  Anders  würde  die  Sache  aber  sein,  wenn  man  aus 
der  ungeheueren  Fülle  von  Konstruktionsaufgaben  diejenigen 
auswählte,^)  welche  dem  Wissen  und  Können  der  Schüler 
entsprächen,  und  diese  methodisch  zu  behandeln  versuchte. 

46  Der  Unterricht  in  der  Geometrie  soll  die  Schüler  nicht 
nur  im  richtigen  Schliefsen,  also  im  Nachdenken  üben,  er  soll 

')  Und  doch  ist  gerade  die  Wechselwirkimg  zwiaclieii  Anschaaung 
und  Geometrie  von  hervorragendem  Werte  und  daher  der  Einflula  der 
Geometrie  aof  die  Anschanang  oder  vielmehr  da«  AnschauungavermÖgen 
mindestens  ebenso  za  betonen,  wie  derjenige  der  Anschaunng  aaf  die 
Geometrie. 

*)  Erler  wird  wohl  inzwischen  auch  von  dieser  Ansicht  abgekommen 
sein,  die  aber  gewifs  ihre  Berechtigung  hatte,  so  lange  gerade  das  Gebiet 
der  Eonstraktionsanfgabe  in  höchst  unsystematischer,  den  Schüler  aller- 
dings abschreckender  Weise  behandelt  wurde.  Dals  im  Bereiche  der 
Schale  es  sich  immer  nur  um  ein  beschränktes  Gebiet  von  Aufgaben, 
nicht  um  jede  beliebige  geometrische  Aufgabe  handeln  kann,  ist  schon 
an  anderer  Stelle  aasgeführt. 

")  Dies  scheint  der  allein  richtige  Standpunkt  zu  sein.  Fischer- 
Benzons  hervorragende  Arbeiten  auf  diesem  Gebiete  des  Unterrichts 
haben  übrigea»  wesentlich  dazu  beigetragen,  dafs  sich  die  Ansichten  zu 
Gunsten  der  Konstruktionsaufg^be  geändert  haben. 
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in  erster  Linie  auf  die  AuBbildung  ihres  räumlichen  Au- 
schanungsyermdgens  wirken.  Daneben  liefert  die  Geometrie 
auch  noch  reiches  Material,  an  dem  der  Schüler  lernen  kann, 
selbständig  Begriffe  zu  bilden  und  Beobachtungen  zu  machen. 
Auch  darf  man  den  Vorteil  nicht  gar  zu  gering  anschlagen; 
der  dem  Schüler  daraus  erwächst,  dafs  er  lernt,  sich  mit 
einiger  Sicherheit  auf  einem  Gebiete  zu  bewegen,  das  den  An- 
schauungen des  täglichen  Lebens  zum  Teil  so  fem  liegt,^) 
und  endlich  möge  man  bedenken,  dals  die  geometrischen  Auf- 
gaben die  einzigen  sind,  die  ihm  eine  erschöpfende  Behand- 
lung gestatten,  und  deshalb  die  einzigen,  denen  er  schon  auf 
der  Schule  eine  Behandlung  zu  teil  werden  lassen  kann,  die 
auf  die  Bezeichnung  wissenschaftlich  Anspruch  erheben  darf. 

Soll  der  Unterricht  in  der  Geometrie  auf  d«  a.  Weise  47 
wirken,  so  ist  man  genötigt,  von  Euklid  und  seinen  Nach- 
folgern nicht  unerheblich  abzuweichen,  man  mufs  das  Vor- 
urteil aufgeben,  dafs  die  bewiesene  Wahrheit  für  die  Jugend 
irgend  einen  Vorzug  yor  der  anschaulich  erkannten  habe/'^) 
(Vei^L  Schopenhauer,  Die  Welt  als  Wille  und  Vorstellung. 
Lpzg.    1873.    I  p.  87.) 

Im  Euklid  und  in  denjenigen  Lehrbüchern,  welche  we-48 
sentlich  im  Greiste  des  groüsen  griechischen  Mathematikers  ab- 
gefiJist  sind,  werden  auch  solche  Sätze  bewiesen  (z.  B.  Euklid 
in.  Buch.  Satz  11 — 12),^)  deren  Richtigkeit  sofort  durch  An- 

')  Dafs  za  diesen  Vorzügen  noch  ein  weiterer  hinzukommt,  darf 
nicht  Tergeszen  werden:  ich  meine  den,  dafs  der  Schüler  allein  bei  den 
geometrischen  EonstniktionsaQfgaben  die  Freude  des  Erfindens  und  in 
hervorragendem  Mafiie  die  Befriedigung  über  erfolgreiche  eigene  Arbeit 
haben  wird. 

*)  Diese  Bemerkung  scheint  mir  von  weittragender  Bedeutung  zu 
sein.  Verschlierst  man  sich  der  darin  liegenden  Wahrheit  nichts  so  wird 
man  auch  der  bisherigen  Methode  des  planimetrischen  Unterrichte,  be- 
sonders in  den  Anf&ngen,  entschieden  den  Rücken  kehren  und  der  An- 
schauung die  Bolle  zuweisen  müssen,  die  ihr  gebührt. 

*)  Es  handelt  sich  hier  um  Lehrsätze,  die  bei  einer  richtigen  Be* 
handlung  der  Lagenverh&ltnisse  zweier  Kreise  sich  allerdings  direkt  aus 
der  Ansdiauung  ergeben,  wenn  man  nur  die  Betrachtung  der  Bewegung 
zu  Hülfe  nimmt.  Bei  der  stofflichen  Behandlung  werde  ich  gerade  eine 
ganze  Reihe  von  derartigen  Lehrsätzen  mit  Beweisen  ausscheiden,  um 
an  ihre  Stelle  einfache  anschauliche  Betrachtungen  zu  stellen.    In  be- 
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schaaung  klar  wird^  und  man  hat  denkeuden  Sfdiülerii  gegen- 
über einen  harten  Stand/)  wenn  man  ihnen  die  rTotwendigkeit 
eines  Beweises  darthun  will  Den  strengen  Beweis  wird  nie- 
mand im  Ernste  aus  der  Welt  schaffen  wollen;  im  Verlauf 
des  Unterrichts  ergiebt  sich  ganz  von  selbst  die  Notwendig- 
keit; die  logische  Kontrolle  oder  den  Beweis  zu  Hülfe  zu 
nehmen,  denn  die  Anschauung  allein  reicht  bei  komplizierten 
Figuren  nicht  mehr  aus,^  und  man  macht  überdies  die  Er- 
fahrung;  dafs  die  Anschauung  täuschen  kann. 

49  Ein  gleich  eigentümliches  Schicksal  hat  die  axiale  Sym- 
metrie erfahren.  Es  wird  schwierig  sein,  ein  Lehrbuch  der 
Geometrie  zu  finden/)  in  dem  nicht  gelegentlich  die  Eigen- 
schaften symmetrischer  Gebilde  benutzt  würden,  und  doch 
giebt  es  nur  verhältnismäfsig  wenig  Bücher,  welche  der  Sym- 
metrie einen  Abschnitt  oder  gar  ein  Kapitel  widmen. 

50  Bedeutsam  für  den  Unterricht  in  der  Geometrie  ist  die 
Bestimmung  des  neuen  Lehrplans^  wonach  in  der  Quinta  geo- 
metrisches Zeichnen  getrieben  werden  soll.  Diese  Beschäf- 
tigung kann  auch  recht  wohl  in  der  Quarta  in  den  für  die 
Geometrie  bestimmten  Lehrstunden  fortgesetzt  werden.  Durch 
das  geometrische  Zeichnen  hat  man  Gelegenheit,  die  Schüler 
in  ähnlicher  Weise  in  die  Geometrie  einzuführen,  wie  durch 
das  gewohnliche  Rechnen  in  die  Arithmetik  und  Algebra; 
man  verschafft  ihnen  dadurch  nicht  allein  Gewandtheit  im 
Umgehen  mit  Zirkel  und  Lineal,  sondern  man  kann  ihnen 
auch,  selbstverständlich  ohne  eigentliche  Geometrie  zu  treiben. 


schränkten!  Mause  finden  wir  entsprechende  Änderungen  bei  Baasen- 
berger  in  seinem  öfter  erwähnten  Lehrbuch. 

*)  Vergl.  124. 

^  Man  mufs  hier  auch  unterscheiden  zwischen  der  Anschauung  a 
priori  und  der  anschaulich  erkannten  Wahrheit.  Dafs  das  Dreiseit  drei 
Winkel  hat,  könnte  man  vielleicht  eine  Anschauung  a  priori  nennen; 
dafs  das  n  seit  n  Winkel  hat  zu  den  Anschauungen  rechnen,  die  erst  ver- 
mittelt werden  müssen. 

^)  Diese  Thatsache  ist  wirklich  auffallend,  da  die  Bymmetriel ehre 
bei  der  Behandlung  des  geometrischen  Stoffes  wirklich  bedeutende  Vor- 
teile an  die  Hand  giebt,  auf  die  man  ohne  weiteres  Verzicht  geleistet 
hat.  Die  Symmetrielehre  mufs  da,  wo  die  Anschauung  eine  Rolle  spielt, 
ebenfalls  ihrer  Bedeutung  gemäls  Berücksichtigung  finden. 
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eine  Reihe  von  Kenntnissen  anschaulich  zu  eigen  machen,  die 
ihnen  später  erst  begrifflich  klar  werden. 


1888.    Progr.  Nr.  10.    G.  Königsberg.     Dr.  L.  Heinze: 
Der  Yorbereitungsunterricht  etc. 

Zeichnen  von  Figuren  mit  Zirkel  und  Lineal  ist  jedoch  6i 
nicht  das  Ziel  unseres  Unterrichtes.  Die  Schüler  sollen  hier 
zwar  sauber  und  genau  zeichnen  lernen  und  sich  im  Gebrauch 
der  Zeicheninstrumente  üben,  aber  sie  sollen  nicht  allein 
zeichnen,  es  soll  „durch  Zeichnen  von  Figuren  mit  Zirkel  und 
Lineal  eine  methodische  Ausbildung  der  Anschauung"  erstrebt 
werden. 

Darauf,  dals  ein  Paar  Axiome  mehr  oder  weniger  imss 
geometrischen  Unterricht  vorausgesetzt  werden,  kommt  es  ... . 
nicht  gerade  an,^)  und  es  ist  richtig,  dafs  der  pädagogische 
Wert  der  Euklidischen  Beweisführung  durch  die  Anzahl 
der  verwendeten  Axiome  nicht  beeinflufst  wird,^)  wenngleich 
es  die  Aufgabe  der  geometrischen  Wissenschaft  sein  wird, 
ihre  Zahl  auf  ein  Minimum  zu  reduzieren. 

Was  nun  die  Axiome  und  die  damit  verbundenen  Postu-68 
late  anlangt^  so  knüpft  man  an  „an  die  im  Kinde  schon  vor- 
handenen, von  Khidheit  auf  eingewohnten  Anschauungen^  und 
stöfst  nicht  ,Jene  Grundlagen  geflissentlich  von  sich,  als  ob 
sie  völlig  wertlos  und  der  wahren  Wissenschaft  nur  hinder- 
lich wären". 

Der  Hauptgegenstand  für  den  propädeutischen  Unterricht  54 
wird  die  Vorbereitung  der  Erklärungen  sein.  Wenn  wir  daran 
denken,  dals  es  sich  hier  um  Anschauungen  handelt,  nicht  um 
Begriffe,  werden  wir  eine  Beschreibung  der  Entstehung  geben 
lassen.  Die  allgemeine  Definition  (sowohl  die  genetische  als 
die  deskriptive)  wird  im  späteren  Unterrichte  gelernt.  (Vergl. 
zur  Nieden,  Meyer,  Weingärtner.) 

m 

')  Das  ist  sehr  richtig;  dafs  auch  Verfasser  diese  Ansicht  teilt, 
geht  aus  einer  Stelle  dieser  Einleitung  hervor.  Es  sei  apch  hier  noch 
einmal  erwähnt,  dafs  E.  Müller  in  seinen  Grundbegriffen  24  Ornndsätze 
au&tellt. 

*)  Vergl.  Zitat  Nr.  182  nebst  zugehöriger  Anmerkung. 
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1881.  Progr.Nr.415.  Gewerbesch.  Remscheid.  Dr.  Kaiser: 
über  einige  Hauptpunkte  etc. 
u  Die  gedeihliche  Entwicklung  des  mathematischen  Unter- 
richts ist  in  nicht  geringem  Malse  durch  das  weit  verbreitete 
Vorurteil  geschädigt  worden^  dafs  zum  Verständnis  der  Mathe- 
matik ein  besonderes  und  eigenartiges  Talent  erforderlich 
sei.^)  Wollte  es  sich  der  Lehrer  bequem  machen,  so  bot  ihm 
diese  Ansicht  einen  ausreichenden  Entschuldigungsgrund,  um 
sich  nur  mit  den  wenigen  ^mathematischen  Köpfen''  zu  be- 
fassen und  das  Gros  der  Klasse  völlig  zu  yernachlässigen. 
Der  denkfaule  Schüler  selbst  glaubte  einen  ünterrichtszweig 
mit  Recht  perhorreszieren  zu  müssen;  für  welchen  ihm  nun 
einmal  das  Talent  abgehe,  während  auf  der  entgegengesetzten 
Seite  das  falsche  Dogma  einer  mathematischen  Prädestination 
zu  eitler  Selbstüb^hebung  nahe  liegende  Veranlassung  bot 

66  Mittlerweile  ist  jene  falsche  Meinung  einer  richtigeren 
Einsicht  in  demselben  Malse  gewichen,  wie  sich  die  mathe- 
matischen Durchschnittsleistungen  an  der  Hand  einer  besseren 
und  stetig  nach  VervoUkomnmung  strebenden  Lehrmethode 
erfahrungsmäfsig  gehoben  haben. 

67  Daher  ist  es  denn  auch  nicht  im  entferntesten  mehr  frag- 
lich, dafs  gerade  die  mathematischen  Disziplinen  berufen  sind, 
den  jugendlichen  Oeist  an  klare  Auffassung,  an  ein  folge- 
richtiges, auf  die  wesentlichen  Punkte  der  Voraussetzung  kon- 
zentriertes Denken  zu  gewohnen,  dsSs  die  Mathematik,  ganz 
abgesehen  von  ihrem  materialen  Wert  und  Inhalt,  als  for- 
males Bildungselement  auf  unseren  höheren  Schulen  nicht  ent- 
behrt werden  kann. 

68  Sokrates  bei  Plato:  „Es  ist  bekanntlich  in  Bezug  auf 
jedes  Lernen,')  um  besser  aufzufassen,  ein  himmelhoher  Unter- 
schied zwischen  Einem,  der  sich  mit  Geometrie  befafst  hat, 
und  dem,  der  es  nicht  gethan  haf 

69  Die  bereits  wahrgenommene  Hebung  der  mathematischen 
Leistungen   entspringt  nicht  zum   geringsten  Teil   dem  Um- 


^)  Vergl.  die  Anmerkung  zum  Zitat  Nr.  17. 

*)  Daher  auch  Plato 8  Wort:  MfiSilt  flu^tm  dyBaftit^tog,  das  er 
Über  der  Thür  «einet  Hörsales  eingraben  liefs. 
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stände,  dafs  die  veraltete  Ansicht  von  einer  spezifischen  Ka- 
pazität f&r  Mathematik  der  besseren  Einsicht  hat  weichen 
müssen  y  dafs  die  früher  übliche  abstrakte ,  den  jugendlichen 
Geist  förmlich  abschreckende  Lehrmethode  nicht  am  Platze  war. 

Die  deduktive  Methode,  welche  lange  Zeit  eine  unbe-<M> 
strittene  Alleinherrschaft  behauptet  hatte,  erscheint  beim 
Anfang  des  mathematischen  und  zumal  des  geometrischen 
Unterrichts  völlig  verkehrt.  Die  alte  Schule,  welche  glück- 
licherweise nur  noch  vereinzelte  Anhänger  hat,^)  übergofs  so- 
zusagen den  Anfanger  beim  Beginn  der  Geometrie  mit  einer 
Flut  von  Abstraktionen  und  Begriffen,  zu  deren  Bildung  vor- 
her auf  induktivem  Wege  das  notige  Material  nicht  gesam- 
melt worden  war.  So  war  es  nicht  zu  verwundem,  wenn  trotz 
aller  Definitionen  und  Deduktionen  —  um  mit  Kant  zu 
reden  —  die  Begriffe  ohne  die  Anschauung  leer  blieben, 
wenn  folglich  die  Lust  und  Liebe,  welche  der  unbefangene 
Schüler  der  Geometrie  nicht  weniger  wie  jedem  andren  neuen 
Unterrichtsgegenstande  entgegenbringt,')  gleich  zu  Anfang  er- 
stickt werden  mufste. 

Gegen  einen  solchen  Kursus  könnte  eingewendet  werden,  et 
dafs,  da  die  geometrischen  Objekte,  wie  vollkommen  gerade 
Linien,  Kreise,  Ebenen  u.  s.  w.  in  der  Erfahrung  nirgends  an- 
zutreffen sind,^  für  die  Geometrie  aus  der  Erfahrung  auch 

*)  Zu  dieser  Ansieht  ist  es  wohl  schwer  zuzuBtiinmen;  ek  sei  denn, 
dafii  unter  „alter  Schale**  hier  noch  etwas  anderes  verstanden  werden 
dolI,  als  das,  was  wir  mit  diesem  Worte  zn  verbinden  gewöhnt  sind. 

*)  Diese  Bemerkung  scheint  sehr  richtig.  Gerade  die  Jagend  er- 
greift jeden  neuen  Gegenstand,  der  ihr  geboten  wird,  mit  einer  naiven 
Frische,  die  dem  Unterrichtsstoff  wesentlich  za  gute  kommt.  Dafs  im 
Unterricht  femer  oft  alles  geschieht,  natürlich  nnbewafst,  am  dieses 
Interesse  möglichst  bald  in  Abscheu  za  verwandeln,  ist  ebenso  richtig. 
Daher  ma&  dafür  gesorgt  werden,  dafs  dieser  Übelstand  vermieden  wird 
and  dies  wird  geschehen,  wenn  der  Unterricht  ein  naturgemäiser  ist,  im 
geometrischen  Unterricht  z.  B.,  wenn  er  an  die  Anschaaong  anknüpft, 
auf  sie  sich  stützt  and  in  ihr,  im  ganzen  Anfangsunterricht  wenigstens, 
sein  vorzüglichstes  Hülfsmittel  sieht  Vergleiche  auch  die  Bemerkungen 
über  Definitionen  an  anderen  Stellen. 

")  Gerade  der  Umstand,  dais  die  geometrischen  Objekte  nirgends 
thatsftchlich  vorkommen,  aaiser  in  unserer  reinen  Vorstellang,  spricht 
dagegen,  dals  die  Gegenstände  geometrischer  Untersuchung  ans  der  Gr« 
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nichts  zu  lernen  sei.  Es  müfste  denn  sein,  dafs  John  Stuart 
Mill  Recht  hätte,  welcher  in  einem  besonderen  Kapitel  seines 
Systems  der  induktiven  und  deduktiven  Logik  zu  beweisen 
versucht^  dals  sich  die  Geometrie  in  der  That  mit  empirischen 
Geraden  und  Kreisen  beschäftige,  dafs  demnach  ihre  Defini- 
tionen aus  der  Erfahrung  abstrahiert,  ihre  Axiome  in  der- 
selben  a  posteriori  begründet  seien Denn,   wenn   sich 

auch  die  Geometrie  ....  mit  Punkten  ohne  jegliche  Aus- 
dehnung . . . .,  also  mit  idealen  Gebilden  befafst,  welche  sich 
der  empirischen  Wahrnehmung  thatsächlich  entziehen,  so  ist 
damit  keineswegs  ausgeschlossen,  dafs  der  abstrahierende 
Verstand  durch  die  sinnliche  Erfahrung  den  ersten  Anstofs 
zur  Bildung  jener  transscendenten  Vorstellungen  und  Begriffe 
erhält. 
AS  Die  gröfsten  Schwierigkeiten  erheben  sich,  sobald  man  es 
versucht,  den  Begriff  der  geraden  Linie  in  eine  bündige  Defi- 
nition zu  fassen.  Hier  scheinen  in  der  That  diejenigen  Ma- 
thematiker das  Richtigste  zu  treffen,^)  welche  die  Vorstellung 


fahining  entnömipen  sind:  weshalb  anch  die  Axiome  nicht  a  posteriori 
in  der  Erfahmng  begründet  sein  können.  Alles  wirklich  Dargestellte 
giebt  nar  Bilder  von  geometrischen  Objekten  und  zwar,  wie  ausgeführt 
werden  wird,  nicht  einmal  —  aufser  bei  den  Körpern  —  reelle  Bilder. 
Die  Schwierigkeiten  der  Vorstellong  werden  am  leichtesten  fiberwunden, 
wenn  man  streng  daran  festhält,  dafs  wir  von  den  Körpern  auszugehen 
haben  und  von  ihnen  ans  durch  Grenzbetrachtungen  erst  zu  den  übrigen 
Raumgebilden  gelangen.  Erst  nachdem  auf  diese  Weise  die  Vorstellungen 
gewonnen  sind,  können  wir  nun  rückwärts  vom  Punkt  ausgehen  und 
mit  Hülfe  des  Begriffs  der  Bewegung  die  höheren  Gebilde  entstehen  lassen. 
^)  Wie  sehr  Verfasser  mit  diesen  Bemerkungen  übereinstimmt,  wird 
sich  bei  der  Betrachtung  der  Grundbegriffe  mit  erneutem  Gewicht  er- 
geben. Die  Gerade  gehört  zu  den  Grundbegriffen  a  priori,  deren  Vor- 
stellung bei  jedem  Knaben  vorausgesetzt  werden  mufs  und  darf.  Alle 
Definitionen  kommen  schliefslich  darauf  hinaus,  dafs  im  Grunde  ange- 
nommen wird,  dafs  der  Begriff  der  Geraden  geläufig  sei;  und  gerade  auch 
diejenige  sog.  Definition,  die  jetzt  gewissermafsen  Mode  ist,  die  Gerade 
als  ideelle  Drehungsaxe  zu  erklären,  setzt  den  Begriff  der  Geraden  yor- 
ans.  Was  die  Erklärung  der  Geraden  unmöglich  macht,  ist,  abgesehen 
davon,  dafs  wir  es  hier  mit  einem  Grundbegriff  a  priori  zu  thun  haben, 
der  Dualismus,  der  in  der  Auffassung  der  Geraden  liegt  und  der  unter 
keinen  Umständen  entfernt  werden  kann,  ein  doppelter  Dualismus  sogar. 
Zuerst  liegt   zu  Grunde   der  Begriff  der  Hichtung   und  diese  ist  eine 
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der  Geraden  für  so  ursprünglich  und  einfach  halten,  dafs  sie 
sich  in  einfachere  Elemente  nicht  zergliedern  lafst.  In  diesem 
Sinne  sagt  z.  B.  Teil  kämpf  in  seiner  Vorschule  der  Math. 
§  222:  ;,Unter  allen  denkbaren  Bewegungen  eines  Punktes  A 
ist  die  einfachste  die  in  gerader  Linie  AA.  Es  ist  unmög- 
]ichy  Ton  einer  solchen  eine  Erklärung  zu  geben,  wodurch  ihr 
Begriff  auf  einfachere  Vorstellungen  zurückgeführt  würde,  da 
sie  zu  den  unmittelbar  gegebenen  Grundvorstellungen  der  Geo- 
metrie gehört/'  Auf  keinen  Fall  kann  es  angezeigt  erscheinen, 
über  einen  so  schwierigen  Punkt  mit  11 — 12jährigen  Knaben 
spekulative  Erörterungen  anzustellen,  welche  schliefslich  nur 
geeignet  sind,  die  ursprünglich  klare  Vorstellung  zu  ver- 
wirren. —  ....  Ich  halte  den  Begriff  der  Richtung  für  so 
fest  und  klar  in  der  Anschauung  begründet,  dafs  er,  ohne 
weiter  definiert  zu  werden,  der  geometrischen  Erklärung  der 
Geraden  zu  Grunde  gelegt  werden  kann.  Hienach  entsteht 
die  Gerade  durch  die  Bewegung  eines  Punktes,  welcher  seine 
An£Eingsrichtung  unausgesetzt  beibehält.  —  ....  Wenn,  so- 
bald von  der  geraden  Linie  die  Rede  ist,  jeder  Schüler  sich 
eine  genaue  Vorstellung  von  derselben  zu  bilden  vermag,  so 
hat  der  Lehrer  mehr  erreicht,  als  wenn  er  der  Klasse  eine 
wohlgedrechselte  aber  unverständliche  Definition  samt  daraus 
flielsenden  Lehrsätzen  und  Folgerungen  eingeblaut  hat.^)  In- 
dem man  den  Anfanger  pedantisch  damit  quält,  dunkle  Redens- 
arten um  an  sich  klare  Dinge  zu  machen,  vernichtet  man  von 
vornherein  das  Interesse  und  damit  eine  wesentliche  Grund- 
bedingung für  den  sicheren  Erfolg  des  geometrischen  Unter- 
richts überhaupt. 

Es  ist  nicht  meine  Absicht,  im  Folgenden  auf  die  Me-63 
thode  des  geometrischen  Unterrichts  im  Allgemeinen  einzu- 


doppelte,  wenn  wir  die  Gerade  an  sich  betrachten;  zweitens  liegt  zu 
Grunde  der  Begriff  des  Abstandes  zweier  Ponkte,  der  zwar  auch  ein 
doppelter  ist,  aber  gerade  in  der  Hinsicht,  in  der  er  betrachtet  wird, 
nwc  als  ein  einfacher  erscheint.  Doch  hierüber  wird  im  Texte  aasführ- 
lich  gehandelt  werden. 

^)  Man  vei^leiche  hierzu  an  verschiedenen  Stellen,  wie  sehr  mit 
diesen  Bemerkungen  die  Ansichten  des  Verfassers  sowohl  als  sehr  vieler 
anderer  Mathematiklehrer  getroffen  sind. 
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gehen  und  mich  etwa  über  ,,Eaklidi8che  Starrheit^,  „genetische 
Entwickelung^'y  „heuristisches  Verfahren'^  u.  dergL  weitläufig 
auszusprechen.  Angesichts  der  individuellen  Verschiedenheit 
von  Lehrenden  und  Lernenden  wird  man  vergeblich  nach  einer 
Formel  für  eine  allgemein  gültige  Methode  suchen. 


S4         Pascals  Regeln  für  den  mathematischen  Unterricht:^) 

1)  Nichts  definieren  wollen,  was  sich  nicht  durch  deut- 
lichere Ausdrücke  erklären  lälst. 

2)  Keinen  etwas  dunklen  oder  zweideutigen  Ausdruck 
ohne  Erklärung  lassen. 

3)  In  allen  Definitionen  nur  völlig  bekannte  oder  bereits 
erklärte  Ausdrücke  gebrauchen. 

4)  Keinen  notwendigen  Grundsatz  übergehen,  wie  klar  er 
auch  an  sich  sein  möge. 

5)  Nur  vollkommen  augenscheinliche  Axiome  zulassen. 

6)  Niemals  etwas  beweisen  wollen,  das  an  sich  so  deut- 
lich ist,  dafs  man  es  nicht  auf  etwas  deutlicheres  zurück- 
führen kann. 

7)  Behauptungen,  die  an  sich  nicht  völlig  klar  sind^ 
durch  Zurückführung  auf  Axiome  oder  bereits  bewiesene 
Sätze  darthun. 

8)  Niemals  eine  Zweideutigkeit  im  Ausdruck  benutzen, 
indem  man  unterläfst,  in  Gedanken  die  Definition  zu  substi- 
tuieren, welche  ihn  beschränkt  oder  erläutert. 


Oesterr.  Organisationsentwurf  der  Gymnasien    und 
Realschulen.     1849.  —  p.  163. 
•5  Sollen  die  wissenschaftlichen  Lehrer  der  Geometrie   den 


^)  Es  ist  mir  leider  nicht  bekannt,  in  welcher  Schrift  Pascals  sich 
diese  Regeln  finden:  mir  sind  sie  in  einer  handschriftlichen  Aufzeich- 
nung vor  Aagen  gekommen.  Jedenfalls  haben  sie  noch  jetzt  volle  Gfiltig- 
keit  and,  wenn  sie  von  Anfang  an  beachtet  worden  w&ren,  so  würde  es 
sicher  um  manches  im  mathematischen  Unterricht  besser  stehen,  als  es 
jetzt  thatiiächlich  der  Füll  ist.  Besonders  beherzigenswert  erscheiaen 
mir  Regel  1),  4),  6). 
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Lemenden  keine  anderen  als  die  in  der  Sache  selbst  liegenden 
Schwierigkeiten  machen,  so  muls  vor  dem  Beginn  des  wissen- 
schaftlichen Lehrgangs  die  mathematische  Phantasie  gehörig 
entwickelt  sein,  d.  h.  die  Fähigkeit,  räumliche  Gebilde  und  Ver- 
hältnisse sich  genau  und  sicher  vorzustellen,  ohne  die  Hülfe 
einer  Zeichnung  ebensowohl,  als  mit  dieser  Unterstützung. 
Diese  mathematische  Phantasie  ist  keine  ausschliefsende  Na« 
turgabe,  sondern  der  methodischen  Bildung  föhig ^) 


Herbart.    Päd.  Schriften  I  p.  113.    (Lpzg.    1873.)  es 

Das  Anschauen   ist  die  wichtigste  unter   den   bildenden 
Beschäftigungen  des  Kindes  und  des  Knaben. 


Hubert  Müller:  Besitzt  die  heutige  Schulgeometrie  etc. 
Metz,  Scriba. 

Das  Resultat  der  Untersuchung  des  ersten  Kapitels  dere? 
Geometrie  ergiebt^*)  dafs  die  Behandlung  desselben  nicht  mehr 


')  Damit  spricht  sich  also  auch  dieser  Entwurf  dafdr  aus,  dafs  keine 
besonderen  Anlagen  fiSr  den  mathematischen  Unterricht  erfordert  werden. 

^  Besprochen  in  H.  Z.  XYIII.  p.  620  durch  y.  Fischer-Benzon. 
Es  heifst  zum  Schlufs:  „Allen  Berufsgenossen,  namentlich  Fachgenossen, 
seien  sie  nun  Gegner  oder  Verbündete  des  Verfassers,  sei  das  Studium 
der  kleinen  Schrift  dringend  ans  Herz  gelegt;  die  Gegner  werden  da- 
durch erfiihren,  dafs  nicht  Mangel  an  Ehrfurcht  yor  dem  Hergebrachten 
die  Triebfeder  der  reformatorischen  Bestrebungen  ist;  die  Verbündeten 
werden  dabei  Gelegenheit  nehmen  können  sich  lebhaft  yor  Augen  zu 
fähren,  dafs  es  keineswegs  leicht  ist,  eingewurzelte  Sch&den  als  solche 
zu  erkennen;  beide  aber  müssen  dem  Verfiwser  für  die  gründHche  und 
objektiye  Darlegung  dieser  Schäden  dankbar  sein.**  —  Man  yergleiche 
mit  der  henrorragenden  Schrift  Müllers  eine  andere,  die  denselben 
Gegenstand  behandelt:  Dr.  C.  Heinze,  Kritische  Beleuchtung  der 
Euklidischen  Geometrie.  —  Berlin  1S76  — ,  die  ebenfalls  sehr  yiel  Inter- 
essantes und  Bichtiges  bietet,  wenn  sie  auch  an  sachlicher  Kritik  mit 
Müllers  Schrift  keinen  Vergleich  aushalten  kann.  An  seine  Kritik 
schlieikt  Heinze  eine  Bearbeitung  der  Elemente  an,  die  uns  weiter 
unten  noch  beschftfügen  wird.  —  Aus  seiner  kritischen  Beleuchtung  sei 
folgende  Stelle  hier  zitiert:  „Zu  einem  konsequenten  Denken,  zu  dem 
gerade  durch  die  Mathematik  die  Schüler  angeleitet  werden  sollen, 
fehlen  ihr  (der  Euklid.  Geometrie)  demnach  die  allemotwendigsten  Be- 
dingungen, nfimHch  Klarheit  und  Natürlichkeit.*'     S.  f.  S. 
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Euklidisch  genannt  werden  kann.  Die  Grundlagen  sind 
wesentlich  geändert,   ohne   daüs    dieser  Änderung   die  notige 

Rechnung  getragen  ist Es  zeigt   sich,  dafs  gerade  die 

äufserliche  Nachahmung  des  Euklid  gegenwärtig  noch  am 
meisten  beliebt  ist,  obgleich  sie  in  dem  schärfsten  Wider- 
spruche zu  der  Änderung  der  Grundlagen  (nämlich  der  Be- 
seitigung des  Prinzips  der  Starrheit)  steht,  welche  in  allen 
Lehrbüchern  angenommen  ist. 

68  Der  Wert  des  Systems  wird  hierdurch  (nämlich  Auf- 
stellung eines  neuen  Grundsatzes)  nicht  beeinträchtigt;  denn 
derseU3e  hängt  nicht  von  der  Zahl  der  Grundsätze  ab,  son- 
dern von  der  Wahl  derselben  und  davon,  ob  das  System  kon- 
sequent auf  den  Grundsätzen  aufgebaut  ist  oder  nicht. 

69  Allerdings  kann  nicht  geleugnet  werden,  däfs  die  Beweise 
Euklids  schwerfällig  sind,  aber  die  Ursache  davon  liegt  nur 
in  den  Grundlagen  des  Systems;  die  Zurückfübrung  der  Lehr- 
sätze auf  diese  Grundlage  ist  untadelhaft  und  begründet  den 
Ruf  des  Euklidischen  Systems  in  Bezug  auf  logische  Schärfe. 

70  Es  handelt  sich  also  nicht  um  eine  Reform  des  Euklidi- 
schen Systems,  sondern  um  eine  solche  unserer  Schulgeometrie, 
welche  die  Brücke  zwischen  sich  und  dem  Euklidischen  Werke 
schon  abgebrochen  hat Die  Hochschätzung  der  Eukli- 
dischen Elemente,  ja  die  pietätvolle  Liebe  zu  diesem  Werke 
werden  durch  die  Entwicklung  unserer  Schulgeometrie  nicht 
geschädigt.  —  ....  Die  gegenwärtige  Schulgeometrie  ist 
wegen  der  Veränderung  der  Grundlagen  nicht  mehr  als  dem 

Wesen  nach  Euklidisch  zu  betrachten Die  Reform  der 

Schulgeometrie  hat  jedenfalls  in  denjenigen  Veränderungen 
volle  Berechtigung,  welche  die  Herstellung  der  Einheit  zwi- 
schen den  Grundlagen  und  dem  Aufbau  des  Systems  be- 
zwecken. _______ 

71  Gymn.  zu  Cassel.  1860.  Progr.  von  Ernst:  Die  Me- 
thoden etc. 


„Die  ....  kritische  Beleuchtung  der  euklidischen  Geometrie  fQhrt 
unwillkürlich  auf  den  Gedanken,  dafs  Euklid  bei  Abfassung  derselben 
sich  die  eleusinischen  Oeheimnisse  zum  Vorbilde  gewählt  hat  und  dafs 
alle  Nachfolger  dieselbe  in  gleicher  Weise  ausschmücken." 
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. . . .,  80  kann  wohl  kaum  ein  Zweifel  darüber  sein,  dafs 
in  dieser  Disziplin  die  analytische  Methode  den  ersten  Bang 
einnehmen  mnfs  . . . .;  dieses  (thätiges  und  schaffendes  Ein- 
greifen in  den  Denkprozefs  selbst)  leistet  aber  hier  allein  die 
Analjsis/)  sie  allein  gestattet  den  Lernenden  einen  klaren 
Blick  in  sein  Thun  und  Treiben  und  liefert  über  jeden  Schritt 
die  genaueste  Bechenschafb. 

Die  Hanptursache,  welche  jene  Unordnung  hervorgerufen  n 
hat,  liegt  darin,  dafs  man  bei  Anordnung  des  Materials  fast 
lediglich  die  Beweismittel  im  Auge  hatte.  ^) 

Allein  nicht  nur  die  Anordnung  des  Stoffes,  auch  die  Form  78 
der  Darst«llung  ist  ungenügend  für  einen  fruchtbringenden 
Unterricht.  Die  Definitionen  und  Axiome  werden  dem  Schüler 
fertig  gegeben;  der  Lehrsatz  wird  vorgeführt,')  die  zum  Be-  ' 
weise  notigen  Hülfslinien  gezogen  und  dieser  nun  selbst  in 
eine  Beihe  sich  gleichsam  verschanzender  Behauptungen  ge- 
führt.    Glauben  mufs  der  Schüler  am  Ende  ....  aber  er  kann 

auch  nur  blindlings  glauben Künstlich  und  äulserlich  .... 

er  hatte  gewifs  der  Behauptung  des  Lehrers  ebensogem  ge- 
glaubt,  wie  einem  solchen  Beweise  ....    Selbstthätigkeit  des 

Schülers  bei  dieser  Methode  auf  ein  Minimum  beschränkt 

Ich  bin  der  festen  Überzeugung,  dafs  diese  Methode  sehr 
vielen  Schülern  das  Studium  der  Geometrie  verbittert  und  die 
tägliche   Erfahrung   bestätigt    es    durch   die   geringe    Anzahl 


')  Vergleiche  hierzu  die  verschiedenen  Zitate,  die  sich  über  diese 
Frage  aaslassen. 

^  Dieser  Vorwurf  ist  es,  der  gleicherweise  von  allen  Seiten  den 
Enklid sehen  Elementen  gemacht  wird,  dafs  nur  darauf  gesehen  ist, 
daSa  jeder  Satz  sich  aus  den  vorhergehenden  beweisen  lasse,  aber  nicht 
anf  den  systematischen  Zusammenhang  der  Sätze  selbst  untereinander. 
Darin  liegt  die  Schwäche  der  Elemente,  infolge  deren  sie  als  Unterrichts- 
buch  für  den  Anfangsunterricht  sich  als  unzureichend  erwiesen  haben: 
darin  liegt  aber  auch  andererseits  ihre  Stärke  als  Muster  eines  logischen 
Anfbaues,  das  unerreicht  ist  und  das  diese  Elemente  durch  zweitausend 
Jahre  hindurch  ihren  alten  Ruf  hat  bewahren  lassen. 

")  Man  vergleiche  zu  diesem  Zitat  Schopenhauers  an  anderer 
Stelle  gegebene  Ansicht.  —  Ernst  trifft  hier  mit  wenigen  Worten  die 
Gmndschäden,  die  der  Unterricht  durch  die  Verwendung  der  Element« 
reep.  durch  die  Euklidsche  Methode  erlitten  hat. 

Schotten,  der  plimiinetr.  Unterricht.  6 
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derer,  welche   dem    geometrischen  Unterricht  Interesse  abge- 
winnen. 
74  Den   Übelstanden  kann  nur  durch  Einfuhrung  der  gene- 

tischen Methode  abgeholfen  werden.  (Schilderung  der  gene- 
tischen Methode.)  Synthetische  Behandlui*g  mufs  der  gene- 
tischen folgen. 

Schrader:  Erziehungslehre. 
76  p.  531.  —  Eine  andere  Frage  ist,  ob  nicht  vielmehr  der  ma- 
thematische Unterricht  über  die  jetzt  üblichen  Grenzen  hinaus 
nach  bestimmten  Richtungen  hin  erweitert  werden  dürfe,*)  na- 
türlich unter  entsprechender  Beschränkung  des  jetzigen  Lehr- 
stoffes. Die  Frage  mufs  insoweit  bejaht  werden,  als  die  neu 
hinzutretenden  Richtungen  geeignet  sind,  nicht  die  Summe 
des  Wissens,  sondern  die  mathematische  Einsicht  und  An- 
schauung zu  mehren  und  hierdurch  eine  einfachere,  lebendigere 
und  eben  deshalb  festere  Durchdringung  des  bisherigen  Unter- 
richtsgebietes zu  ermöglichen.  Dieser  Vorteil  darf  aber  mit 
Sicherheit  von  der  beschreibenden  und  der  sog.  neueren  Geo- 
metrie erwartet  werden 

76  §  142.  Der  Unterricht  soll  ....  nicht  ausschliefslich  im 
Wege  des  demonstrierenden  Vortrags,  sondern  zu  einem  guten 
Teile  heuristisch  erteilt  werden.  —  ....  So  gestaltet  sich  die 
in  formalem  Bezüge  heuristische  Methode  sachlich  zur  gene- 
tischen um 

77  §  142.  Anmerkung  1.  —  Überdies  handelt  es  sich  nicht 
um  den  ausschlief slichen  Gebrauch  einer,  sondern  um  die  ge- 
schickte Kombination  aller  sachlich  bewährten  Methoden. 


Waitz:  Pädagogik  §  26. 

•8  p.  405.    Da  die  strenge  Form  der  Wissenschaft  dasjenige 

ist,  wodurch  die  Bedeutung  der  Mathematik   als  Unterrichts- 

gegenständ   bestimmt  wird,  so   ergiebt   sich    von  selbst,  dafs 

der  Unterricht  in    derselben   einen    vorzugsweise   behutsamen 

*)  Dafs  eine  so  bedeutende  Autorität,  wie  Schrader,  sieb  ebenfalls 
für  eine  Erweiterung  des  geometriHchen  Unterrichts  ausspricht,  zitiere 
ich  mit  besonderer  Gcnugthuung. 
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und  bedächtigen  Gang  nehmen  mofs,  der  im  Vorwärtsschreiten 
stets  zurückschaut  und  nach  Grund  sucht  für  jedes  Spätere 
in  dem  Früheren.  Er  wird  sich  daher  eher  nocfc  den  Vor- 
wurf der  Pedanterie,  als  den  der  Flüchtigkeit  machen  lassen 
dürfen,  da  jede  kleine  Nachlässigkeit  in  den  Anfangsgründen, 
ja  schon  jede  Unsicherheit  in  augenblicklicher  Beherrschung 
derselben  von  Seiten  des  Schülers  entweder  die  Stetigkeit  des 
Fortschreitens  selbst  hindert,  oder  es  doch  nicht  zur  Klarheit 
der  Übersicht  ....  kommen  läfst.  .... 

p.  407.    Demgemäfs  ist  das  sinnlich  Anschauliche  der  not- 79 
wendige  Ausgangspunkt   des  mathematischen  Unterrichts. . . . 

Es  erfordert  dies  die  Fafslichkeit  der  Lehre  für  deü 
Schüler,  denn  auf  allen  Gebieten  des  Wissens  mufs  die  posi- 
tive Kenntnis  einer  Summe  zusammengehöriger  Thatsachen  der 
Begriffsbildung  und  der  Einsicht  iQ  den  inneren  Zusammen- 
hang derselben  vorausgehen.  Die  Thatsachen,  welche  dem 
mathematischen  Unterricht  zur  Grundlage  dienen,  sind  die- 
jenigen, welche  der  früher  besprochene  Anschauungsunterricht 
zu  lehren  hat 

p.412.  Hierbei  kann  es  vom  pädagogischen  Standpunkte  nur  so 
gebilligt  werden,  wenn  der  Lehrgang  der  Euklidischen  Geometrie 
mehr  und  mehr  einer  solchen  Behandlung  weicht,  die  sich  be- 
strebt, ....  die  einzelnen  Lehrsätze  mehr  nach  der  Verwandt- 
schaft ihres  Inhaltes  zu  gruppieren,  die  dem  Schüler  so  leicht 
entschwindet,  wo  die  Ordnung  derselben  nur  dadurch  bestimmt 
wird,  dafs  jeder  nachfolgende  Satz  immer  einige  der  vorher- 
gehenden zu  seinem  Beweise  bedarf.  (Parallelismus  des  plani- 
metrischen  und  stereometrischen  Unterrichts  verdient  alle  Auf- 
merksamkeii) 

p.  416.  Die  Klage  über  die  häufige  Erfolglosigkeit  dessi 
mathematischen  Unterrichtes,  welche  in  der  neueren  Zeit 
immer  allgemeiner  durch  die  gröfsere  Anstrengung  und  die  ver- 
besserte Methode  zum  Schweigen  gebracht  zu  werden  scheint, 
hat  ihre  Hauptursache  gerade  in  dem,  was  die  Eigentümlich- 
keit und  den  iTesonderen  Vorzug  der  Mathematik  als  intel- 
lekten  Bildungsmittels  ausmacht,  in  ihrer  Strenge  und  Syste- 
matik ....  —  ....  Die  Schwierigkeit  der  Mathematik  be- 
ruht bei  der  Einfachheit    und  Fafslichkeit  ihrer  Grundlagen 
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für  die  meisten  vorzüglich  auf  der  schlechten  Gewohnung, 
keinen  Gedanken  vollständig  bestimmt  auszudenken  und  rein 
festzuhalten *)  

Beneke,  Erziehungs-  und  ünterrichtslehre.  IL  §  122. 

82  p.  136.  Man  hat  freilich  nicht  selten  behauptet,  auf  die 
Mitteilung  dieser  müsse  man  schon  deshalb  bei  den  Meisten 
verzichten,  weil  für  die  Mathematik  eine  ganz  besondere  An- 
lage erfordert  werde,  und  nur  sehr  Wenige  dazu  organisiert 
seien,  in  diesem  Unterrichtsgegenstande  einigermafsen  Fort- 
schritte zu  machen.  Aber  diese  Meinung  braucht  wohl  jetzt 
kaum  noch  widerlegt  zu  werden,  seitdem  durch  die  Pesta- 
lozzi sehe  Methode  in  Hinsicht  der  elementarischen  Formen- 
und  Zahlenlehre  der  Beweis  des  Gegenteils  geführt  ist. 
Hierdurch  sind  auch  in  Hinsicht  der  übrigen  Teile  der  Mathe- 
matik die  langgewurzelten  Vorurteile  entfernt,  und  die  Er- 
kenntnis des  Richtigen  geöffnet  worden.  In  der  That  giebt 
es  kaum  einen  andern  Gegenstand,  für  welchen,  wenn  der 
Unterricht  zweckmäfsig  erteilt  wird,,  weniger  eine  besondere 
Anlage  erfordert  würde,  als  für  diesen.*) 

83  IL  p.  135 „Dies  alles  zusammengenommen  also  würde 

die  Mathematik,  schon  als  höchste  Musterform  der  Klarheit, 
der  Gründlichkeit,  der  Strenge  und  der  Anschaulichkeit  in  der 
wissenschaftlichen  Konstruktion,  einen  unschätzbaren  Wert  für 
die  formale  Bildung  behaupten.^' 

„Hierzu  kommt  nun,  in  materieller  Beziehung,  nicht 
blos  der  ausgedehnte  Nutzen  für  das  Leben,  sondern  auch, 
dafs  sie  in  dem  weitesten  Umfange  die  meisten  übrigen  Wissen- 
schaften beherrscht,  und  insofern  als  ein  wesentliches  Ele- 
ment der  allgemein-menschlichen  Erkenntnis  betrachtet  werden 
mufs." 


^)  Was  die  Einfachheit  und  FaMichkeit  der  G^ndlagen  betrifPt,  so 
dürfte  Waitz  zu  optimiBtisch  gesehen  und  geurteilt  haben.  Es  ist  im 
Gregenteil  sicherlich  kein  unerheblicher  Teil  der  Schuld  am  Mifserfolg 
des  mathematischen  Unterrichts  der  Sorglosigkeit  bei  der  Legung  der 
Grundlagen  zuzuschieben. 

*)  Beneke  steht  hier  im  schroffsten  Widerspruch  mit  Schiller 
(s.  o.).  Hätte  diese  Bemerkung  Benekes  nicht  auch  früher  schon 
gröfsere  Beachtung  verdient? 
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„Auch  von  dieser  Seite  her  also  gewinnt  der  Unterricht 
in  der  Mathematik  eine  hohe  Bedeutung.  Die  in  ihr  behan- 
delten Grundverhältnisse  der  menschlichen  Erkenntnis  sind  so 
weitgreifende  und  interessante^  dafs  sie  Keinem  fremd  bleiben 
dürfen^  auch  der  sich  nur  zu  einer  mittleren  Stufe  der  Bildung 
erheben  soll.  Selbst  für  den  kaum  zu  denkenden  Fall,  dafs 
er  niemals  in  den  Fall  käme,  selbstthätig  davon  eine  Anwen- 
dung zu  machen,  würde  ihm  doch  eine  allgemeine  Anschauung 
derselben  höchst  wichtig,  ja  unentbehrlich  sein.'' 

II.   p.  138.    „Selbst  die  eigentliche  logische  Begriff-  unds4 
Urteilbildung   kommt   in   dem  Gebiete   der  Mathematik   sehr 
wenig  vor;  ^)  die  logische  Schlufsbildung  beinahe  gar  nicht.'' 
,,Die  Mathematik  dient  nur  sehr  aus  der  Feme   als  regelnde 
Norm." 

n.    p.  234.    „Die   Mathematik    ist   derjenige   Zweig   desso 
Unterrichtes  . . .  .,^)  wo^  dem  idealen  Verhältnisse  nach,  jeder 
aufmerksame  Schüler  nicht  nur  etwas  lernen,  sondern  Alles 
lernen  müXste."    . 

n.  p.  236.  „Die  Mathematik,  sagt  man,  sei  überhaupt  nur  86 
tur  wenige  Eigentümlichkeiten  (?  der  Verf.)  gemacht-,  erfordere 
ein  besonderes  angeborenes  Talent,  welches  unter  Zehnen  kaum 
Einer  habe;  ohne  dieses  werde  der  kenntnisreichste  und  ge- 
ächickteste  Lehrer  vergebens  arbeiten.  Nichts  kann  falscher 
sein.  Vielmehr  giebt  es  entschieden  keine  andere  Wissen- 
schaft oder  Kunst,  die  so  wenig  ein  besonderes,  angeborenes 
Talent  erfordert,  wie  diese "  ^)    „Eine  nur  mafsige  Geistes- 


')  Beneke  schränkt  hier  das  hohe  Lob,  durch  welches  er  zuvor 
die  Mathematik  gefeiert,  eis,  indem  er  ihr  nur  eine  beBcheidene  Wir- 
kungssphäre eimräumt.  Es  scheint  mir,  als  wenn  Beneke  hier  die 
Mathematik  allzu  äulserlich  in  Betracht  ziehe,  sie  zu  sehr  nach  der 
Quantität  ihrer  logischen  Anwendungen  beurteile  und  würdige,  ohne  der 
Qualität  die  ihr  gebührende  Bedeutung  zu  geben. 

*)  Dafs  diese  ideale  Forderung  erfüllt  werde,  schwebt  als  hohes 
i^iel  wohl  allen  vor,  die  bestrebt  sind  an  der  Verbesserung  der  Methoden 
dea  mathematischen  Unterrichts  mitzuarbeiten. 

^  Es  darf  wohl  nicht  mit  Unrecht  gerade  an  dieser  Stelle  auf  die 
Erfolge  hingewiesen  werden,  die  Pestalozzi  mit  seiner  Methode  er- 
rangen hat 
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kraft  und  jene  ananterbrochen  gespannte  Aufmerksamkeit  sind 
die  einzigen  Erfordernisse/^ 


H.  Kern,  Grundrifs  der  Pädagogik.  —  Berlin  1881. 

87  p.  52.  „Die  Denkformen  der  Mathematik  und  des  Rech- 
nens sind  so  mannigfach  und  namentlich  so  klar,  dafs  die 
formal  bildende  Kraft  dieser  Lehrfacher  ....  besonders  hoch  an- 
zuschlagen ist."  

Herbarts  pädag.  Schriften  ed.  Willmann.  —  Leipzig  1875. 

88  IL  p.  163.  yykher  jede  Schule  mufs  ihre  Ehre  haben,  un- 
abhängig von  ihrem  Nutzen.  Sonst  giebt  sie  dem  Fleifse  keine 
Begeisterung.^)*' 

,;Aus  beiden  Gründen  betrachte  ich  die  Mathematik  als 
den  Hauptgegenstand  der  Bürgerschule.  Keine  ehrenvollere 
Gymnastik  des  Geistes  läfst  sich  finden;  und  die  Spannkraft, 
welche  sie  hervorbringt,  ist  selbst  gröfser  als  die  durch  die 
Sprachen  des  Altertums;  ihr  Nutzen  aber  ist  unbezweifelf 

89  n.  p.  164.  Die  Kraft  der  Jugend  mufs  frühzeitig  dahin 
(zur  Mathematik)  gelenkt  werden.  Dies  geschieht  im  allge- 
meinen durch  vorläufige,  grofsenteils  empirische  Beschäftigung 
mit  mathematischen  Gegenständen.')  Hieher  gehören  die  An- 
schauungsübungen ....  —  Das  Wesentliche  ist  Anschauung 

gegebener   mathematischer  Formen —   Die  Wirkung 

dieser  Vorübungen  zeigt  sich  erst  später,  wenn  der  mathema- 
tische Unterricht  selbst  eintritt,  durch  eine  weit  stärkere  Auf- 
fassung und  durch  ein  schnelleres  Nachdenken,  als  unvorbe- 
reitete Schüler  zu  leisten  pflegen. 


')  Leider  drängt  sich  die  Erwägung  nach  dem  Nutzen  immer  mehr 
in  den  Vordergrand.  und  zwar  kommt  nnr  noch  der  direkte,  unmittel- 
bare Nutzen  für  sehr  viele  in  Frage;  der  mittelbare  Nutzen  der  Schule, 
das  eigentliche  ideale  Ziel  der  Gymnasien  und  Universität:  zu  lehren, 
was  man  lernen  soll:  zu  lehren,  aelbstöndig  arbeiten  zu  können  und  zu 
wollen  —  Arbeit  um  der  Arbeit  willen  —  das  wird  als  allzu  unpraktisch 
verlacht. 

*)  Diese  Forderungen  Herbarts  werden  durch  den  jetzt  einge- 
richteten propädeutischen  Unterricht  zum  Teil  erfüllt.  Wie  derselbe 
noch  nutzbarer  gemacht  werden  könne,  hat  Verfasser  oben  gezeigt. 


-Ti- 
ll, p.  164.    Von  der  Sorgfalt^  womit  diese  Auschauungs- f>o 
Übungen  geleitet  werden,  hängt  die  ganze  Bürgschaft  ab,  dafs 
der  nachfolgende  Unterricht  gelingen  werde. 

n.    p.  263.    „Dem  eigentlichen  Gelehrten  ist  die  Mathe- 9i 
matik  schon  deswegen  unentbehrlich/)  weil  ohne  sie  ein  gründ- 
liches Studium  der  Naturwissenschaften  völlig  uumoglich  ist.'' 

„Wer  so  unglücklich  war,  niemals  wenigstens  einen  gründ- 
lichen Elementarunterricht  in  Arithmetik  und  Geometrie  zu 
gemessen,  wird  bei  aller  Anstrengung  nicht  im  Stande  sein, 
zu  einem  vollkommen  klaren  Verständnis  dieser  Lektüre  (po- 
pulärer naturwissenschaftlicher)  zu  gelangen/' 

Das  ist  es  eben,  was  am  stärksten  für  die  absolute  Not- 
wendigkeit eines  gründlichen  mathematischen  Jugendunter- 
richts spricht,  dals  man  ein  sehr  gelehrter  Sprachkenner,  ein 
umfassender  Polyhistor,  ,Ja  selbst  ein  scharfsinniger  dialek- 
tischer Kopf,  aufgelegt  zu  allerlei  Subtilitäten  und  Distink- 
tionen^',  sein  kann,  „ohne  sich  in  irgend  eine  mathematische 
Vorstellungsart  finden  zu  können". 

IT.  p.  264  —  „und  so  kommen  sie  auf  den  sonderbaren  oa 
Gedanken,  die  Mathematik  erfordre  ganz  besondere  Anlagen. 
Aber  Mathematik  ist  keine  auf  genialer  Individualität  beruhende 
Kunst.  Zwar  Entdeckungen  in  ihr  macht  nur  das  Genie;  hin- 
gegen erlernen  läfst  sie  sich  so  sicher  und  gewifs,  wie  irgend 
eine  ErfahrungswissenschafL" 

Es  kommt  blofs  darauf  an,  vor  aller  schwierigen  De- 
monstration die  mathematischen  Elementarvorstellungen  auf 
empirischem  Wege  zur  notigen  Energie  und  Bestimmtheit  zu 
erheben,^  und  zugleich  an  einige  mathematische  Kunstworte 
und  Bezeichnungen  zu  gewohnen. 

II.  p.  621.    Dafs  die  Anlage  zur  Mathematik  seltener  sei,  es 
als  zu  anderen  Studien,  ist  blofser  Schein,  der  vom  verspäteten 
und  vernachlässigten  Anfangen  herrühri 

II.    p.  623.    Das  Wesentliche  ist  Übung  des  Augenmafses  94 
an   Distanzen   und  Winkeln,')  und  Verbindung   dieser  Übung 

*)  Aus  einer  Rezension  Drobischs. 
«)  Vergl.  Zitat  Nr.  94. 

^  Die  wenigen  Rechnungen,  die  im  ADfaogbpensum  der  Geometrie 
nötig  sind,  lassen  sich  leicht  ausführen,  auch  ohne  dafs  ein  arithmeti- 
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mit  ganz  leichten  Rechnungen.  Der  Zweck  ist  nicht  blofs, 
die  Beobachtung  für  sinnliche  Dinge  zu  schärfen,  sondern  vor- 
züglich, geometrische  Phantasie  zu  wecken^  und  damit  das 
arithmetische  Denken  zu  verbinden.  Hierin  liegt  in  der  That 
die  gewöhnlich  versäumte,  und  doch  notwendige  Vorbereitung 
zur  Mathematik.  Die  Hülfsmittel  müssen  sinnlicher  Art  sein.  — 
....  Übrigens  versteht  sich  von  selbst,  dafs  die  Anschauungs- 
übungen nicht  die  Stelle  der  Geometrie  oder  gar  der  Trigo- 
nometrie vertreten  y  sondern  diesen  Wissenschaften  die  Stätte 
bereiten. 

05  L  p.  134.  Die  Mathematik  wird  zumeist  im  achten,  neunten 
und  zehnten  Jahre  in  Gestalt  des  ABC  der  Anschauung  er- 
scheinen, und  in  einem  Zeiträume  von  etwa  dreiviertel  Jahren, 
täglich  eine  Lehrstunde,  nebst  einigen  Übungsstunden  ver- 
langen. ^ 

Seltener  aber,  als  täglich  einmal,  dürfen  die  Lehrstunden 
nicht  sein,  wenn  man  irgend  darauf  rechnen  will,  dafs  in  dem 
Lehrling  die  nötige  Sammlung  des  Geistes  sich  erhalte. 

9«  L  p.  137.  Nicht  an  Umfang,  noch  an  Gewifsheit  und 
Bündigkeit  fehlt  es  ihr  (der  Mathematik)  dazu  (zur  Bildung 
der  Geister),  aber  an  systematischer  Eleganz  und  an  philoso- 
phischer Durchsichtigkeit.  Jeder  Mangel  hierin  macht  sich 
beim  pädagogischen  Gebrauch  aufs  unangehnehmste  fühlbar, 
aufs  nachteiligste  wichtig,^)  —  da  es  für  diesen  Gebrauch 
nicht  auf  die  Resultate,  noch  auf  ihre  Zuverlässigkeit,  sondern 
auf  das  Denken  selbst  und  auf  dessen  musterhaften  Gang 
ankommt. 

97  L  p.  139.   Anmerk.    Hegel  erkennt,  daJb  beim  mathema- 

tischen Beweise  nach  Euklidischer  Art  „die  vermittelnden 
Bestimmungen  ohne  den  BegrifiP  des  Zusammenhanges,  als 
ein  vorläufiges  Material  irgendwoher  herbeigebracht 
werden'^;  die  Konstruktion  ist  daher  „ohne  Verstand,  da 
der  Zweck,  der  sie  leitet,  noch  nicht  ausgesprochen  ist^'  — 

scher  Unterricht  voraasgegangen  ist.  Die  natorgemäfsen,  leichten  An- 
wendungen werden  sogar  umgekehrt  auch  eine  gute  Vorbereitung  für  den 
abstrakten  Unterricht  sein. 

')  Vergl.  Herbarts  Auseinandersetzungen  über  Willkürlichkeit,   die 
sich  hieran  anschliefsen.  —  (Mausefallenbeweise.) 
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Schopenhauer  nennt  (in  „die  Welt  als  Wille  und  Vor- 
stellung'^) die  Euklidischen  Beweise  ^^stelzbeinig  und  hinter- 
listig", ja  ^Taschenspielerstreiche"  und  wirft  ihnen  vor/) 
dafs  „bei  ihnen  die  Wahrheit  fast  immer  zur  Hinter thüre" 
hereinkommt. 

I.  p.  217.    Den  Übergang  (vom  4BC  der  Anschauung  zuos 
der  Mannigfaltigkeit  der  Naturgegenstände)  selbst  zu  besorgen, 

sei  nur  das  Amt  des  Zeichenmeisters Darum  ist  Kultur 

der  Anschauung  eine  so  notwendige  Yorb^eitung  für  alle 
jene  Anatomen  (das  Wort  im  weitesten  Sinne  genommen);  — 
also  für  Arzte,  Wundärzte,  —  Mechaniker,  Architekten,  Zim- 
merer, —  Physiker,  Geologen,  Astronomen,  —  und  überhaupt 
für  alle  Menschen,  denen  an  deutlichen  Vorstellungen  körper- 
licher Gegenstände  gelegen  ist.') 


Schiller,  Handbuch  der  prakt.  Pädagogik. 

p.  197.  Die  Mathematik  übt  durch  die  Schulung,  welche  99 
sie  verleiht,  den  gröfsten  EinfluTs  auf  die  Erweckung  der 
Verstandeskraft,  auf  Erzeugung  von  Klarheit,  Schärfe,  strenger 
Folgerichtigkeit  im  Denken  und  ist  für  jeden  wissenschaft- 
lichen Beruf  ein  unentbehrliches  Bildungsmittel;  aber  inner- 
halb der  einzelnen  Gebiete  könnten  manche  unnötigen  Dinge 
und  viele  geradezu  schädliche,  pedantisch  betriebene  Übungen 
beseitigt  werden.  Die  eigentümliche  Wirkung  der  Mathe- 
matik liegt  in  ihren  mannigfaltigen,  stets  klaren  und  aus- 
nahmslosen Denkformen;  die  strenge  Logik  der  Urteile  stellt 
sich  in  der  präzisen  und  klaren  Ausdrucksweise  dar. 

p.  558.    Der  Unterricht  in  der  Geometrie,  welcher  auf  der  loo 
unteren  Stufe  erteilt  werden  muls,  soll  mittels  der  Anschauung 
den  Sinn  für  die  Form  wecken,^)  das  Verständnis  für  Eben- 


')  Schopenhauer  will  auch  die  Anschauung  mehr  betont  wissen. 
Veigl.  Kosack,  Schulprogramm  Nordhausen  1862. 

*)  Herbart  nennt  die  Bildung  des  Anschauens  weiterhin  direkt  das 
..Systematische  Band",  den  „Stamm**  fast  aller  Fertigkeiten. 

')  Wir  haben  es  hier  mit  einem  Nebenyorteil  zu  thun,  der  ohne 
weiteres  Zuthun  sich  aus  dem  richtig  geleiteten  Anschauungsunterricht 
ergiebt  und  der  wahrlich  nicht  gering^anzuschlagen  ist. 


-     74     - 

mafsigkeit  und  Regel  uiä&igkeit  fordern  und  zugleich  das  Sehen 
und  die  Hand  üben^  sowie  die 


101  Deinhardt/)  Der  Gymnasialunterricht.  Hamburg  1837. 
p.  28.^)  Denn  in  dem  Gymnasium  soll  nicht  diese  oder 
jene  Wissenschaft  gelehrt  werden,  sondern  es  soll  die  allge- 
meine Substanz  ^ller  Wissenschaften  in  dem  Geist  des  Schülers 
entzündet  werden,  dafs  er  im  Besitz  dieses  allgemeinen  Wesens 
aller  Wissenschaft  einen  Schlüssel  habe  zu  allen  besonderen 
Wissenschaften  und  in  allen  sich  findet,  auf  die  er  Fleifs  und 
Mühe  verwendet. 

10«  p.  64.  In  der  Mathematik  wird  der  Schüler  an  bewei- 
sendes, gründlich  und  mit  Notwendigkeit  fortschreitendes  Den- 
ken gewöhnt  und  ein  Bild  und  Beispiel  eines  wissenschaft- 
lichen Organismus  gegeben. 

los  p.  161.  Den  Anfang  des  systematischen  Unterrichts  in 
der  Mathematik  bildet  die  anschaulichere  Geometrie  und  von 
ihr  wird  zu  der  abstrakteren  und  dem  reinen  Denken  näher 
liegenden  Arithmetik  fortgeschritten 

104         p.  176 ,  so  wie  denn  überhaupt  zum  Betreiben  der 

allgemeinen  Arithmetik  schon  ein  hoher  Grad  von  Abstraktion 
und  Verstandesbildung  gehört,^)  wenn  sie  nicht  zum  toten, 
fruchtlosen  Formelwesen  herabsinken  und  alle  bildende  Kraft 
verlieren  soll. 

p.  181.  Der  Gegenstand  der  Geometrie  ßllt  in  die  An- 
schauung und  ist  daher  für  den  Anfang  das  Verständlichste. 
Die  Arithmetik  erfordert,  da  sie  hier  nicht  mehr  gewöhnliches 
Rechnen  ist,  sondern  die  allgemeinen  Zahlen  zu  ihrem  Gegen- 
stande hat,  einen  viel  höheren  Grad  von  Abstraktion.  Dieses 
Abstraktionsvermögen,  das  zur  Auffassung  der  all- 
gemeinen Zahl,  ihrer  Verbindungen  und  Eigenschaften 


^}  Diese  vorzügliche  P&dagogik,  die,  wie  es  scheint,  ganz  vergessen 
ist,  möchte  ich  allen  Kollegen  aaf  das  w&rmste  empfehlen. 

*)  Vergl.  auch  p.  26. 

*)  Diese  Bemerkimg  ut  sehr  richtig,  wie  jeder  bestätigen  wird,  der 
den  Anfiangsunterricht  in  Arithmetik  Untertertianern  erteilt  hat. 


nötig  ist,  wird  durch  das  Studium  der  anectauliche 
Oeometrie   gewonneii. 


H.  Hankel,  Die  EotwickluDg  der  Mathematik  etc.  TO- 
biDgeo  1885. 

p.  5.  —  Dies  Vorurteil,  welches  Männer  wisseaschaft- ">& 
licher  Bildung  oft  genug  veranlaTet,  sich  zu  rOhmen,  dalä  sie 
niemals  ein  Jota  von  Mathematik  verstanden  haben,')  gleich- 
sam,  als  ob  sie  eich  dadurch  den  Ädelsbrief  für  Esprit  und 
Geist  aosstellen  wollten! 

Freilich,  wie  unsere  Wiesenschaft  auf  den  meisten  Schulen 
unseres  Vaterlandes  getrieben  wird,  da  ist  sie  trocken  —  un- 
glaublich trocken  —  fast  so  trocken  als  die  Deklinationen  der 
lateinischen  Grammatik. 

Nicht  eher  wird  die  Mathematik  in  weiteren  Kreisen  ihre 
richtige  Würdigung  finden,  als  bis  ...  .  die  ungltlckselige 
Meinung  beseitigt  ist,  daTs  sie  im  Unterichte  weiter  keinen 
Zweck  habe,  als  den  Geist  formal  zu  bilden. 

p.  7.  Wie  Pallas  aue  dem  Kopfe  des  Zeus  entsprang, i06 
gewappnet  und  gerüstet,  so  tritt  die  Mathematik  hier  (in 
£uklids  ßlemeuten)  auf.  Wunderbare  Klarheit  und  Bestimmt- 
heit der  Begriffe,  strengste  Konsequenz  in  deren  Vorbindung, 
höchste  Einfachheit  der  Darstellung,  dae  sind  die  Eigenschaften 
dieses  unsterblichen  Werkes,  die  niemals  wieder  in  gleicher 
Weise  vereinigt  gewesen  sind.  Die  „Elemente"  des  grofsen 
Alexandriners  bleiben  für  alle  Zeiten  das  erste  und,  man  darf 
vielleicht  behaupten,  das  einzige  vollkommene  Muster  von 
logischer  Schärfe  in  den  Prinzipien  und  von  strenger  Ent- 
wicklung der  Sätze.  Will  man  sehen,  wie  eine  Wissenschaft 
auf  einer  sehr  geringen  Zahl  von  anschaulichen  Axiomen, 
Postulaten  und  schlichten  Definitionen,  dnrch  eiutn  ^iruu^'t;)!, 
an  keiner  Stelle  erschlichenen  oder  nach  fremden  llüitsuiitteln 
greifenden,  wir  mochten  sagen  keuschen  Syllogi.sri)«)s  auf- 
gebaut, und  bis  in  die  kleinsten  Details  ausgebaut  wenir' 
kann,  so  mafs  man  zu  Euklids  Elementeu  greifen. 


J 


)  Man  vergleiche  Zit&t  Nr.  1  nebat  dun  dazu  gefaflrig«ii 


i 
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Dagegen:  So  opfert  die  antike  Geometrie  zu  Gunsten 
einer  scheinbaren  Einfachheit  und  Anschaulichkeit  die  wahre 
Einfachheit  auf,  welche  in  der  Allgemeinheit  der  Prinzipien, 
und  die  wahre  Anschaulichkeit,  welche  in  der  Erkenntnis  des 
Zusammenhangs  geometrischer  Gestalten  in  allem  Wechsel 
und  in  aller  Veränderlichkeit  ihrer  sinnlich  vorstellbaren  Lage 
beruht. 

Reidt,   Anleitung   zum  math.  Unterricht.     Berlin  1886. 

^^^  p.  2.  Hierzu  kommt  ferner/)  daljs  in  der  Mathematik  ein 
schlecht  geleiteter  Anfangsunterricht  mehr  Schaden  bringt, 
als  in  irgend  einem  anderen  Unterrichtsfache. 

^^^  p.  5.  Unter  den  Lehrern  der  Mathematik  herrscht,  viel- 
fachen Erfahrungen  nach  zu  schlieTsen,  ein  ausgeprägter  Sub- 
jektivismus. Mag  auch  in  den  allgemeinen  ....  Fragen  .... 
eine  Einigung  oder  wenigstens  eine  beträchtliche  Mehrheit  er- 
zielt sein,  in  der  Anwendung  auf  das  einzelne  gehen  die  An- 
sichten sehr  erheblich  auseinander. 

^^  p.  40.  Bei  Euklid  stehen  bekanntlich  die  einzelnen  Lehr- 
sätze ohne  jede  aus  ihrem  inneren  Zusammenhang  hervor- 
gehende Ordnung;  das  Prinzip,  auf  welchem  ihre  Reihenfolge 
basiert,  ist  nur  das,  dafs  kein  Satz  eher  vorkommt,  als  die  zu 
seinem  Beweise  dienenden  anderen  Sätze  bewiesen  sind.  Im 
Gegensatz  hierzu  verlangt  die  neuere  Methodik  eine  genetische 
Entwickelung  der  einzelnen  Lehren,  sie  verlangt  also,  dafs  die 
einzelnen  Teile  des  Systems,  auch  untereinander,  nach  ihrem 
sachlichen  Inhalt  thunlichst  in  Zusammenhang  gebracht,  dafs 
das  Verwandte  neben  einander  gestellt  werde,  das  räumlich 
Nachfolgende  auch  inhaltlich  als  Folgerung  oder  weitere  Ent- 
wicklung des  Vorhergehenden  erscheine,  dafs  die  Aufeinander- 
folge der  einzelnen  Lehren  sich  aus  dem  Gegenstande  der- 
selben naturgemäfs   ergebe    und  jede    Untersuchung   auf  die 

^)  Aus  Beidts  Anleitnng  werde  ich  nar  wenige  Zitate  an  dieser 
Stelle  ausführlich  geben,  sondern  mich  beschränken,  im  Texte  auf  die 
betreffenden  Abschnitte  bei  Bei  dt  zu  verweisen,  da  ich  wohl  voraus- 
setzen kann,  dafs,  wer  die  vorliegende  Arbeit  des  Lesens  för  wert  hSit, 
mit  einer  so  hervorragenden  Leistung,  wie  Reidts  Anleitung,  hinreichend 
vertraut  ist 
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folgende  als  ihre  Ergänzung  zum  Zwecke  abschliefsender  (Be- 
handlung des  betreffenden  Untersuehungsgebietes  hinweise.] 

Es  ist  selbstverständlich^  dafs  diese  Forderungen  unter 
der  Bedingung  zu  erfüllen  sind,  dafs  das  Euklidische  Prinzip 
durch  dieselben  nicht  verletzt  werde. 

p.  52.  Ebenso  sind  auch  in  der  Geometrie  alle  Boge-^^^ 
nannten  populären  Beweise  zu  vermeiden,^)  welche  in  der  Be- 
rufung auf  anschauliche  Eigenschaften  einer  speziellen  Figur 
gipfeln,  oder  auch  nur  Umschreibungen  der  Behauptung  sind, 
wenn  sie  nicht  gar  sich  geradezu  im  logischen  Zirkel  be- 
wegen. Die  ersteren  wird  man  hier  und  da  mit  Nutzen  zu 
weiterer  Yeranschaulichung  und  Erklärung  gebrauchen  können, 
wie  z.  B ;  den  strengen  Beweis  dürfen  sie  jedoch  nie  er- 
setzen«   • 

Zwar  sagen  die  . .  . .  Instruktionen,  für  den  Unterricht 
der  Gymnasien  in  Osterreich:  Der  hohe  Wert  der  An- 
schauung, der  „ersten  Quelle  der  Evidenz'^,  wird  noch  häufig 
nicht  genug  gewürdigt  Viele  Wahrheiten  der  Geometrie 
können  auf  dem  Wege  der  Anschauung  erkannt  werden,  und 
es  unterliegt  keinem  Zweifel,  dafs  die  meisten  elementaren 
Sätze  der  Geometrie  vor  jedem  Beweise  und  doch  mit  der 
vollen  Überzeugung  von  ihrer  Wahrheit  aufgefunden  worden 
sind.  Auch  der  geübte  Mathematiker  erkennt  oft  in  seinen 
Untersuchungen  die  Evidenz  geometrischer  Beziehungen  zuerst 
durch  Anschauung  und  gelangt  erst  später  zu  ihrer  begriff- 
lichen Yermittelüng  in  der  üblichen  Form.  „Ist  doch  das  an- 
schauliche Wissen,"  wie  Locke  trefflich  sagt,  „unwidersteh- 
lich; gleich  dem  hellen  Sonnenlichte  zwingt  es  zu  seiner  Er- 
kenntnis, sowie  die  Seele  sich  darauf  wendet;  es  läüst  keinen 
Baum  fQr  Zaudern,  Zweifeln  und  Untersuchen,  die  Seele  ist 
sofort  von  dessen  klarem  Lichte  erfüllt." 

p.  71.     Wenn  eine  Kluft   zwischen  den  Gymnasien  undm 


*)  Es  wird  hier  gewifs  mit  Recht  auf  die  Gefahr  aufmerksam  ge- 
macht, die  in  einer  sog.  populären  Behandlung  der  Geometrie  liegt. 
Hier  kann  man  auch  sagen:  Gott  behüte  mich  vor  meinen  Freunden, 
etc.  Jedoch  wird  die  Beweiskraft  der  reinen  Anschauung  hierdurch  nicht 
getroffen;  ja  der  aus  der  reinen  Anschauung  sich  ergebende  Beweis  ist 
sicherlich  auch  der  strengste. 
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mäfsigkeit  und  Regeluiälkigkeit  fördern  und  zugleich  das  Sehen 
und  die  Hand  übeu^  sowie  die  ... . 


101  Deinhardt/)  Der  Gjmnasialunterricht.    Hamburg  1837. 
p.  28.^)     Denn  in  dem  Gymnasium  soll  nicht  diese  oder 

jene  Wissenschaft  gelehrt  werden,  sondern  es  soll  die  allge- 
meine Substanz  ^Uer  Wissenschaften  in  dem  Geist  des  Schülers 
entzündet  werden,  dafs  er  im  Besitz  dieses  allgemeinen  Wesens 
aller  Wissenschaft  einen  Schlüssel  habe  zu  allen  besonderen 
Wissenschaften  und  in  allen  sich  findet,  auf  die  er  Fleifs  und 
Mühe  verwendet. 

102  p.  64.  In  der  Mathematik  wird  der  Schüler  an  bewei- 
sendes, gründlich  und  mit  Notwendigkeit  fortschreitendes  Den- 
ken gewöhnt  und  ein  Bild  und  Beispiel  eines  wissenschaft- 
lichen Organismus  gegeben. 

108  p.  161.  Den  Anfang  des  systematischen  Unterrichts  in 
der  Mathematik  bildet  die  anschaulichere  Geometrie  und  von 
ihr  wird  zu  der  abstrakteren  und  dem  reinen  Denken  näher 
liegenden  Arithmetik  fortgeschritten 

104  p.  176 ,  so  wie  denn  überhaupt  zum  Betreiben  der 

allgemeinen  Arithmetik  schon  ein  hoher  Grad  von  Abstraktion 
und  Yerstandesbildung  gehört,')  wenn  sie  nicht  zum  toten, 
fruchtlosen  Formelwesen  herabsinken  und  alle  bildende  Kraft 
verlieren  soll. 

p.  181.  Der  Gegenstand  der  Geometrie  fallt  in  die  An- 
schauung und  ist  daher  für  den  Anfang  das  Verstandlichste. 
Die  Arithmetik  erfordert,  da  sie  hier  nicht  mehr  gewöhnliches 
Rechnen  ist,  sondern  die  allgemeinen  Zahlen  zu  ihrem  Gegen- 
stande hat,  einen  viel  höheren  Grad  von  Abstraktion.  Dieses 
Abstraktionsvermögen,  das  zur  Auffassung  der  all- 
gemeinen Zahl,  ihrer  Verbindungen  und  Eigenschaften 


^}  Diese  vorzügliche  P&dagogik,  die,  wie  es  scheint,  ganz  vergessen 
iat,  möchte  ich  allen  Kollegen  anf  das  wärmste  empfehlen. 

•)  Vergl.  auch  p.  26. 

^  Diese  Bemerkung  ist  sehr  richtig,  wie  jeder  bestätigen  wird,  der 
den  Anfangsunterricht  in  Arithmetik  Untertertianern  erteilt  hat. 
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nötig  ist,  wird  durch  das  Studium  der  anschaulicheren 
Geometrie  gewonnen. 


H.  Hankel,  Die  Entwicklung  der  Mathematik  etc.  Tü- 
bingen 1885. 

p.  5.  —  Dies  Vorurteil,   welches   Männer   Wissenschaft-  lOo 
licher  Bildung  oft  genüg  veranlafst,  sich  zu  rühmen,  dafe  sie 
niemals  ein  Jota  von  Mathematik  verstanden  haben/)  gleich- 
sam, als  ob  sie  sich  dadurch  den  Adelsbrief  für  Esprit  und 
Geist  ausstellen  wollten! 

Freilich,  wie  unsere  Wissenschaft  auf  den  meisten  Schulen 
unseres  Vaterlandes  getrieben  wird,  da  ist  sie  trocken  —  un- 
glaublich trocken  —  fast  so  trocken  als  die  Deklinationen  der 
lateinischen  Grammatik. 

Nicht  eher  wird  die  Mathematik  in  weiteren  Kreisen  ihre 
richtige  Würdigung  finden,  als  bis  ...  .  die  unglückselige 
Meinung  beseitigt  ist,  dafs  sie  im  Unterichte  weiter  keinen 
Zweck  habe,  als  den  Geist  formal  zu  bilden. 

p.  7.  Wie  Pallas  aus  dem  Kopfe  des  Zeus  entsprang, loe 
gewappnet  und  gerüstet,  so  tritt  die  Mathematik  hier  (in 
Euklids  Elementen)  auf.  Wunderbare  Klarheit  und  Bestimmt- 
heit der  Begrifie,  strengste  Konsequenz  in  deren  Verbindung, 
höchste  Einfachheit  der  Darstellung,  das  sind  die  Eigenschaften 
dieses  unsterblichen  Werkes,  die  niemals  wieder  in  gleicher 
Weise  vereinigt  gewesen  sind.  Die  „Elemente^'  des  grofsen 
Alexandriners  bleiben  für  alle  Zeiten  das  erste  und,  man  darf 
vielleicht  behaupten,  das  einzige  vollkommene  Muster  von 
logischer  Schärfe  in  den  Prinzipien  und  von  strenger  Entr 
Wicklung  der  Sätze.  Will  man  sehen,  wie  eine  Wissenschaft 
auf  einer  sehr  geringen  Zahl  von  anschaulichen  Axiomen, 
Postulaten  und  schlichten  Definitionen,  durch  einen  strengen, 
an  keiner  Stelle  erschlichenen  oder  nach  fremden  Hülfsmitteln 
greifenden,  wir  möchten  sagen  keuschen  Syllogismus  auf- 
gebaut, und  bis  in  die  kleinsten  Details  ausgebaut  werden 
kann,  so  mufs  man  zu  Euklids  Elementen  greifen. 


^)  Mao  vergleiche  Zitat  Nr.  1  nebst  den  dazu  gehörigen  Anmerkungen, 
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expliziert Die   wahrhafte  Methode    hat   ihre  subjektire 

und  objektive  Seite  in  vollkommenster  Übereinstimmung. 

115  p.  X.  Wenn  man  mich  fragt ^  was  ich  denn  an  Euklid 
auszustellen  habe,  so  antworte  ich:  ....  an  dem  Lehrer 
Euklid  aber  —  wenn  man  von  einem  so  vorzüglichen  Manne 
annehmen  darf;  er  habe  nach  seinem  Buche,  so  wie  es  ist, 
unterrichtet*  — ,  dafs  ein  solcher  Unterricht  nicht  der  rechte  ist. 
*,...  wenigstens  spricht  die  berühmte  Episode  in  Pia- 
tons Menon  deutlich  genug  dafür,  daüs  Sokrates  die  Geo- 
metrie heuristisch  lehrte.  Ob  nun^  als  Euklids  Elemente 
einmal  vorhanden  waren,  das  spätere  Altertum  die  heuristische 
Methode  allmählich  vernachlässigt  und  dafür  nach  Euklid 
doziert  hat/)  kann  ich  nicht  sagen;  hat  man  es  gethan, 
so  ist  dies  nur  eins  der  vielen  Zeichen  vom  Verfall 
der  antiken  Kultur. 

110  p.  XIV.    Was   aber  hauptsächlich  für  die  heuristisch- ge- 

netische Methode  spricht,  ist  dieses:  Nach  ihr  ist  der  Schüler 
ein  Sehender,  der  nicht  nur  weifs,  woher  er  kommt  und  wo 
er  steht,  sondern  auch,  wohin  er  geht,  während  der  nach 
Euklid  unterrichtete  Zögling  alle  fünf  Minuten  eine  Binde 
vor  die  Augen  bekommt,  in  einem  verschlossenen  Wagen  (er 
weifs  nicht  wie  ihm  geschieht)  eine  Station  weiter  gefahren 
wird  und  dann  im  besten  Falle  zur  Aufgabe  erhält,')  den  Weg 
nach  der  letzten  Station  zurück  zu  machen.  Gesetzt  nun,  er 
erlangt  eine  ausgezeichnete  Fertigkeit  darin  und  lernt  auch 
alle  Stationen,  auf  denen  er  sich  successive  aufgehalten  hat, 
gut  kennen,  so  ist  doch  sein  ganzes  Reisen  am  Ende,  sobald 
ihn  der  Lehrer  im  Stiche  läfst  und  ihn  nicht  mehr  auf  eine 
neue  Station  bringt.     Er  hat  eben  das  Reisen   selbst   nicht 

^)  Die  Frage  endgültig  zu  entscheideDf  wäre  nur  eine  kritische  Ge- 
schichte des  geometrischen  Unterrichts  im  Stande;  doch  ist  es  wohl  ge- 
stattet anzunehmen,  dafs  Euklids  Elemente  kein  Lehrbuch  im  gebräuch- 
lichen Sinne  des  Wortes  oder  vielmehr  kein  Schulbach  gewesen  sind. 

')  Die  Auseinandersetzungen  Magers  an  dieser  Stelle  beziehen  sich 
zwar  auf  die  Arithmetik;  dafs  aber  Mager  sie  auch  für  die  Geometrie 
gelten  läfst,  beweist  folgender  Passus  auf  p.  XIX:  „Wie  bewunderungs- 
würdig nun  aber  auch  die  Elemente  des  Euklid  sind,  .  .  .  .,  so  dünkt 
mich  doch,  dafs  der  von  mir  in  d^  Zahlenlehre  versuchte  heuristisch- 
genetische Weg  auch  hier  eingeschlagen  werden  mufs/' 
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gelernt. ....  Wogegen  der  nach  der  genetisclien  Methode 
Unterrichtete  vom  Lehrer  das  Prinzip  des  Fortschritts  be- 
kommt. 

p.  XXV.  Keiner  glaube^  wenn  nicht  das  innere  Anschau- 117 
ungs-  und  Denkvermögen  der  Jugend  an  scharf  bezeichneten 
Gegen  standen  der  äufseren  Anschauung  erweckt  und  geübt, 
und  das  Urteil  eine  Zeit  lang  durch  das  Zeugnis  der  Sinne  ver- 
mittelt und  so  dem  Gedanken  eine  Stütze  geboten  worden 
ist,  dafs  irgend  ein  Schüler  zum  wissenschaftlichen  Studium 
der  Geometrie  befähigt  sei. 


J.  K.  Becker,  Zur  Reform  des  geometr.  Unterrichts.  — 
Wertheim  a.  M.    1880. 

p.  3.  Seit  dem  Anfange  dieses  Jahrhunderts  hat  maniis 
von  sehr  verschiedenen  Standpunkten  aus  Versuche  gemacht, 
die  Geometrie  aus  den  starren  Foroien  zu  befreien,  in  die  sie 
durch  Euklides  gezwängt  worden  ist.  Alle  diese  Versuche 
gingen,  wie  neuerdings  wieder  hervorgehoben  wurde  (in  dem 
Aufsatze:  Zur  Beform  d.  geom.  Unterr.  Von  W.  Fiedler  in 
der  Vierteljahrsschrifb  der  Züricher  Naturforschenden  Gesell- 
schaft. Jahrg.  1877  p.  82 — 97),  von  der  Thatsache  aus,  daJEs 
der  Erfolg  des  geometrischen  Unterrichts  nach  der  Methode 
des  Euklides  in  allen  Schulen  ein  verhältnismäfsig  geringer 
ist,  und  auch  die  besten  Schüler  nicht  den  Eindruck  eines 
wohlgeordneten  Ganzen  davon  tragen,  sondern  vielmehr  nur 
eine  Fülle  leicht  verlierbarer  Einzelheiten. 

p.  3.  Wenn  nun  aber  auch  ungeachtet  der  gröfstenii9 
Rührigkeit  auf  diesem  Felde  seit  fast  70  Jahren  noch  keine 
Methode  dadurch  allgemeine  Anerkennung  gefunden  hat,  dafs 
sie  stets  und  überall  die  wünschenswerten  Erfolge  erzielt,^)  so 
ist  es  doch  eine  entschiedene  Verkennung  des  Geleisteten,  wenn 
Herr  Professor  Fiedler  sagt,  das  Übel  sei  auch  heute  noch 
dasselbe  und  es  sei  eine  unbestrittene  Thatsache  der  Päda- 
gogen, „dafs  gute  Erfolge  in  der  Geometrie  sehr  selten  sind 
unter  den  Schülern  aller  Schulen.'^') 


»)  Vergl.  120. 

*)  Becker  fügt  hinzu,  dafs  Mifserfolge  in  der  Geometrie  nach  seiner 

Sohotten,  der  pUnimetr.  Untanloht.  6 
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ISO  p.  4.  Waren  aber  vor  ÖO  Jahren  Lehrer  der  Mathematik, 
die  Erfolge  aufweisen  konnten  . . .  noch  eine  grofse  Seltenheit, 
so  ist  doch  inzwischen  die  Verbesserung  der  Methode  so  fort- 
geschritten, dafs  bei  der  allerdings  noch  nicht  überall  hin- 
gedrungenen  Kenntnis  dieser  Fortschritte  nur  einiges  päda- 
gogisches Geschick  dazu  gehört,  um  auch  in  der  Geometrie 
ganz  gute  Erfolge  zu  erzielen.  Neben  der  noch  sehr  ver- 
breiteten Unkenntnis  dessen,  was  von  den  Yerschiedensten 
Seiten  für  die  Verbesserung  der  Methode  des  geometrischen 
Unterrichts  bereits  geleistet  worden  ist,  und  neben  der  Macht 
der  Gewohnheit,  welche  die  Meisten  an  dem  bisher  befolgten 
Gange  des  Unterrichts  mit  Zähigkeit  festhalten  läfst,  sind  es 
freilich  noch  einige  tief  eingewurzelte  und  von  in  hohem  An- 
sehen stehenden  pädagogischen  Autoritäten  gehegte  und  ge- 
nährte Vorurteile,  welche  sehr  oft  die  Erzielung  der  ge- 
wünschten Erfolge  erschweren   oder  ganz  unmöglich  machen. 

121  p.  4.     Man  hat  der  Geometrie  des  Euklides  hauptsäch- 

lich zwei  Vorwürfe  gemacht:  1)  Sie  giebt  kein  innerlich 
zusammenhängendes  Ganze,  sondern  eine  Fülle  von  Sätzen,  die 
nur  dadurch  auf  serlich  verbunden  sind,^)  dafs  der  Beweis 
für  die  Richtigkeit  eines  folgenden  Satzes  die  Anerkennung 
der  früheren  voraussetzt.  2)  Sie  giebt  überall  nur  Erkennt- 
nisgründe, wo  man  Realgründe  sucht;  d.  h.  es  wird  immer 
nur  gezeigt  (oder  besser,  man. wird  überall  durch  eine  lange 
und  schwer  zu  verfolgende  und  noch  schwerer  zu  behaltende 
künstliche  Schlufskette  überführt,  zuzugeben),  dafs  ein  Lehrsatz 


Ansicht  ihren  Grnnd  darin  hätten,  „dafs  der  Lehrer  sich  die  biaher  ge- 
machten Fortschritte  und  Verbesserungen  in  der  Methode  nicht  ange- 
eignet hat"  oder  „es  liege  an  Gründen,  die  mit  der  Methode  nichts  zu 
thun  haben." 

')  Becker  fOgt  hinzu:  In  der  That  muTs  einem  mit  Wissenschaft- 
lichem  Sinn  und  nicht  blos  Wifsbegierde  begabten  Schüler  nach  Durch- 
arbeitung des  Euklides  oder  eines  in  dessen  Geist  ausgearbeiteten 
Lehrbuchs  der  Geometrie  zu  Mute  sein  wie  dem  jungen  Wilhelm 
Meister,  als  er  durch  ein  Loch  in  dem  Vorhange  des  Puppenspiels  ge- 
sehen hatte.  „Nachdem  ich  etwas  erfahren  hatte  —  sagt  Wilhelm  — 
kam  es  mir  erst  vor,  als  ob  ich  gar  nichts  wisse,  und  ich  hatte  Recht; 
denn  es  fehlte  mir  der  Zusammenhang,  und  darauf  kommt  doch 
eigentlich  alles  an." 
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richtig  ist;  während  man  nirgends  Einsicht  in  den  inneren 
Zusammenhang  der  in  den  einzelnen  Sätzen  ausgesprochenen 
Eigenschaften  der  Figuren  erhält^  durch,  die  uns  erst  klar 
wird,  warum  er  richtig  ist. 

p.  5.    Nach   Anführung    der  bekannten   Stelle  aus  Stei-122 
ners  Einleitung  zu  seiner  Abhängigkeit  geometr.  etc.  heifst  es: 

Diese  Worte  beziehen  sich  zwar  nur  auf  die  projektiv 
Tische  Geometrie,^)  und  wenn  Herr  Fiedler  deshalb  zu  dem 
Schlüsse  kommt,  die  Reform  der  Geometrie  werde  erst  eine 
Toliendete  sein,  wenn  die  ganze  Geometrie  projektivische  Geo- 
metrie geworden  sei  und  durchweg  „projizierend  verfahre'',  so 
scheue  ich  mich  nicht,  diesen  Weg  zur  Reform  der  Geometrie 
für  einen  Irrweg  zu.  erklären,  so  lange  nicht  eine  wirkliche 
Ausführung  dieser  Reform  zugleich  ihre  Möglichkeit  und 
Zweckmäfsigkeit  vor  Augen  stellt.  Was  in  diesem  Sinne  wirk- 
lich bereits  rersucht  worden  ist,  zeigt  sich  bei  näherer  Prüfung, 
wie  zu  erwarten  war,  als  vollständig  mifslungen;  namentlich, 
wenn  man  als  Mafsstab  die  auf  diesem  Wege  erzielten  Er- 
folge bei  der  Mehrzahl  der  Schüler  zu  Grunde  legt. 

p.  14.    Am  schlimmsten  wirkt  dieses  pedantische  Drillen  128 
in   Demonstrationen   und   Definitionen,   wenn    man    damit   zu 
früh    beginnt     Vor   der  Obertertia    sollte  nach   meiner  An- 
sicht der  geometrische  Unterricht  höchstens  im  Anschauungs- 
unterricht und  geometrischem  Zeichnen   bestehen.^)     Hat  der 


'}  Ich  kann  mich  der  Ansicht  Beckers  nar  anschliefsen.  Die  Me- 
thode dea  geometrischen  Unterrichts  auf  den  höheren  Lehranstalten  wird 
immer  eine  andere  sein  müssen,  als  die  rein  wissenschaftliche  der  Univer- 
sitäten, und  Fiedler  geht  entschieden  zu  weit,  wenn  er  verlangt,  dafs 
durchweg  projizierend  verfahren  werden  müsse.  Wie  viel  wirklich 
aasfahrbar  nnd  zweckmäfsig  ist,  zeigt  ungefähr  der  Versuch  Hubert 
Müllers.  Demgegenüber  sind  die  weiter  oben  erwähnten  warnenden 
Worte  Günthers  und  auch  Thaers  nicht  unbeachtet  zu  lassen. 

*)  Ich  konstatiere  mit  besonderer  Genugthuung,  dafs  nach  diesen 
Worten  Beckers  Ansicht  über  den  geometrischen  resp.  planimetrischen 
Unterricht  mit  der  meinigen  übereinstimmt.  Ja  Becker  geht  sogar 
noch  weiter  und  will  vor  Obertertia  keinen  wissenschaftlichen  Unter- 
richt; die  Konsequenzen  aus  einer  solchen  Anordnung  werden  nicht  ge- 
zogen: es  können  aber  sicherlich  keine  anderen  sein,  als  diejenigen,  die 
ich  in  meinen  Thesen  ausgesprochen  habe. 

6* 
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Schüler  erst  einmal  durch  blofse  Beolftachtong  die  Zusammen- 
gehörigkeit gewisser  Eigenschaften  bei  einfachen  selbst  kon- 
struierten Figuren  kennen  gelernt,  so  wird  er  schon  geneigter 
sein,  einer  wissenschaftlichen  Darlegung  dieses  Zusammen- 
hangs zu  folgen. 
184  p.  13.  „Um  die  Methode  der  Mathematik  zu  verbessern, 
wird  vorzüglich  erfordert,  dafs  man  das  Vorurteil  aufgebe,  die 
bewiesene  Wahrheit  habe  irgend  einen  Vorzug  vor  der  an- 
schaulich erkannten,  oder  die  logische,  auf  dem  Satze  vom 
Widerspruch  beruhende  vor  der  metaphysischen,^)  welche  un- 
mittelbar evident  ist,  und  zu  der  auch  die  reine  Anschauung 
des  Raumes  gehört."  Diese  Worte  des  grofsen  Frankfurter 
Philosophen  ....  kennzeichnen  das  wichtigste  und  zugleich 
verbreitetste  der  Vorurteile,  welche  einer  gedeihlichen  Wirk- 
samkeit des  Lehrers  der  Geometrie  oft  im  Wege  stehen 


Bischoff,  Über  Zweck  und  Art  des  math.  Unterrichts  a, 
d.  Gymnasien.     Amberg  1847. 

125  p.  3.  Die  ältere,  bis  vor  wenigen  Jahren  in  allen  Schulen 
üblich  gewesene,  zum  Teil  noch  übliche  Methode  ist  wohl 
jedem,  der  einmal  auf  den  Schulbänken  seine  Jugend  ver- 
bracht, wenn  auch  nicht  bekannt,  doch  in  gutem  (?)  Andenken:*) 
der  tote  Mechanismus  derselben  hat  jeden  so  manche  Stunde 
seines  Jugendlebens  gelangweilt,  ihre  durchgängige  Unklar- 
heit dem  Strebenden  das  Studium  der  Mathematik  verleidet^ 
den  Gleichgültigen  über  seinen  gänzlichen  Mangel  an  Fort- 
schritten leicht  getröstet,  die  Erfolglosigkeit  des  Studiums 
endlich,  die  bei  solchen  Elementen  unvermeidlich  war,  die 
Mathematik  überhaupt  in  schlechten  Kredit  gebracht 

126  p.  8.  Im  förmlichen  Gegensatze  hierzu  erfordert  die  Geo- 
metrie Selbstlernen,   ein  eigentliches  Studium,    daher  blolses 

>)  Vergl.  Zitat  Nr.  149. 

*)  Das  vernichtende  Urteil,  das  hier  über  die  frühere  Methode  des 
mathematischen  Unterrichts  gefSllt  wird,  kann  nicht  übertrieben  er- 
scheinen, wenn  man  die  seltene  Übereinstimmung  konstatiert,  die  in 
dieser  Frage  herrscht.  Wenn  B.  meint,  dafs  die  Methode  znm  Teile 
noch  üblich  sei,  so  darf  nicht  vergessen  werden,  dafs  dieser  Aufsatz  ans 
dem  Jahre  1847  stammt. 
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Talent  ohne  Fleifs  nicht  ausreicht/)  wohl  aber  angestrengter 
Fleifs  selbst  dem  mittelmäfsigen  Talente  bei  der  steten  und 
gleichförmigen  geistigen  Übung  aufzuhelfen  ye]:magy  für  welche 
Behauptung  jeder  aufmerksame  Lehrer  der  Mathematik  in  sei- 
nem SchQlerkreise  schon  mehrfache  Belege  gefunden  haben  wird. 

p.  9.  Jedem  nämlich,  der  von  anderen  Doktrinen  her  127 
einen  Sinn  für  Wissenschaftlichkeit  mitbringt,  fallt  der  bei- 
nahe gänzliche  Mangel  an  logisch-richtiger  Durchbildung  der 
Geometrie  auf,')  der  sich  in  der  Unhaltbarkeit  der  Definitionen, 
wie  im  Durcheinander  der  einzelnen  Lehren  und  Lehrsätze  in 
allen  vorhandenen  Lehrbüchern  durchweg  offenbart. 


Bielmayr,  Über  den  Math.-Unterricht  an  unseren  Gym- 
nasien.    Aschaffenburg  1870. 

p.  11.  Sollte  dagegen  jemand  fragen,  ob  nicht  etwa  dieiss 
übrigen  Teile  der  Elemente  in  das  Unterrichtsprogramm  auf- 
genommen werden  sollten,  damit  doch  wenigstens  die  Ele- 
mente vollständig  erlernt  würden,  so  würde  ich  ebenso  ent- 
schieden mit  Nein  antworten  und  zwar  aus  Gründen,^)  die  ...  . 
teils  darin  liegen,  dafs  ....  die  für  unsere  Wissenschaft  ver- 
fugbare Zeit  ohnedies  für  das  gegenwärtige  Pensum  streng 
genommen    nicht   hinreicht,   und  selbst,   wenn   sie   vermehrt 


')  Die  Ghründe  gegen  das  veraltete  Yonirteil  der  besondern  Begabung 
finden  rieh  hier  —  wenigstens  was  die  Geometrie  betrifft  —  äolBerst 
treffend  nnd  klar  ausgesprochen. 

*}  Die  Unhaltbarkeit  der  Definitionen  zeigt  sich  doch  nur  da,  wo 
versucht  wird,  an  sich  klare  Begriffe,  die  a  priori  im  menschlichen  Ver- 
stände liegen,  su  definieren.  Oegen  die  logisch-richtige  Durchbildung 
der  Geometrie  wird  im  allgemeinen  kein  Einwand  erhoben,  insofern  in 
der  Eoklid  sehen  Geometrie  ein  logisches  Prinzip  vorhanden  ist  nnd 
strikte  dnrchgefflhrt  wird.  Es  handelt  sich  bei  den  Vorwürfen  gegen 
Eaklid  doch  um  den  inneren,  geometrischen  Znsammenhang. 

*)  Hierin  liegt  das  punctnm  saliens;  intensiverer  Unterricht  wird  in 
seinen  Folgen  rieh  stets  viel  wohlth&tiger  zeigen  als  einer,  der  auf  Ex- 
tenrion  hinausgeht.  Wer  in  einem  auch  nur  beschränkten  Teile  einer 
Wissenschaft  intenrive  Studien  gemacht  hat,  wird  leicht  im  Stande  sein, 
weiter  zu  arbeiten,  nnd  auch  auf  andere  Gebiete  sich  zu  verbreiten: 
während  der  extensive  Unterricht  die  Gefahr  der  Oberflächlichkeit  und 
infolgedessen  des  Nicht-EOnnens  in  sich  birgt. 
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werden  würde,  besser  auf  Vermehrung  der  Intensität  als  auf 
Vergröfserung  der  Extension  verwendet  würde. 

12«  p.  18.    Die  ziemlich  verbreitete  Ansicht  aber,  als  ob  ^ur 

Aneignung  des  bei  uns  verlangten  Teils  der  Elementarmathe- 
matik besondere  mathematische  Fähigkeiten  erforderlich  seien, 
habe  ich  schon  im  Vorhergehenden  nicht  nur  gemäfs  der  dort 
angefilhrten  Erklärungen  von  Snell,  sondern  auch  auf  Grund 
von  mehr  als  zwanzigjähriger  eigener  Erfahrung,  teils  im 
öffentlichen,  teils  im  Privatunterricht,  als  vollständig  irrig  be- 
zeichnet. 

ISO  p.  19.  Es  stürmen  nun  auf  ihn  zwei  neue  Fächer,  all- 
gemeine Arithmetik  und  Geometrie,^)  auf  einmal  herein.  Jedem 
von  beiden  sind  nur  zwei  wöchentliche  Stunden  zugewiesen, 
was  die  Kontinuität  des  Unterrichts  bedeutend  beeinträchtigt. 

181  p.  21.  Ich  habe  im  Vorhergehenden  angedeutet,  dafs  ich 
den  gleichzeitigen  Beginn  des  Unterrichts  in  der  allgemeinen 
Arithmetik  und  Geometrie  mifsbillige  —  nicht  ebenso  ver- 
werfe ich  die  gleichzeitige  Behandlung  dieser  Fächer.*)  .... 
Niemand  wird  bestreiten,  dafs  die  Betrachtung  der  diskreten 
und  stetigen  Gröfsen  einen  Gegensatz  darbietet,  welcher  kaum 
gröfser  gedacht  werden  kann,  während  anderseits  die  Arith- 
metik die  Grundlage  der  gesamten  Mathematik  bildet.  Diese 
Umstände  allein  scheinen  mir  schon  hinreichend,  um  sich 
gegen  den  gleichzeitigen  Beginn  der  beiden  Fächer  zu  er- 
klären     Meine  Ansicht   geht  dahin,   dafs  man  das  erste 

Jahr  ausschliefslich  auf  allgemeine  Arithmetik  verwenden,  im 
zweiten  Jahre  die  Geometrie  dazu  nehmen  und  von  da  an  die 
beiden  Fächer  nebeneinander  behandeln  äolle. 


*)  Dieser  gleichzeitige  Beginn  von  Arithmetik  und  Geometrie  hat 
ja  nach  dem  neaen  Lehrplan  aufgehört;  dafür  sind  der  Mathematik  über- 
haupt aber  auch  nur  drei  Stunden  in  Tertia  zugewiesen. 

^  Hier  treten  die  Ansichten  Bielmayra  in  den  schärfsten  Gegen- 
satz zu  den  meinigen;  während  auch  er  gegen  den  gleichzeitigen  Beginn 
der  beiden  mathematischen  Unterrichtszweige  ist,  will  er  jedoch  mit  der 
Arithmetik  begonnen  haben.  Meine  Bedenken  gegen  eine  derartige  An- 
ordnung des  Unterrichts  habe  ich  weiter  oben  dargelegt;  hier  will  ich 
nur  noch  einmal  wiederholen,  dafs  man  die  wenigen  arithmetischen  Regeln, 
die  man  im  geometrischen  Anfangsunterricht  braucht,  sehr  wohl  in  diesem 
beiläufig  geben  kann. 
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p.  22.  Dagegen  wird  nach  meiner  Erfahrung  die  Geo-iss 
metrie  schneller  vergessen  als  die  Arithmetik/)  und  von  den- 
jenigen, welche  das  Gymnasium  verlassen  haben,  giebt  es  viel 
mehr  solche,  welche  noch  im  Stande  sind,  Gleichungen  auf- 
zulösen, als  solche,  welche  noch  Beweise  für  geometrische 
Sätze  oder  Auflosungen  von  Aufgaben  zu  Stande  bringen,  ein 
Umstand,  der  ohne  Zweifel  dafOr  spricht,  dafs  das  Studium 
der  Arithmetik  ein  intensiveres  und  darum  fruchtreicheres  ge- 
wesen war,  als  jenes  der  Geometrie. 

Vergleiche  hierzu  Brenneke,  Vorrede  zu  seiner  Ein- 
führung in  das  Studium  der  darstellenden  Geometrie  p.  3: 
,,Es  ist  eine  (unter  den  Lehrern  der  Mathematik)  bekannte  Er- 
fahrung, dafs  es  viel  leichter  ist,  gute  Erfolge  bei  den  Schü- 
lern im  arithmetischen  Unterrichte  zu  erzielen,  als  im  geo- 
metrischen.^^ *) 

p.  26.  Ein  andrer  Umstand,  welcher  verhindert,  dafs  denss 
mathematische  Unterricht  an  unseren  Anstalten  den  wünschens- 
werten Erfolg  erziele,  ist,  wie  ich  ebenfalls  schon  früher  an- 
gedeutet,^) das  Mifsverhältnis  zwischen  dem  Pensum  und  der 
für  die  Behandlung  desselben  angewiesenen  Zeit.  Ich  bin  der 
Ansicht,  dafs,  wie  es  Dr.  M.  Ohm  verlangt,  der  die  Verhält- 
nisse aus  eigener  Erfahrung  beim  Unterrichte  kennt,  täglich 
eine  Stunde  notwendig  ist,  um  die  bei  uns  vorgeschriebenen 


')  Der  wunderbare  Umstand,  auf  den  hier  aufmerksam  gemacht 
wird,  mofs  meiner  Ansicht  nach  in  der  Bchärfsten  Weise  als  eine  Folge 
der  verkehrten  Methode  im  geometrischen  Unterricht  hervorgehoben 
werden.  Er  spricht  eine  beredte  Sprache  für  die  Unnatur  in  der  Metho- 
dik des  Unterrichts,  der  sich  auf  die  Anschauung  gründet,  die  doch 
wahrlich  im  Verlaufe  des  Lebens  nicht  wieder  verloren  geht. 

')  Dies  ist  leicht  erklärt,  wenn  man  der  Sache  auf  den  Grund  geht. 
Der  arithmetische  Unterricht  wird  schon  lange  so  erteilt,. dafs  die  Auf- 
gabe im  Mittelpunkt  des  Unterrichts  steht,  dafs  fortwährende  Übungs- 
beispiele dazu  dienen,  die  wenigen  Regeln  einzuprägen.  Wie  anders 
dagegen  im  geometrischen  Unterricht! 

*)  Da  das  Verlangen  nach  einer  solchen  Stundenzahl  auf  den  huma- 
nistischen Anstalten  ohne  Erfolg  gestellt  werden  würde  —  und  zwar 
mit  Recht  —  so  handelt  es  sich  eben  darum,  den  Stoff  einzuschränken 
oder  eine  andere  Verteilung  vorzunehmen.  Jedenfalls  ist  das  Verlangen 
nach  intensivem  Unterricht  demjenigen  nach  extensivem  gegenüber  zu 
bevorzugen. 
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mathematischen  Wissenschaften  (gemeine  Arithmetik^  allge- 
meine Arithmetik  (Algebra),  ebene  Geometrie,  Trigonometrie, 
Stereometrie,  Mechanik  und  Astronomie)  mit  guteifi  Erfolge 
für  die  Mehrzahl  der  Schüler  zu  betreiben. 

p.  17.  Es  fallt  mir  nicht  ein  zu  bestreiten,  dafs  das  vor- 
geschriebene  Pensum  in  der  gegebenen  Zeit  durchgenommen 
werden  könne,  aber  es  wird  mir  kaum  ein  erfahrener  Fach- 
mann widersprechen,  wenn  ich  behaupte,  dafs  bei  den  gegen- 
wärtig bestehenden  Verhältnissen  nicht  zugleich  auf  hin- 
reichende Einübung  des  Erlernten  und  die  Bedürfnisse  der 
schwächeren  Schüler  die  zu  einem  wirklich  befriedigenden 
Erfolge  notwendige  Rücksicht  genommen  werden  kann.^) 


Bauernfeind,  Über  den  Einflufs  der  exakten  Wissen- 
schaften auf  die  allgemeine  Bildung  etc.     München  1869. 

184  p.  5.   Die  stete  Gewohnung  an  logisches  Denken  bewahrt 

Tor  den  Verirrungen  einer  allzuregen  Einbildungskraffc. 

136  p.  6.  Selbst  die  ausgebreitetste  Kenntnis  des  klassischen 
Altertums  und  der  modernen  schonen  Litteratur  allein  gewährt 
keine  ausreichende  allgemeine  Bildung  mehr,  wenn  man  unter 
dieser  die  Fähigkeit  versteht,  in  fremde  Gebiete  mit  klarem 
Blicke  zn  schauen  und  deren  Beziehungen  zu  dem  eigenen 
Beruf  zu  erfassen. 

186  p.  6.  Die  allgemeine  Bildung,  welche  uns  den  Umschwung 
in  dem  materiellen  und  sozialen  Leben,  in  den  Urteilen  und 
Anschauungen  des  heutigen  Menschengeschlechts  ....  begreifen 
läfst,  ist  von  den  exakten  Wissenschaften  zu  erholen. 

187  p.  7.  Es  ist  noch  immer  die  Ansicht  verbreitet,  dafs  das 
Studium  der  Mathematik  zu  schwierig  und  nur  besonders  be- 
gabten Köpfen  zugänglich  sei.  War  diese  Ansicht  jemals 
richtig,  heute  ist  sie  es  nicht  mehr. 

188  p.  8.    Die  Mathematik  hat  in  allen  Gebieten  des  mensch- 


^)  Die  Wichtigkeit  einer  solchen  Übang  hebt  auch  Dr.  Elsperger 
hervor,  indem  er  sagt:  „Durch  nichts  unterscheidet  sich  der  schlechte 
Lehrer  von  dem  guten  jbehr,  als  dadurch,  dafs  jener  nnr  doziert,  dieser 
ununterbrochen  einübt.**  (Dazu  gehört  aber  vor  allem  die  hierfür  not- 
wendige Zeit.    Bielmayr.) 
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liehen  WissenS;  wo  es  sich  um  mefsbare  Dinge  handelt,  mit- 
zureden, und  da  diese  Gebiete  unbegrenzt  sind;  so  ist  auch 
die  Zahl  ihrer  Anwendungen  unbegrenzt^  und  sie  müfste  schon 
deshalb  fOr  die  allgemeine  Bildung  höchst  wertvoll  sein^  selbst 
wenn  sie  kein  formales  Element  in  sich  trüge.  Aber  die  Ma- 
thematik ist  ein  formales  Bildungsmittel,  wie  kaum  ein  an- 
deres. Denn  sie  geht  von  den  einfachsten  Grundvorstellungen 
aus,  dringt  auf  eine  genaue  und  scharfe  Verbindung  derselben, 
auf  strenge  Ordnung  in  der  Aufeinanderfolge  der  Schlüsse, 
kurz  auf  jene  Sicherheit  in  der  Erkenntnis  einer  Wahrheit, 
welche  wir  mit  dem  Ausdrucke  „mathematische  Gewifsheit'^ 
zu  bezeichnen  pflegen.  Sie  ist  der  geeignetste  Gegenstand 
zur  Übung  des  Verstandes  im  Zerlegen  und  Verbinden  von 
Begriffen  und  ermöglicht  die  höchste  Entwicklung  der  An- 
schauungs-  und  Urteilskraft.  Da  sie  überdies  von  dem  einmal 
Begriffenen  stetig  zu  den  daraus  sich  ergebenden  Folgerungen 
führt,  so  erzeugt  sie  mehr  als  jede  andere  Wissenschaft  in 
dem  Studierenden  das  Gefühl,  als  ob  seine  Kenntnisse  or- 
ganisch von  selbst  sich  entwickelten,  und  diesem  Gefühle  ent- 
springt dann  die  Lust  des  eigenen  Schaffens  und  der  selbstän- 
digen Erfindung  neuer  Wahrheiten^)  —  das  letzte  Ziel,  welches 

der  mathematische  Unterricht  erreichen  kann Überdies 

ist  der  Mathematik  auch  eine  ethisch  bildende  Kraft  nicht 
abzusprechen,  insofern  sie  den  Willen  stärkt  und  zu  Aus- 
dauer, Wahrheitsliebe,  Gründlichkeit  und  Selbständigkeit  fort- 
während antreibt. 


Korn  eck,  Genetische  Behandlung  etc.  —  Kempen.   1879. 

p.  5.    Einerseits  bezieht  sich  die  Verschiedenheit  der  An-i89 
sichten  auf  die  Ausdehnung  des  auf  dem  Gymnasium   zu  be- 
handelnden Gebietes  der  Mathematik.     Da  giebt  es  Stimmen, 
welche  die  sphärische  Trigonometrie,  andere,  welche  die  ana- 
lytische Geometrie  und  die  Anfänge  der  Differentialrechnung 

')  Die  Lust  des  eigenen  Schaffens  und  die  Freude  an  der  selbstän- 
digen Erfindung  neuer  Wahrheiten  ist  allerdings  ein  nicht  oft  und  ein- 
dringlich genug  hervorzuhebender  Vorzug  des  mathematischen  Unter- 
richts vor  jedem  andern. 
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auf  den  Gymnasien  behandelt  wissen  wollen;  wieder  andere 
wollen  die  ,^euere  Geometrie"  dem  Lehrplane  einfügen,  noch 
andere  befürworten  eine  elementare  Behandlung  der  Kegel- 
schnitte,  wobei  wieder  die  Ansichten  der  Art  auseinander- 
gehen,  dafs  von  einer  Seite  der  analytischen,  von  der  anderen 
der  synthetischen  Behandlungsweise  der  Vorzug  gegeben  wird. 

140  p.  5.  Man  „prüfe  alles  und  behalte  das  beste^  und  man 
wird  bei  unparteiischer  Beurteilung  wohl  zu  dem  Resultate 
kommen,  dafs  die  alte  Methode  ja  auch  ihr  Gutes  habe,  welches 
man  durchaus  nicht  gering  schätzen  dürfe,  dafs  aber  auch  das 
Alter  allein  nicht  einen  Anspruch  auf  Unfehlbarkeit  gebe,  und 
dafs  daher  manches  zeitgemäfs  umzugestalten  sei.  (Vergl. 
Hauck-Tübingen  „dafs  es  sich  um  eine  Reformierung  der 
Euklidischen  im  Sinne  der  neueren  Geometrie  handle'^) 

141  p.  6.  Nicht  das  Schwierige  des  neuen  Gegenstandes  ist 
es,  was  deb  Quartaner  abschreckt,  nicht  gröfsere  Anforderungen 
werden  an  seinen  Verstand  gestellt,^)  . . . .;  nur  die  Neuheit 
der  Methode  ist  es,  welche  als  eine  ungewohnte  dem  Schüler 
Schwierigkeiten  bereitet ....  —  Zum  Teil  abgeschreckt,  zum 
Teil  gelangweilt  von  der  Behandlung  der  Anfangsgründe  der 
Mathematik  nach  Euklidischer  Weise  verlieren  die  Schüler  die 
Lust  zur  Sache,  und  damit  wird  leicht  die  Ansicht  herrschend, 
die  Mathematik  sei  für  den  gewohnlichen  Menschenverstand 
zu  schwer  und  verlange  eine  besondere  Natu'ranlage 

142  p.  8.  Wenn  schliefslich  der  nach  genetischer  Methode 
unterrichtende  Lehrer  auch  „die  Schüler  den  durchlaufenen 
Weg  nochmals  in  synthetischer  Weise  zurücklegen  läfst",  so 
thut  er  es  gewifs  nicht,  wie  Eambly  zu  glauben  scheint,  weil 
er  die  auf   genetischem   Wege    entwickelten  Wahrheiten    für 


^)  Es  ist  an  anderer  Stelle  ausgeführt,  dafs  vom  psychologischen 
Standpunkte  gerade  das  Gegenteil  angenommen  werden  moTs,  nicht, 
dafs  das  Schwierige  des  Neuen  den  Schüler  zurGckschreckt,  sondern  dafs 
das  Unbekannte  des  Neuen  sein  Interesse  weckt  und  ihn  dem  neuen 
Gegenstande  eine  ganz  besondere  Liebe  entgegenbringen  läfst.  Sehr 
richtig  dagegen  ist  es,  dafs  diese  Liebe  sehr  oft  durch  die  Methode 
unterdrückt  oder  gar  für  immer  getötet  werde.  Von  der  Gleichgültig- 
keit zum  Widerwillen  war  aber  nur  ein  Schritt,  und  dann  ist  jeder 
Erfolg  unwiderbringlich  verloren. 


—     91     — 

nicht  hinreichend  erwiesen  halte,  sondern  nur  aus  pädagogi- 
schen Rücksichten,  wonach  ein  Gegenstand  der  festen  Ein- 
prägnng  wegen  wiederholt  behandelt  werden  muls,  wenn  auch 
in  verschiedener  Behandlungsweise. 

p.  9.    Und  ich  glaube,  das  geometrische  Zeichnen  werde  i*» 
auch  dazu  beitragen,  dals  der  SchQler  mehr  Freude  an  der 
Mathematik  gewiime  und  weniger  von  ihrer  scheinbaren  Un- 
Verständlichkeit  abgeschreckt  werde. 


Prestel,   Die  geometrische  Heuristik.  —  Emden  1856. 

p.  4.  Vom  Standpunkte  der  Wissenschaft  aus  betrachtet,  i44 
müssen  wir  die  „Elemente^  auch  der  Form  nach  als  ein  Meister- 
stück bezeichnen.  Die  Sätze  sind  so  geordnet,  dafs  jeder  an 
der  Stelle  steht,  wo  seine  Richtigkeit  mit  Hülfe  der  voran- 
stehenden vollständig  bewiesen  werden  kann.  Es  läfst  sich 
sogar  nachweisen,  dafs  in  dem  Lehrgebäude  des  Euklid  kein 
Satz  fehlt  und  keiner  überflüssig  ist. 

p.  4.    Diese  Vorzüge  der  Elemente  des  Euklid  haben  diei45 
früher  allgemein  verbreitete,  sich  aber  auch  jetzt  noch  hin  und 
wieder  kund  gebende  Meinung  veranlafst,  dafs  sie  auch  das 
vortrefflichste  Lehrbuch  seien, ^)   welches  dem  geometrischen 
Unterrichte  in  der  Schule  zum  Grunde  gelegt  werden  könne. 

Eben  diese  Ansicht  von  der  Unübertrefflichkeit  der  syn-i^ 
thetischen  Methode   hat  die  Entwicklung  einer  erfolgreichen 
und  lebendigen  Lehrweise  auf  den  höheren  und  niederen  Schulen 
bis   auf  die  neuere  Zeit  gehemmt,  und  damit  einen  über  die 
engeren  Kreise  der  Schule  hinausgehenden,^)  wahrhaft  gründ- 

^)  Wie  stark  dieser  Irrtnm  und  wie  verhängnisvoll  in  seinen  Folgen, 
findet  sich  oben  ausgeführt. 

*)  Prestel  sagt  an  anderer  Stelle:  „Ich  mufs  in  Beziehung  auf  das 
▼OD  mir  über  den  erfolglosen,  weil  nur  formalen  Unterricht  Gesagte, 
hier  hervorheben,  dals  schon  Deseartes  vor  200  Jahren  das  Ungenfigende 
jener  Methode  des  Unterrichts  und  der  wissenschaftlichen  Darstellung 
aufzeigte  und  auf  den  wunden  Fleck  hinwies.  Leider  ist  dieses  aber 
bia  auf  die  neuere  Zeit,  weder  von  den  Jüngern  der  Wissenschaft,  noch 
von  der  Schale  gehörig  beachtet  und  benutzt  worden.**  —  Dazu  findet 
sich  folgendes  Zitat:  ,,Des  Cartes  sagt  in  der  IXssertcUio  de  Methodo, 
p.  11:  „Studueram  antea  in  scholis,  inter  Philosophiae  partes,  Logicae 
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liehen  und  tüchtigen  Bildung  im  Wege  gestanden.  Die  An- 
sicht, welche  man,  selbst  in  unseren  Tagen  noch,  hin  und 
wieder  hört,  dafs  ganz  besondere  Anlagen  dazu  erforderlich 
seien,  um  die  Mathematik  begreifen  zu  können,  ist  ein  un- 
mittelbares Ergebnis  davon  gewesen,  dafs  man  glaubte  auch 
die  Anfanger  nur  nach  der  mit  Strenge  inne  gehaltenen  syn- 
thetischen Methode  in  die  Geometrie  einführen  zu  können  und 
zu  dürfen. 


Z erlang,  Beitrag  z.  e.  genetischen  Entwickl.  der  Plani- 
metrie. —  Sorau  1860. 

147  p.  3 wohl  aber   glaube    ich    die  Behauptung   aus- 

sprechen zu  dürfen  . . . .,  dafs  in  didaktischer  Beziehung  die 
ausgesprochene  Methode,  mathematische  Lehren  zu  behandeln, 
die  ihr  Vorbild  in  Euklids  Elementen  hat,  dem  Verständnis 
und  der  Verbreitung  mathematischer  Lehren  entschieden  hin- 
derlich gewesen  ist  und  noch  ist. 

14^  p.  3.  Aber  darum  ist  die  in  ihnen  (den  Elementen)  be- 
folgte Methode,  wenn  man  darunter  mehr  versteht,  als  die  nie 
genug  zu  rühmende  und  keiner  andren  Rücksicht  zu  opfernde 


et  inter  Mathematicas  disciplinas,  Analysi  geometricae  atque  Algebrae; 
tribus  artibus  sive  scientiis  qaae  nonnihil  ad  meum  institatain  facere 
posse  videbantur.  Sed  illas  diligentius  examinando,  animadverti  qnantum 
ad  Logicam,  syllogiBmoram  formas  aliaque  fere  omnia  eins  praecepta, 
non  tarn  prodesse  ad  ea  qaae  ignoramus  investiganda,  quam  ad  ea  qoae 
^am  scimns  aliis  exponenda;  vel  etiam,  ut  ars  Lullii,  ad  copiose  et  sine 
iudicio  de  iis,^  qaae  nescimüB  garriendam.  Et  qnamvis  malta  qnidem 
habeat  verissima  et  optima,  tarn  maltis  tarnen  aliia,  vel  fiaper^acais  vel 
etiam  interdam  noxiis,  adiuncta  esse,  ut  illa  dignoscere  et  separare  non 
minus  saepe  difficile  sit,  quam  Dianam  aliquam  ant  Minervam  ex  mdi 
marmore  excitare.  Quantum  autem  ad  yeterum  Analysin  atque  ad 
Algebram  recentiorum,  illas  tantum  ad  speculationes  quasdam  quae 
nullius  usus  esse  videbantur  se  extendere:  Ac  praeterea  Analysin  circa 
figurarum  considerationem  tam  assidue  versari,  ut  dum  ingenium  aenit 
et  exercet,  imaginandi  facnltatem  defatiget  et  laedat:  Algebram  vero, 
ut  solet  doceri,  certis  regulis  et  numerandi  formulis  ita  esse  cententajn, 
ut  videatur  potius  ars  quaedam  confusa,  cnius  usu  ingenium  quodam- 
modo  turbatur  et  obscuratur,  quam  scientia  quae  excolatur  et  perspi- 
cacins  reddatur.** 
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mathematische  Strenge ,  noch  nicht  die  beste  Unterrichts- 
methode. Denn  sie  widerspricht  sowohl  den  Forderungen,  die 
an  jeden  Unterricht,  besonders  aber  an  den  auf  wissenschaft- 
lichen Anstalten  erteilten  zu  stellen  sind,  dafs  nämlich  der 
Schüler  weniger  Gedachtes,  als  denken  lerne,  als  auch  beson- 
ders dem  Geiste  der  Jugend,  der  ohne  Vergleich  mehr  Ver- 
ständnis und  Sinn  fiir  das  Werdende,  als  für  das  Fertige  hat. 

p.  4.    Ist  der  Schüler  auch  von  der  logischen  Richtigkeit  149 
eines  Satzes  überfährt,  so  ist  er  dadurch  von  seiner  Wahr- 
heit noch  nicht  überzeugt.     Beides  steht  sehr  oft  im  umge- 
kehrten Verhältnisse. 

p.  4.  Die  Zuneigung,  die  der  Zweck  alles  Wissenschaft- 160 
liehen  Unterrichts  ist  und  bleiben  muTs,  kann  nur  erzeugt 
werden,  wenn  dem  Schüler  das  innere  Verständnis  des  Ge- 
lernten aufgeschlossen  wird.  Und  hierzu  ist  eine  genetische 
anschauliche  Entwicklung  der  mathematischen  Lehren  not- 
wendig. Jeder  andere  Weg  verurteilt  den  Lernenden  zu  einer 
blofsen  Rezeptivität,  verhindert  aber  die  Produktivität.  Blind- 
lings sieht  er  sich  geführt,  wo  er  selber  gehen  möchte  und 
konnte,  wenn  ihm  nur  der  Weg  gezeigt  würde.  So  wird  das 
Bewolstsein  eigener  Kraft  und  des  Selbstvertrauens  systema- 
tisch gelähmt  und  eine  vollständige  Ratlosigkeit  bei  einer 
selbständigen  Leistung  ist  die  unausbleibliche  Folge. 


Friederich,  Einige  Bemerkungen  über  den  Unterricht  in 
der  Mathematik  an  Gymnasien.  —  Ansbach  1852. 

p.  4.  Der  vielfach  bemerkte  Mangel  an  Teilnahme  anisi 
dem  mathematischen  Unterrichte  mag  zum  Teil  in  dem  eigen« 
tdmlichen  Charakter  des  Lehrgegenstandes  selbsfc  liegen, 
der  mehr  als  jeder  andere  ununterbrochene  Thätigkeit,  Aus- 
dauer und  geistige  Anstrengung  fordert,  ohne  der  Jugend  un- 
mittelbar das  bieten  zu  können,  was  sie  so  gern  sucht  und 
Unterhaltung  heifst  ....  so  nennt  die  Jugend  den  mathema- 
tischen Unterricht  trocken  und  langweilig.  Aber  in  vielen 
Fällen  möchte  es  denn  doch  vorzüglich  die  Art  und  Weise 
des  Unterrichts  sein,  welche  die  Schüler  zu  solchem  Urteile 
fahrt. 
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Wiegand,  Die  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks.  — 
Halle  1848. 
iö2  Vorrede.  Wenn  die  grofsartigen  Resultate  der  neueren 
Geometrie  auf  den  Schulen  bis  jetzt  noch  nicht  überall  den 
verdienten  Eingang  haben  finden  können,  so  liegt  der  Grund 
nach  unserem  Ermessen  nicht  allein  darin,  dafs  sich  so  manche 
Mathematiker  nur  schwer  vom  alten  Schlendrian  losreifsen 
können,  sondern  besonders  wohl  auch  in  der  Verlegenheit 
mancher  Lehrer,  wie  sie  das  Interesse  ihrer  Schüler  fär  jene 
Forschungen  dadurch  wecken  sollen,  dafs  sie  ihnen  Anleitung 
geben,  selbstthätig  neue  Resultate  in  jenen  Gebieten  aufzu- 
finden. 

Schellbach,  Über  d.  Zukunft  d.Math.  etc.  —  Berlin  1887. 
168  Der  hohe   wissenschaftliche  Wert,    den   die  Vorlesungen 

über  Mathematik  an  unseren  Universitäten  immer  gehabt 
haben,  würde  nicht  vermindert,  sondern  konnte  nur  gesteigert 
werden,  wenn  die  Dozenten  sich  bemühten,  die  Lücke  zwischen 
Gymnasium   und  Universität  mehr  und  mehr  zu  beseitigen.  *) 


Elaas,  Die  Lehre  von  der  Flächen vergleichung.  —  Duis- 
burg 188L    (Festschrift.) 
154  p.  81.     Was    das   Erstere    anbetrifft,   so   folgen    in    den 

meisten  Lehrbüchern  die  Sätze  so  aufeinander,  dafs  sie  nur 
wenige  Anknüpfungspunkte  untereinander  haben.  Man  be- 
ginnt mit  den  Sätzen  über  Inhaltsgleichheit  der  Parallelogramme 
und  Dreiecke.^)     Dann  kommt  der  Satz  von  den  Ergänzungs- 

')  Diese  Bemerkung  ist  sehr  richtig  und  es  wäre  nur  zu  wfinscheo, 
dafs  die  Universitäten  sich  mehr  dem  Standpunkte  ihrer  Zuhörer  an- 
pafsten.  Ein  Kolleg  über  Elementarmathematik  z.  B.,  das  gewisser- 
mafsen  eine  Vermittlung  zwischen  Schule  und  Universität  böte,  wird 
wohl  kaum  an  irgend  einer  Universität  gelesen.  Früher  wurde  es  auch 
von  bedeutenden  Gelehrten  für  nicht  zu  gering  erachtet,  eine  derartige 
Vorlesung  zu  halten. 

*)  Gerade  das  Kapitel  der  Flächenvergleichung,  nach  alter  Methode 
bearbeitet,  bietet  ein  treflfendes  Beispiel  zu  dem  Mangel  an  innerem  Zu- 
sammenhang, der  Sätze.  Auch  der  Satz  von  den  Ergänzungsparallclo- 
grammen  schliefst  sich  ganz  äufserlich  an  die  vorhergehenden  Sätze  an. 
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Parallelogrammen.  Hieran  schliefst  sich  der  sehr  wichtige 
Lehrsatz  des  Pythagoras,  welcher  mit  den  früheren  Sätzen 
durchaus  nicht  in  organischen  Zusammenhang  gebracht  ist. 


Becker,  J.  K.    Abhandlungen  aus  dem  Grenzgebiete  der 
Mathematik  und  Philosophie.  —  Zürich  1870.^) 

p.  41.  Seit  Eant  nachgewiesen,  dafs  die  Geometrie  ihrei56 
Unfehlbarkeit  nicht  der  Strenge  ihrer  Beweise  nach  der  Euk- 
lids eben  Methode  allein  verdanke,  sondern  hauptsächlich 
dem  Umstände,  dafs  sie  auf  die  uns  unmittelbar  gegebene 
reine  Anschauung  des  Raumes  sich  stütze,  hat  man  in 
Deutschland  angefangen,  die  Zweckmäfsigkeit  der  Euklid- 
schen  Methode  in  Frage  zu  stellen,  während  in  Frank- 
reich Legendre  den  Euklid  noch  in  seiner  Methode  zu 
übertreffen  strebte,  und  in  England  noch  heute  an  Euklid 
wie  an  der  Bibel  festgehalten  wird. 

p.  41.  Herbart  dürfte  wohl  der  erste  sein,  der  in  seinem  i^e 
ABC  der  Anschauung  (1803)  auf  Verbesserung  in  der  Me- 
thode des  Beweises  drang,  und  namentlich  betonte,  dafs  viele 
Beweise  sich  darauf  beschränken,  die  Gewifsheit  der  Sache 
festzustellen,  aber  keine  Einsicht  in  ihre  Notwendigkeit 
gestatten,  also  nur  die  Gewifsheit  geben,  dafs  etwas  sei,  statt 
zu  erklären,  warum  es  so  sei. 

p.  42.  Seine  (Schweins  „System  der  Geometrie")  Haupt- 157 
einwürfe  waren  die  „Handwerksmäfsigkeit'^,  mit  der  Euklid 
die  Figuren  zum  Beweise  der  Identität  auf  einanderlegt,  statt 
sich  mit  der  unmittelbar  klaren  Einsicht  zu  begnügen,  dafs 
z.  B.  ein  Dreieck  durch  zwei  Seiten  und  den  eingeschlosseuen 
Winkel  völlig  bestimmt  ist,  und  dafs  die  blofse  Änderung  der 
Lage  der  Figur  im  Räume  an  ihr  selbst  nichts  ändert. 

p.  42.    Die  gewichtigsten  Einwendungen  gegen  Euklid  158 

*)  Die  Arbeit  ist  besprochen  in  Lit.  Zentral blatt  1871  Nr.  26. 
iS.  628  und  Nr.  31.  S.  789.  —  in  Schlömilchs  Zeitschrift  XV,  6  und 
in  H.  Z.  III.  p.  274—281.  —  p.  380—389.  —  p.  466—473.  —  p.  639— 641 
and  zwar  beschäftigt  sich  von  den  Rezensionen  der  Hoffmann  sehen 
Zeitschrifb  die  zuletzt  angeführte  mit  demjenigen  Abschnitt  der  Becker- 
schen  Schrift,  der  sich  aaf  die  ,,Methode  der  Geometrie**  bezieht.  — 
Die  Besprechung  ist  durchaus  anerkennend. 
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von  Seiten  deutscher  Mathematiker  sind  jedoch  die^  welche 
von  den  Schopfern  und  Anhängern  der  heuristischen  und 
genetischen  Methode  erhoben  werden. 

Iß»  p.  43.    Obwohl  beim  Unterrichte  selbst  viele  Lehrer  heu- 

ristisch verfahren,  so  ist  man  in  den  Lehrbüchern  noch  heute 
fast  durchgängig  dogmatisch  geblieben. 

i<^  p.  45.  Sehr  richtig  hat  zwar  Bernhard  Becker  als  den 
gröfsten  Fehler  Euklids  den  schon  von  Herbart  gerügten 
hervorgehoben,  dafs  er  sich  immer  damit  begnüge,  einen  Er- 
kenntnisgrund zu  geben,  wo  man  einen  Realgrund  ver- 
lange; d.  h.  dafs  von  jeder  Thesis  nur  die  Richtigkeit  nach- 
gewiesen werde,  während  der  innere  Zusammenhang  der 
nachgewiesenen  Wahrheiten,  aus  dem  ihre  Notwendigkeit 
hervorgeht,  unerörtert  bleibi 

101  p.  48.  Denn  der  denkende  Mensch  will  nicht  blofs  Ge- 
wifsheit,  sondern  auch  Einsicht  in  das,  was  er  erkennt, 
wenigstens  soweit  solche  möglich  ist.  Und  darum  sagt  Scho- 
penhauer: „Dafs  man  aber  in  der  Geometrie  nur  strebt 
convictio  zu  bewirken  (durch  einen  Erkenntnisgrund),  welche 
einen  unangenehmen  Eindruck  macht,  nicht  aber  Einsicht 
in  den  Grund  des  Seins,  die  wie  jede  Einsicht  befriedigt  and 
erfreut:  dies  möchte  nebst,  anderem  ein  Grund  sein,  warum 
manche  sonst  vortreffliche  Köpfe  Abneigung  gegen  die  Ma- 
thematik haben.'' 

103  p.  48.  Schopenhauer  tadelt  nun  an  der  Geometrie 
Euklids  ....  zweierlei: 

1)  Dafs  sie  ihre  Sätze  zwar  beweise  als  über  allen  Zweifel 
erhabene  Wahrheiten,  aber  keine  eigentliche  Einsicht  gewähre 
in  die  Gesetze,  als  deren  Ausdruck  sie  erscheinen. 

2)  Dafs  sie  die  einzige  mögliche  Quelle,  aus  der  diese 
Einsicht  geschöpft  werden  kann,  aufs  strengste  verschliefse, 
nämlich  die  unmittelbare  Erkenntnis  durch  reine  An- 
schauung, und  nur  da  sich  auf  diese,  welche  allein  wahre 
Befriedigung  giebt,  weil  sie  allein  auch  wirkliche  Ein- 
sicht gewährt,  berufe,  wo  eine  mittelbare  Erkenntnis  nicht 
mehr  möglich  ist,  nämlich  bei  den  sogenannten  Axiomen. 

Aufserordentlich  treffend  vergleicht  Schopenhauer  dieses 
Verfahren  mit  dem  eines  Wanderers,  welcher  bei  Mondenschein 
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mit  grofsen  Beschwerden  einen  steinigen  und  domigen  Weg 
mit  vielen  Windungen  zurücklegt,  weil  er  den  breiten  und 
guten  Fahrweg,  dem  er  bisweilen  ganz  nahe  kommt,  f&r 
Wasser  hält. 

p.  52.  ,,Die  Anschauung  ist  nicht  nur  die  Quelle  aller les 
Erkenntnis,  sondern  sie  selbst  ist  die  Erkenntnis  nax  iifii'qv^ 
ist  allein  die  unbedingt  wahre,  die  echte,  die  ihres  Namens 
Tollkommen  würdige  Erkenntnis:  denn  sie  allein  erteilt  eigent- 
liche Einsicht,  sie  allein  wird  vom  Menschen  wirklich  assi- 
miliert, geht  in  sein  Wesen  über,  und  kann  mit  vollem  Grunde 
sein  heifsen,  während  die  Begriffe  ihm  nur  ankleben.'' 

p.  52.  ,Jch  habe  den  obersten  Grundsatz  des  Unterrichts  i64 
in  der  Anerkennung  der  Anschauung,  als  dem  absoluten 
Fundament  aller  Erkenntnis  festgesetzt  und  mit  Be- 
seitigung aller  einzelnen  Lehren  das  Wesen  der  Lehre  und 
die  Urform  aufzufinden  gesucht,  durch  welche  die  Ausbildung 
unseres  Geschlechts  durch  die  Natur  selber  bestimmt  werden 
mufs."^) 

p.  53.    Und  in  der  That  ist  die  Form  der  Geometrie  ausies 
dem   Bestreben   hervorgegangen,    die   unzweifelhaften  Wahr- 
heiten der  Geometrie  gegen  die  Scheinbeweise  der  Sophisten 
sicher  zu  stellen. 

p.  56.  Wenn  ich  darum  Beweise  überall  da  für  voll-  lee 
ständig  überflüssig,  ja  hemmend  halte,  wo  es  sich  um  Sätze 
handelt,  denen  unmittelbare  Evidenz  zukommt,  weil  sie 
die,  sachgemäTse  Entwicklung  der  geometrischen  Wahrheiten 
fast  unmöglich  machen,')  so  bindert  dies  keineswegs,  in 
allen  anderen  Fällen  die  gröfste  Strenge  zu  ver- 
langen, und  gerade  die  Gewohnheit,  immer  an  der 
Hand  der  Anschauung  zu  gehen,  und  alle  Begriffe 
durch  Anschauungen  zu  belegen,  macht  es  leicht, 
diese  Strenge  auch  immer  zu  beobachten. 


Falke,  Über  eine  neue  Behandlung  der  Ähnlichkeits-  und 
Eongruenzsätze.  —  Arnstadt  1875. 

^)  Ein  Zitat  ans  Pestalozzis  Werken. 

*)  Man  vergl.  die  Anmerkung  zu  Zitat  Nr.  26. 

Schotten,  der  planimetr.  Unterricht  7 
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167  p.  3.  Jahrhundertelang  war  das  Werk  des  Euklid  wohl 
das  einzige  Lehrbuch  der  Planimetrie;  noch  Tor  wenigen 
Jahren  war  es  als  Leitfaden  an  gar  manchen  deutschen  Schulen 
eingeführt^  und  noch  jetzt  behauptet  es  in  ganz  England  eine 
unbestrittene  Alleinherrschaft. 

168  p.  5.  Dem  Euklid  war  die  Reihenfolge  ziemlich  gleich- 
giltig;  es  findet  sich  zwar  von  seinem  zweiten  Buche  an  auch 
eine  unverkennbare  Gruppierung,  aber  im  ersten,  welches  ge- 
rade einen  Teil  des  wichtigsten  Stofi^es  enthält,  schwirren  die 
verschiedenartigsten  Lehrsätze  und  Aufgaben  bunt  durch- 
einander. 


Kosack,  Beiträge  zu  einer  systematischen  Entwicklung 
der  Geometrie  aus  der  Anschauung,^)  —  Nordhausen  1852. 

169  p.  3.  Euklids  Methode,  die,  was  die  geometrische  Strenge 
betrifft,  das  Muster  für  alle  Mathematiker  bleiben  wird,  ist 
keine  natürliche  Methode,  sein  System  ist  ein  künstliches. 
Ihm  kam  es  wie  den  griechischen  Mathematikern  überhaupt 
darauf  an,  von  der  Wahrheit  der  von  ihm  aufgestellten  Sätze 
zu  überzeugen. 

170  p.  3.  Vor  allem  wurde  diese  (die  Einseitigkeit  der  Euk- 
lidschen  Methode)  den  Lehrern  der  Geometrie  fühlbar;  nur 
zu  oft  mufsten  sich  diese  überzeugen,  wie  schwierig  es  ist, 
den  Anföngern  die  Geometrie  des  Euklid  zum  Verständnis 
zu  bringen,  was  in  diesem  Mafse  von  der  Arithmetik  nicht 
gilt.  Bei  der  Willkürlichkeit  der  Beweise  und  der  Schwierig- 
keit den  Zusammenhang  derselben  mit  den  Lehrsätzen  selbst 
zu  erkennen,  werden  die  Schüler  meistens  wider  ihren 
Willen  zur  Überzeugung  von  der  Wahrheit  eines  Satzes  ge- 
zwungen und  die  Verwunderung  über  die  Klugheit,  mit  welcher 
der  Beweis  geführt  worden,  ist  der  Ausdruck  des  Mangels 
jeder  Einsicht  in  die  Sache  selbst. 

171  p.  4 gerade    dieser   allgemein   gefühlte    Ubelstand 

liefert  den  Beweis,  wie  ihrem  Gegenstande  unangemessen  die 
Methode  sein  muijs,   welche   die  Anfange   des  geometrischen 


^)  Yergl.  Pietzker,  Ein  Jünger  Schopenhauers  in  der  Geometrie. 
H.  Z.  XVI.  p.  187—190. 
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Unterrichts    so   trocken    und    so   wenig    lebensfähig   erschei- 
nen laust. 

p.  5.  Die  Geometrie  als  Wissenschaft  wurzelt  wie  diei?^ 
Mathematik  überhaupt  in  der  Metaphysik;  weshalb  dieselbe 
in  ihren  Anfangsgründen  ^  die  nur  innerhalb  der  Metaphysik 
genau  begriffen  werden  können,  sich  bei  Bestimmung  der 
Grundvorstellungen  der  gröfsten  Strenge  zu  befieiTsigen  hat.^) 
Denn  diese  Grundvorstellungen,  die  Art  und  Weise  ihrer  Auf- 
fassung bestimmen  die  weitere  Entwicklung  der  Geometrie 
vollständig;  so  dafs  nach  der  Verschiedenheit  jener  die  geo- 
metrische Methode  selbst  eine  andere  wird.  Und  gerade  in 
dieser  Rücksicht  findet  sich  bei  Euklid  nach  fast  einstimmigem 
Urteile  älterer  und  neuerer  Mathematiker  vieles  Mangelhafte. 

p.  5.  Die  Kritik  der  bisherigen  Leistungen  in  der  Geo-  i7s 
metrie  auf  Grund  der  kritischen  Philosophie  hat,  was  die 
Grundsätze  und  Definitionen  betrifft,  der  Professor  Schmeifser 
in  Frankfurt  a.  0.  wohl  erledigt.^)  Derselbe  hat  nicht  nur 
nachgewiesen;  daij9  die  bis  jetzt  gebräuchlichen  Definitionen 
von  Linie,  Winkel  etc.  unhaltbar  sind  und  dafs  überhaupt  die 

*)  Die  Enklidschen  Definitionen  Bind  jedenfaÜB  ganz  unbrauchbar, 
selbst  da,  wo  nicht  nur  Begriffe  erklärt  werden,  die  überhaupt  ohne 
Definition  a  priori  klar  sind.  —  Vergl.  Kant,  Kritik  der  reinen  Ver- 
nunft, p.  84  u.  85.  (ed.  Rosenkrans):  „Wir  haben  oben  die  Begriffe  des 
Raamea  und  der  Zeit  Termittelst  einer  transzendentalen  Deduktion  zu 
ihren  Quellen  verfolgt  und  ihre  objektive  Gültigkeit  a  priori  erklärt  und 
bestimmt.  Oleichwohl  geht  die  Geometrie  ihren  sicheren  Schritt  durch 
lauter  Erkenntnisse  a  priori,  ohne  dafs  sie  sich,  wegen  der  reinen  und 
gesetzmäfsigen  Abkunft  ihres  Grundbegriffs  vom  Räume,  von  der  Philo- 
sophie einen  Beglaubigungsschein  erbitten  darf.  Allein  der  Gebrauch 
dieses  Begriffii  geht  in  dieser  Wissenschaft  auch  nur  auf  die  äufsere 
Sinnenwelt,  von  welcher  der  Raum  die  reine  Form  ihrer  Anschauung 
ist,  in  welcher  also  alle  geometrische  Erkenntnis  unmiiitelbare  Evidenz  hat 
und  die  Gegenstände  durch  die  Erkenntnis  selbst  a  priori  in  der  An- 
schauung gegeben  werden." 

^  Die  Arbeit  Sohmeifsers,  eine  Programmabhandlung  aus  dem 
Jahre  1851,  ist  mir  bis  dahin  leider  noch  nicht  zu  Gesicht  gekommen. 
Im  fibrigen  stimmt  die  Ansicht,  dafs  die  älteren  griechischen  Mathema- 
tiker in  Bezug  auf  die  geometrischen  Grund  Vorstellungen  richtigere  An- 
sichten gehabt  haben,  als  die  späteren  mit  der  verbreiteten  Ansicht 
überein,  dafs  die  Elemente  Euklids  schon  die  Spuren  des  Niederganges 
der  griechischen  Kultur  zeigen.  —  Vergl.  Zitat  Nr.  115. 

7* 
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Versuche  za  Definitionen  derselben  aufgegeben  werden  müssen, 
sondern  auch  gezeigt,  wie  schon  ältere  griechische  Mathema- 
tiker in  Bezug  auf  die  geometrischen  Orundvorstellungen  rich- 
tigere Ansichten  gehabt  haben  als  die  späteren. 

174  p.  5.  Das  von  Dr.  L.  C.  Schulz  v.  Strafsnitzki  ver- 
fafste  Werk  scheint  die  Geometrie  auf  das  Oebiet,  dem  sie 
ihrer  Natur  nach  angehört,  nämlich  auf  das  der  Anschauung, 
verweisen  zu  wollen.  Denn  darum  dreht  sich  schliefslich 
Alles. 

i7ß  p.  5.  Giebt  die  Geometrie,  meint  Schopenhauer,  im  We- 
sentlichen eine  Einsicht  in  den  Nexus  der  Lage  der  Teile 
des  Raumes  und  ist  diese  Einsicht  nur  durch  die  Anschauung 
möglich,  so  mufs  jeder  geometrische  Satz  auf  diese  zurück- 
geführt werden,  und  der  Beweis  bestände  hiernach  blos  darin, 
dafis  man  den  Nexus,  auf  dessen  Anschauung  es  ankommt, 
deutlich  hervorhöbe. 

17«  p.  7.  Freilich  ist  hierbei  eins  zu  vermeiden,  dies,  was 
verschiedene  Mathematiker  den  Sn  eil  sehen  Schriften  zum  Vor- 
wurf gemacht  haben,  „der  blofsen  Anschauung  zu  viel  zuzu- 
weisen/' Dies  kann  nur  dann  geschehen  und  nur  in  der 
Hinsicht  hat  auch  der  gemachte  Vorwurf  Sinn,  wenn  die 
unmittelbare  Anschauung  statt  der  begrifflichen  Ver- 
mittlung in  Anspruch  genommen  oder,  was  dasselbe  ist^ 
wenn  das  Gebiet  der  Grundanschauungen  und  der  unmittelbar 
klaren  Erkenntnisse  d.  h.  der  sogenannten  geometrischen  Grund- 
sätze zu  weit  ausgedehnt  wird.  —  So  viel  ist  indessen  klar, 
dafs  die  geometrischen  Grundsätze  nur  unmittelbare  Grund- 
anschauungen sein  können,  dafs  also  kein  Satz  als  solcher 
aufgeführt   werden   kann,^)   der   entweder  als  logische  Folge 

^}  Vergl.  Eantf  Kritik  der  reinen  Yemnnfb,  p.  246:  „Man  macht 
einen  Unterschied  zwiechen  dem,  was  unmittelbar  erkannt,  und  dem, 
was  nur  geschlossen  wird.  Dafs  in  einer  Figur,  die  durch  drei  gerade 
Linien  begrenzt  ist,  drei  Winkel  sind,  wird  unmittelbar  erkannt,  dals 
diese  Winkel  aber  2  R.  gleich  sind,  ist  nur  geschlossen."  p.  619:  „Man 
kann  sich  eines  Begriffs  a  priori  mit  keiner  Sicherheit  bedienen,  ohne 
seine  transzendentale  Deduktion  zu  Stande  gebracht  zu  haben.*'  — 
p.  561:  „Denn  da  sie  (die  Mathematiker)  kaum  jemals  über  ihre  Mathe- 
matik philosophiert  haben  (ein  schweres  Geschäft),  so  kommt  ihnen  der 
spezifische  Unterschied  des  einen  Vemunftgebrauchs  von  dem  andern  gar 
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einer  Grundanschauung  zu  betrachten  ist  oder  dessen  Er- 
kenntnis etc.  eine  Vergleicliung  von  Gröäenverhältnissen,  also 
eine  wenn  auch  noch  so  einfache  Messung  voraussetzt. 

p.  9.  Betrachtet  man  hierauf  die  Figuren  im  allgemeinen,  177 
so  ist  der  einzuschlagende  Weg  im  Vorhergehenden  schon 
begründet  und  das  Erste,  was  hier  zur  Einsicht  in  die  Sache 
erfordert  wird,  ist  ein  Nachweis  der  Art  und  Weise,  wie  die 
Figuren  im  allgemeinen  und  in  besonderen  Fällen  im  An- 
schauenden entstehen.  Denn  was  sind  alle  Gestalten  der 
Geometrie  überhaupt  anders  als  Produkte  unserer  geistigen 
Thätigkeit!  . . . .,  sondern  gerade  das  Objekt  selbst  wird  durch 
das  Anschauungsvermögen  hervorgebracht. 


C.  Rethwisch,   Jahresberichte   über  das  höhere  Schul- 
wesen.   IL    1887.  —  Berlin  1888. 

Mathematik:  A.  Thaer.  —  Abteilung  B. 

p.  182.     So  allgemein  die  Notwendigkeit   dieses  Unter- 178 
richtes  anerkannt  wird  und  so  freudig  die  offizielle  Einführung 
desselben  begrüfst  wurde,  so  sehr  weichen  die  Ansichten/)  wie 

derselbe  zu  gestalten  ist,  noch  von  einander  ab Was 

fest  steht,  ist  erfreulich  genug:  Jeder  propädeutische  Unter- 
richt, wo  und  wie  er  noch  bisher  erteilt  worden  ist,  hat  gute 
Früchte  getragen. 

p.  183.    Etwas  viel,  meint  Erler,  bietet  er  überhaupt,  und  179 


nicht  in  Sinn  und  Gedanken.  Gangbare  und  empirisch  gebrauchte  Regeln, 
die  sie  von  der  gemeinen  Yernunfb  borgen,  gelten  ihnen  dann  statt 
Axiome.  Wo  ihnen  die  Begriffe  von  Raum  und  Zeit,  womit  sie  sich  (als 
der  einzigen  ursprünglichen  Quantität)  beschäftigen,  herkommen  mögen, 
daran  ist  ihnen  gar  nichts  gelegen,  und  ebenso  scheint  es  ihnen  unnütz 
zu  sein,  den  Ursprung  reiner  Verstandesbegriffe  und  hiermit  aucU  den 
Umfiuig  ihrer  Gültigkeit  zu  erforflchen.  In  allem  diesen  thun  sie  ganz 
recht,  wenn  sie  nur  ihre  angewiesene  Grenze,  nämlich  die  Natur,  nicht 
überschreiten.'* 

')  An  dieser  Stelle  werden  Diekmanns  Übungen  und  Aufgaben  aus- 
führlich besprochen  und  viele  lobende  Rezensionen  erwähnt.  Es  heilst  u.  a. : 
„Auch  die  übrigen  Anerkennungen  sind  ihm  entschieden  mehr  wegen 
«einer  Abweichungen  von  Euklid  als  wegen  seiner  Zuneigung  zu  dem- 
selben zu  teil  geworden." 
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Diekmann  giebt  das  zu/)  indem  er  für  die  DurchDahine  des 
Stoffes  noch  ein  Tertial  der  Quarta  beansprucht. 

180  p.  186.  Ein  Bedenken  mochte  aber  der  Berichterstatter 
hier  erwähnen  mit  dem  Wunsch ,  widerlegt  zu  werden:  die 
Schüler  folgen  mit  Interesse^  ja  Leidenschaft  einem  Lehrgang 
nach  Hub.  Müller,  aber  sie  vergessen  rasch  und  vollständig, 
wenn  man  nicht  in  Euklidischer,  d.  h.  mehr  oder  weniger 
willkürlicher  Verknüpfung  die  Sätze  wiederholt. 

181  p.  203.  Die  Forderung,  Geometrie  der  Lage  zu  treiben, 
findet  sich  bei  Behrle,  Kutsch  und  Schiller.  Besonders 
bemerkenswert  ist  aber  das  Eintreten  Bertrams  auf  der  Na- 
turforscherversammlung zu  Berlin  für  die  synthetische  Geo- 
metrie. „Die  Schwierigkeiten,  welche  die  synthetische  Geo- 
metrie bietet,  findet  er  hauptsächlich  in  der  Bezeichnungsart.'' 
Für  die  synthetische  Geometrie  trat  auch  Flohr  ein,  während 
Scholz  in  einem  längeren  Vortrag  die  Streichung  derselben 
zu  Gunsten  der  darstellenden  Geometrie  verlangte. 


E.  Dühring  u.  ü.  Dühring,  Neue  Grundmittel  etc. 
Leipzig  1884. 
182  p.  405.  Er  (Pascal)  meinte  nämlich^  das  Ideal  des  Wissens 
bestehe  darin,  Alles  zu  beweisen,  und  es  sei  nur  eine  Folge 
der  menschlichen  Schwäche,  dafs  die  Axiome  unbewiesen 
blieben.  Wer  sich  in  dieser  Weise  auslassen  kann,  hat  keine 
Ahnung  von  der  Natur  wahren  Wissens.  Wahrlich,  erträg- 
licher wäre  der  umgekehrte  Fehler,*)  nämlich  zu  behaupten 
die  Notwendigkeit  der  Beweise  entspräche  einer  UnvoUkommen- 


^)  Da  wir  fär  die  Ausdehnung  des  Unterrichts  noch  über  die  ganze 
Quarta  sind,  so  geht  für  uns  selbstverst&ndlich  Diekmann  nicht  zu  weit. 

')  Diese  feine  philosophische  Bemerkung  Dührings  über  die  Not- 
wendigkeit der  Beweise  kennzeichnet  in  der  That  das  Wesen  der  Axiome 
anfs  treffendste.  Sie  kann  zugleich  dazu  dienen,  unsere  Ausführungen 
über  die  Ausdehnung  der  Axiome  zu  unterstützen.  Es  steht  diese  An- 
sicht allerdings  im  schroffsten  Gegensatze  zu  den  Bestrebungen,  die 
Mathematik  auf  möglichst  wenig  Axiome  zu  begründen.  Man  könnte 
vielleicht  in  diesem  Sinne  von  einer  besonderen  Veranlagung  für  Geo- 
metrie sprechen;  je  mehr  unmittelbar  gewifs  oder  je  gröfser  die  Anzahl 
der  Axiome,  desto  grölser  die  Beanlaguug. 
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heifc  der  meDSchlichen  Einsichisart;  denn  das  Vollkommenere 
bestände  darin,  nicht  blos  die  Axiome,  sondern  alles  unmittel- 
bar, also  ohne  Beweisbedürftigkeit,  zu  wissen. 

p.  409.  Man  hat  über  das  Erfordernis  der  Anschaulich-  iss 
keit  für  den  Unterricht  die  UDrichtigsten  Lehren  yerbreitet; 
man  hat  leichte  Fafslichkeit  mit  raumlicher  Anschaulichkeit 
verwechselt,  während  doch  nur  in  den  allereinfachsten  Fällen 
das  Anschauliche  auch  zugleich  das  leicht  Faüsliche  sein  kann. 
Allerdings  bedarf  man  auch  der  räumlichen  Anschauung  als 
eines  unentbehrlichen  Ausgangspunktes;  aber  es  folgt  hieraus 
nicht,  dafs  alles  räumlich  anschaulich  werden  müsse.  Im 
Gegenteil  ist  es  ein  Vorzug,  dafs  sich  der  Verstand  von  der 
Grundlage  der  blofsen  Anschauung  bald  erheben  und  dann  auf 
eigenen  Füfsen  bewegen  kann.  Elemente  der  Geometrie  sollten 
daher  künftig  äufserst  konzentriert  ausfallen  und  immer  nur 
unter  Zuhülfenahme  von  Elementen  der  allgemeinen  Gröfsen- 
analysis,  also  in  Anknüpfung  an  gewisse  arithmetische,  alge- 
braische und  analytische  Voraussetzungen  entworfen  werden. 
Dies  steht  keineswegs  der  Wahrheit  im  Wege,  dafs,  wie  der 
Weg  der  Geschichte  selbst  gezeigt  hat,  einige  geometrische, 
ganz  einfach  anschauliche  Grundlehren  von  einer  ausgebil- 
deten Arithmetik  unabhängig  sind  und  das  Wenige  an  arith- 
metischen Einsichten,  dessen  sie  bedürfen,  unmittelbar  in 
der  geometrischen  Darstellung  gleichsam  mit  sich  führen 
können.^)  In  derartigen  letzten  Einfachheiten  ist  der  Ursprung 
der  Erkenntnis  ein  gemeinsamer  und  findet  sich  die  räumliche 
Anschauung  mit  einem  unmittelbaren  und  anschaulichen  Rech- 
nen verbunden,  welches  an  und  mit  dieser  Anschauung  ohne 
bemerkbare  Unterscheidung  yoUzogen  wird.  Die  Sonderung 
wird  erst  sichtbar,  wenn  verwickeitere  Verhältnisse  in  Frage 
kommen;  dann  mufs  sie  aber  auch  zu  einer  prinzipiellen 
Trennung  der  beiderlei  Elemente  führen. 

p.  410.    In  der  That  ist  es  eine  Rückständigkeit,  gleich  i84 
den  Griechen  in  ihrem  klassischen  Stadium,  fast  ausseht iefs- 


^)  Es  wird  also  nichts  im  Wege  stehen,  zuerst  nur  Geometrie  zu 
lehren  und  von  Arithmetik  nur  das  unmittelbar  Notwendige  ohne  be- 
sondere Lehre  in  den  Kursus  der  Qeometrie  einzuflechten. 
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licli  im  Anschauliche]]  zu  verbleiben  und  so  die  Geometrie 
zur  mafsgebeuden  Grundlage  aller  übrigen  Mathematik  zu 
machen.^)  —  ....  Trotzdem  kann  das  griechische  Beispiel  für 
den  allerersten  Unterricht  in  der  eigentlichen  Mathematik  in- 
sofern etwas  lehren ;  als  es  ... .  nützlich  sein  wird,  mit  sehr 
konzentrierten  Elementen  der  Geometrie  den  Anfang  zu 
machen.  Man  wird  auf  diese  Weise  wenigstens  eine  Ge- 
wöhnung der  Phantasie  an  die  Hervorbringung  gesetzmälsiger 
räumlicher  Gebilde  erzielen  und  dem  unentwickelten  Sinne  des 
Anfangers  gerade  in  derjenigen  Richtung  entgegenkommen, 
in  welcher  die  Stammesanlagen  der  modernen  Volker  yon 
Natur  am  wenigsten  leisten.  Es  ist  nicht  blos  die  Phantasie 
nach  Art  der  Griechen,  sondern  überhaupt  jegliches  auf  Ge- 
staltungskraft angelegte  Vorstellungsvermogen,  dem  man  mit 
der  ersten  Einführung  in  gute  geometrische  Elemente  ein 
wenig  zur  Ausbildung  verhelfen  kann.  Es  ist  sozusagen  das 
Einderstadium  der  Geistesregungen,  welches  ein  Anrecht  darauf 
hat,  nach  dem  Vorbilde  der  weltgeschichtlichen  Entwicklung 
der  Mathematik  zuerst  an  den  ihm  wahlverwandten  Elementen 
der  Geometrie  gefordert  zu  werden.     Die  allgemeine  Gr5Isen- 


')  Diese  Bemerkungen  Dührings  tr^fiPen  offenbar  nicht  den  Unter- 
richt an  den  höheren  Lehranstalten,  sondern  beziehen  sich  auf  das  Sta- 
dium an  den  Universitäten.  Auf  der  Schule  mnfs  entschieden  die  Geo- 
metrie den  Mittelpunkt  des  mathematischen  Unterrichts  bilden  und  den 
überwiegenden  Teil  der  zu  Gebote  stehenden  Zeit  einnehmen.  Es  geht 
dies  auch  ans  den  folgenden  Ausführungen  D's.  hervor.  Ich  benatze 
übrigens  gern  diese  Gelegenheit,  am  meinen  Standpunkt  noch  einmal 
kurz  zu  präzisieren  und  etwaigen  MiÜBdeatongen  vorza beugen:  Der  ma- 
thematische Unterricht  mufs,  wenn  er  mit  Erfolg  erteilt  werden  soll,  an 
Bekanntes  anknüpfen,  und  das  sind  die  Raamanschanungen,  die  nur  zum 
Bewufstsein  gebracht  werden  müssen.  Deshalb  mufs  der  mathematische 
Unterricht  mit  der  Geometrie  beginnen  und  in  ihr  aach  während  der 
ganzen  Schulzeit  seinen  hervorragenden  Stützpunkt  finden.  Daza  kommt, 
dafs  die  Geometrie  auch  schon  auf  der  Schule  zu  einem  gewissen  Ab- 
schlufs  gebracht  werden  kann.  Der  Wert  der  Arithmetik  wird  selbst- 
verständlich dadurch  gar  nicht  getroffen. 

„'O  9'66g  agi^nfiT^ieil  lautet  ein  verbürgter  Ausspruch  von  Gauss. 
Die  Mathematik  ist  nach  seiner  Überzeugung  die  Königin  der  Wissen- 
schaften und  die  Arithmetik  die  Königin  der  Mathematik.** 

Schwering,  Aufgaben  und  Anschauung.    Coesfeld,  1889. 
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analysis  ist  eine  Abstraktion  von  der  Gattungsbestimmtheit 
der  verschiedenen  wirklich  Yorhandenen  Grolsen,  und  diejenige 
Art  von  wirklichen  Grofsen,  an  welche  zuerst  anzuknüpfen  ist, 
findet  sich  eben  im  Gebiet  räumlicher  Gebilde. 

p.  419.  Diese  geometrischen  Zurüstungen  auf  ein  ge-i85 
ringstes  Mafs  zuzückzuführen,  diesem  notwendigen  Mafs  aber 
dann  auch  sein  volles  Recht  widerfahren  und  hier  die  An- 
schaulichkeit gehörig  walten  zu  lassen,  ist  Angesichts  des 
modernen  Zustandes  der  Mathematik  ein  Erfordernis  strenger 
Wissenschaftlichkeit. 


Schwering/)  Aufgabe  und  Anschauung.  Coesfeld  1889. 
Progr. 

p.  4.  Eins  der  thörichtsten  und  darum  gerade  dem  grofsen  186 
Haufen  der  Halbgebildeten  am  meisten  mund-  und  ohrgerechten 
Vorurteile  ist  jenes,  es  sei  für  die  Hervorbringung  genügender 
Leistungen  in  der  Mathematik  eine  besondere  Veranlagung 
erforderlich.  Die  Zerstörung  dieses  lächerlichen  Aberglau- 
bens ist  vor  allem  der  Schule  zu  danken.')  In  wahrem  Sieges- 
flage  hat  die  Überzeugung  von  der  Notwendigkeit  des  An- 
schauungsunterrichts und  von  der  Unentbehrlichkeit  des  Auf- 
gabenlösens  in  den  beteiligten  Kreisen  Platz  gegriffen. 

p.  5.     Man   braucht  nur   die    beiden   Grundsätze:   ,,Deri87 
Unterricht  muls  anschaulich  sein^  und  ,^Die  Aufgabe  ist  Ziel 
und  Zweck  der  mathematischen  Ausbildung''  auf  das  bestimmte 
Gebiet  der  Stereometrie  anzuwenden.*) 

p.  5.    Man  hat  in  neuerer  Zeit  in  einseitigem  Doktrinaris-  iss 
nitts  die    alte  Einteilung   der  Geometrie   in  Planimetrie    und 

^  Besprochen  von  Cantor  in  der  ZeitBChrift  für  Mathematik  nnd 
Physik.   35.  Jahrg.    1.  Heft   p.  36. 

*)  Die  Schale  bat  nach  meiner  Ansicht  damit  nur  ihre  Pflicht  und 
Schuldigkeit  gethan,  denn  von  wem  anders  gingen  die  Ursachen  ans  zu 
der  früheren  Annahme  einer  besonderen  Begabung,  als  von  der  Schale, 
die  durch  ihre  Methode  dieses  Vornrteil  hervorrief  und  befestigte. 

^  Dieses  sind  in  der  That  die  beiden  Grandsätze  alles  geometrischen 
Unierrichies:  der  letstere,  der  im  arithmetischen  Unterricht  schon  immer 
Geltong  gehabt  bat,  wird  hoffentlich  durch  die  Bestrebungen  der  neueren 
Zeit  auch  im  geometrischen  allgemein  anerkannt. 
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Stereometrie  bemängeln  wollen.  Gewifs  bildet  die  Planimetrie 
nur  einen  Teil  der  Stereometrie;^)  aber  dieser  Teil  ist,  wie 
mit  Recht  bemerkt  worden  ist,  so  umfangreich,  dafs  durch 
ihn  die  stereometrischen  Betrachtungen  nicht  auseinander  ge- 
rissen werden  dürfen« 

1S9  p.  11.  Dahin  gehört  ferner  eine  gewisse  Abneigung  gegen 
den  indirekten  Beweis,  den  man  mit  Berufung  auf  ein  Witz- 
wort Schopenhauers  als  „Mausefallenbeweis''  zu  brand- 
marken bestrebt  ist.^)  Gewifs,  Schopenhauer  war  ein  geist- 
reicher Schriftsteller  und  hat  es  in  seiner  Philosophie  fertig 
gebracht,  mit  mehr  Geschick  als  mancher  andere  die  wirk- 
liche Welt  auf  den  Kopf  zu  stellen.  Daraus  folgt  aber  noch 
keineswegs,  dafs  er  verdient,  in  Fragen  der  mathematischen 
Didaktik  als  Kenner  gehört  zu  werden. 

190  p.  11.  Die  von  uos  entwickelten  Ansichten  stechen  durch 
ihre  Nüchternheit  und'  durch  das  Festhalten  an  altbewährten 
Grundsätzen  sehr  prosaisch  ab  gegen  manche  kühne  Gedanken 
der  Neuerer.  Soll  aber  der  gegenwärtige,  unserer  Meinung 
nach  im  ganzen  sehr  günstige  Stand  des  mathematischen 
Unterrichts  erhalten  bleiben,^)  soll  die  Mathematik  als  prakti- 
sche Schule  des  Denkens,  als  Schlüsselbewahrerin  zum  Zauber- 
reiche der  Naturwissenschaften  sich  die  Beachtung  und  Pflege 
unserer  gebildeten  Yolksklassen  erhalten,  dann  hat  die  Schule 

*)  So  sehr  auch  vom  wissenschaftb'chen  Standpunkt  eine  einheitliche 
Behandlang  von  Planimetrie  und  Stereometrie  gerechtfertigt  erscheint, 
so  wenig  ist  dieses  Prinzip  in  der  Schule  angehracht.  Übrigens  ist  auch 
in  der  höheren  Geometrie  z.  B.  der  analytischen  eine  getrennte  Behand- 
lung der  ebenen  und  räumlichen  Geometrie  allgemein  üblich. 

*)  Ich  habe  den  Eindruck  gewonnen,  als  wenn  der  S  c ho  penh an  ersehe 
Ausdruck  nicht  allein  auf  den  indirekten  Beweis  gemünzt  sei,  sondern 
in  erster  Linie  der  dogmatischen  Behandlung  des  Beweises  flberhanpt 
gelte.  Schopenhauer  hat  auch  wohl  nicht  als  mathematischer  Didak- 
tiker auftreten  wollen,  sondern  nur  aus  der  Mathematik  prägnante  Bei- 
spiele für  seine  philosophischen  Erörterungen  entnommen. 

')  Sollte  der  „im  ganzen  sehr  günstige  Stand  des  mathematischen 
Unterrichts"  nicht  aus  einer  zu  optimistischen  Beurteilung  herrühren? 
Die  üherwiegende  Verbreitung  alter,  viel  bekämpfter  Lehrbücher,  sowie 
die  Schwierigkeiten,  die  der  Einführung  von  Büchern,  wie  des  von 
Hubert  Müller  z.  B.,  erwachsen,  geben  in  dieser  Hinsicht  doch  sn 
denken, 
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sich  vor  dem  unbesonnenen  Drängen  der  Neuerer  ebenso  vor- 
sichtig zu  hüteU;  wie  vor  dem  Zurücksinken  in  die  platte 
Auswendiglernerei  früherer  Zeiten. 


Paulj;   Der   erste   Jahreskursus    des   plan.   Unterrichts. 
Progr.    Andernach  1889. 

p.  4.  Das  bekannte  Verfahren  des  Aufeinauderlegens  undioi 
die  Art  und  Weise,  wie  die  in  der  Hypothesis  angeführten 
Stöcke  der  Reihe  nach  zur  gegenseitigen  Deckung  gelangen . . ,/) 
dies  alles,  was  ja  erst  nachher  im  Beweise  zur  ausführlichen 
Darstellung  gelangen  soll,  ist  oft  im  Verstände  des  Schülers 
ein  einziger  Schlufs,  der  sich  aus  der  klaren  räumlichen  Vor- 
stellung der  in  der  Hypothesis  angegebenen  Bedingungen  fast 
unmittelbar  vollzieht. 

p«  11.    Ich  wende  mich  nun  gegen  die  Unsitte,  dem  Lehr- 102 
buche  der  Planimetrie  eine  Art  von  philosophischer  Grund- 
lage zu  geben.   Bekanntlich  erfahrt  der  Quartaner  schon  gleich 
in  den  ersten  Lehrstunden,')  daiüs  das  Ganze  grolser  ist  als  ein 

Teil  desselben Wird  es  mir  zugestanden,   dafs  solche 

Prinzipien  philosophischer  Natur  sind,  ....  so  folgt  schon 
daraus,  dafs  sie  als  einer  anderen  Wissenschaft  angehörig  aus 
dem  Lehrbnche  der  Planimetrie  entfernt  werden  müssen.    Hält 


*)  Es  scheint,  als  wenn  immer  mehr  die  Ansicht  an  Verbreitung  ge- 
winnt, die  die  Eongruenzsätse  verbannt  wissen  will  und  an  deren  Stelle 
vier  Grnndaufgaben  setzt  mit  Lösungen,  deren  Eindeutigkeit  a  priori 
erkannt  wird.  Die  vorliegende  Abhandlung  leidet  übrigens,  wie  mir 
scheint,  an  einer  gewissen  Einseitigkeit:  die  Vorarbeiten  sind  za  wenig 
berücksichtigt. 

')  Ich  sehe  nicht  recht  ein,  gegen  was  Pauly  hier  vorgeht.  Die 
Erörterung  der  Grundbegriffe  kann  doch  nicht  vollständig  ausgemerzt 
werden.  An  welcher  Stelle  sollen  aber  dann  diese  Betrachtungen  ein- 
geflochten werden?  Dabei  ist  zu  bedenken,  dafs  die  Lehrbücher  der 
Planimetrie  meistens  so  eingerichtet  sind,  dafs  sie  für  alle  Klassen  ge- 
braucht werden.  Übrigeas  steht  es  ja  jedem  Lehrer  frei,  von  diesen 
philosopischen  Erörterungen  so  viel  oder  so  wenig  zu  geben,  als  er  für 
angemessen  hfilt.  Es  giebt  doch  Gebiete,  wo  Philosophie  und  Mathe- 
matik nicht  SU  trennen  sind;  sollen  diese  deshalb  aus  der  Mathematik 
entfernt  werden,  so  würde  man  sie  mit  demselben  Rechte  aus  der  Phi- 
losophie weisen;  aber  wohin  dann  damit? 
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man  mir  aber  das  mathematische  Gewand  entgegen,  in  wel- 
ches einige  dieser  Axiome  eingekleidet  sind,  ....  so  sehe  ich 
noch  keinen  Grund;  warum  gerade  das  Lehrbuch  der  Plani- 
metrie diese  Beigabe  bekommen  soll,  während  das  Lehrbuch 
der  Algebra,  welche  Wissenschaft  sich  ebenso  häufig  auf  die 
genannten  Grundsätze  stützt,  derselben  nicht  zu  bedürfen 
scheint. 

193  p.  11.  Auch  bin  ich  keinen  Augenblick  im  Zweifel,  dafs 
die  oben  berührten  in  ein  mehr  mathematisches  Gewand  ein- 
gekleideten Axiome  aus  dem  Lehrbuche  des  Quartaners,  so- 
wie auch  aus  dem  Schulunterricht  überhaupt  zu  entfernen 
sind.^)  Zunächst  ist  es  nicht  notig,  dem  Knaben  Axiome  noch 
besonders  mitzuteilen,  denn  sie  bilden  einen  angeborenen  Teil 
seiner  Erkenntnis,  von  welchem  er  unbewufste  Anwendung 
macht  und  bereits  gemacht  hat,  seitdem  er  denken  lernte. 
Es  ist  eigentlich  eine  wunderliche  Sache,  dais  ein  Schüler  die 
Grundsätze,  die  ihm  eingeboren  sind,  an  einer  höheren  Lehr- 
anstalt auch  noch  nachträglich  auswendig  lernt Sprach- 
liche Formen  für  diese  Axiome  darf  er  nicht  kennen  lernen, 
die  Anwendung  derselben  darf  nur  eine  unbewufste  sein. 

104  p.  13.    Nach  dieser  Erörterung  über  die  Methode  des  Vor- 

trags planimetrischer  Sätze  kehren  wir  wieder  zur  Einleitung  der 
Lehrbücher  zurück  und  richten  unsere  Aufmerksamkeit  auf  das,^) 
was  uns  aufser  den  besprochenen  philosophischen  Prinzipien 
noch  sonst  bemerkenswert  erscheint.  Zunächst  fallt  uns  die 
grofse  Menge  von  Definitionen  auf.     Man  definiert  z.  B.  fol- 


^)  Diese  Fordemng  ist  doch  ganz  unberechtigt.  Niemand  wird  be- 
zweifeln, dafs  diese  Grundsätze  eine  Erkenntnis  a  priori,  eine  angeborene 
Erkenntnis  sind  —  sonst  wären  es  eben  keine  Grundsätze  — ,  aber  diese 
Grundsätze,  die  unbewufst  im  Verstände  des  Schülers  vorhanden  sind, 
müssen  geweckt,  müssen  zum  BewuTstsein  gebracht  werden.  Von  einem 
Auswendiglernen  darf  dabei  natürlich  nicht  die  Bede  sein.  Der  mathe> 
matische  Unterricht  soll  ja  gerade  das  folgerichtige  Denken  zu  einer 
Sache  des  Bewufstseins  machen. 

*)  Was  ich  schon  oben  gesagt,  kann  ich  hier  wiederholen.  Wir 
haben  in  der  Hauptsache  Lehrbücher  der  Planimetrie,  die  nicht  in  Kurse 
für  die  einzelnen  Klassen  geteilt  sind.  Aulserdem  ist  klar,  dala  eine 
Reihe  von  Begriffen  erklärt  werden  mufs;  es  ist  gewissermafsen  das 
Handwerkszeug  zur  Arbeit. 
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gende  Begriffe:  Grundsatz  (Axiome),  Lehrsatz  (Theoreme),  Er* 
klärung  oder  Definition  etc.  etc.  Ich  bin  überzeugt,  dafs  die 
Lehrer  der  Mathematik  über  solche  Dinge  einfach  hinweg- 
gehen, wenigstens  im  ersten  Unterrichte;  dann  ist  es  aber 
mindestens  überflüssig,  dieselben  in  den  für  den  Quartaner  be- 
stimmten Leitfaden  aufzunehmen.  Einige  Lehrbücher  suchen 
dem  Schüler  schon  in  der  Einleitung  das  Objekt  der  mathe- 
matischen Wissenschaften  und  die  Einteilung  derselben  klar 
zu  machen.^) 

p.  14.    Nach    meiner  Ansicht   ist   es  vollständig  ausrei-i96 
chend,  mindestens   fttr  das  erste  Lehrjahr,   wenn  die  Schüler, 
statt  etwa  die  Definition  für  Nebenwinkel  hersagen  zu  können,^) 
stets  auf  Geheifs   des  Lehrers  ein  Paar  Nebenwinkel    an  die 

Tafel  zeichnen  ....  können —  Eine  solche  gemilderte 

Praxis  ist  ferner  für  das  ganze  Gebiet  des  ersten  Jahreskursus 
überhaupt  zu  befolgen. 

p.  15.  Zunächst  halte  ich  es  für  wünschenswert,  dafs  dieiee 
sogenannten  propädeutischen  Übungen,  deren  Wert  in  den 
letzten  Jahren  eine  erfreuliche  Anerkennung  gefunden  hat, 
nicht  nur  vor  dem  planimetrischen  Unterrichte,  sondern  auch 
während  desselben  eine  geeignete  Berücksichtigung  finden, 
and  zwar  in  der  Art,  dafs  man  gewissen  Lehrsätzen  bestimmte, 
für  den  speziellen  Satz  berechnete  Übungen  unmittelbar  vor- 
angehen lälsi 

p.  16.  Der  andere  Vorschlag,  den  ich  dem  Lehrer  deri97 
Mathematik  noch  zur  Beurteilung  anheim  stellen  möchte,  geht 
dahin,  beim  ersten  planimetrischen  Unterrichte,  wo  nur  immer 
möglich,  auf  Verhältnisse  des  Lebens  und  der  Natur,  oder 
auf  die  technische  Verwendung  der  Mathematik  Bezug  zu 
nehmen Auf  diese  Weise  gründet  man  den  blofs  theo- 


^)  Wer  wollte  leugnen,  dafs  man  hier  zu  weit  gehen  kann?  Aber 
im  Ernst  kann  doch  nicht  verlangt  werden,  das  Objekt  des  geometrischen 
Unterrichts  nicht  gleich  anfangs  festzustellen. 

*)  Hier  stimme  ich  im  wesentlichen  mit  Paaly  überein.  Aber  ich 
glaube,  dafs,  wenn  ein  Schüler  Nebenwinkel  z.  6.  zeichnen  kann,  er  auch 
leicht  dahin  gebracht  werden  kann,  das  Charakteristische  derselben  mit 
Worten  anzugeben.  Der  Unterricht  dürfte  sonst  wohl  auch  leicht  nicht 
seinen  vollen  Zweck  erreichen. 
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retischen  Vortrag  der  Aufgabe  auf  die  feste  Grundlage  eine» 
praktischen  Nutzens^  und  ein  Versuch  wird  zeigen,  wie  die» 
allein  schon  im  stände  ist,  freudige  Wissbegierde  hervoi-zu- 
rufen. 


H.  Müller,  Über  den  ersten  planimetrischen  Unterricht. 
—  Progr.  Charlottenburg  1889. 
108  p.  1.  Ungleichmäfsiger  Fleifs  und  zeitweiser  Mangel  an 
Aufmerksamkeit  rächt  sich  in  keinem  Unterrichtsgegenstande 
gleich  stark  wie  in  der  Mathematik/)  weil  in  anderen  Wissens- 
zweigen bei  unvollständiger  Kenntnis  des  Vorhergehenden  wohl 
noch  vieles  verstanden  werden  kann,  während  in  der  Mathe- 
raatik  das  Folgende  dunkel  bleiben  mufs,  wenn  das  Voraus- 
gegangene nicht  klar  erfafst  ist. 

199  p.  2.  Das  Lehrverfahren  mufs  danach  eingerichtet  wer- 
den, dafs  schon  in  den  ersten  Anfangen  mit  dem  Gewinn  an 
Wissen  auch  die  Fähigkeit  erreicht  wird,  das  gewonnene  Wissen 
anzuwenden,  damit  das  natürliche  Interesse  an  dem  neuen 
Lehrstoff  nicht  nachläfst,  sondern  durch  die  Freude  am  Können 
gesteigert  wird. 

200  p.  2 es  wird  zu  wenig  Rücksicht  darauf  genommen, 

dafs  der  Schüler  beim  Unterricht  praktisch  mitarbeiten,  dafs 
er  an  der  Entwicklung  des  Lehrstoffs  regen  Anteil  nehmen 
und  zum  Aufbau  des  Systems  die  Bausteine  selber  aufsuchen 
mufs;^)  es  wird  ferner  auf  die  Ausbildung  der  Anschauungs- 
thätigkeit  nicht  das  nötige  Gewicht  gelegt.  Dadurch,  dafs 
Sätze  und  Beweise  in  fertiger  Form  gegeben  sind,  wird  der 
natürliche  Hang  des  Schülers,  lediglich  mit  dem  Gedächtnis 
zu  arbeiten,  in  der  bedenklichsten  Weise  unterstützt  .... 

201  p.  2.     In   erster   Linie   mufs   die   Anschauungsthätigkeit 


*)  Dies  ifit  ein  Hauptpunkt,  der  gar  nicht  dringend  genug  betont 
und  in  den  Vordergrund  gestellt  werden  kann. 

*)  Dafs  diese  Schäden  schon  lange  erkannt  sind,  geht  ans  den  Be- 
strebungen der  mathematischen  Lehrer  genügend  hervor.  Die  heuri- 
stische Methode  nnd  in  Verbindung  mit  ihr  die  genetische  sind  ja  aus 
der  Bekämpfung  der  berfihrten  Schäden,  einer  Folge  der  dogmatischen 
Behandlung,  heirorgegangen. 
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e ...  anfs  sorgfaltigste  gepflegt  werden,  damit  der  Schüler  es  lernt, 

■\r  i  die  Beziehungen  zu  sehen,  von  denen  gesprochen  wird. 

pv  .         p.  3.     Von   herrorragender   Wichtigkeit   ist   naturgemäfssos 

i  der  erste  planimetrische  Unterricht,  der  den  Schüler  mit  einer 

'  Terhältnismäfsig  grofsen  Anzahl  neuer  Begriffe  bekannt  machen 

'und  den  jugendlichen  Geist  an  die  ihm  fremde  Methode  der 

rr   Entwicklung    mit   ihrer    strengen  Folgerichtigkeit  gewohnen 

soll 

^  p.  3.     In  der  letzten  Zeit  hat  nun  der  Streit  der  Mei-sos 

:     nungen,  ob  die  Schulgeometrie  noch  Euklidisch  betrieben  wird 

. .  oder  nicht,  ob  die  Grundlagen  des  Euklidischen  Systems  mit 

den  heutigen  Anforderungen  noch  vereinbar  sind,  oder  ob  auf 

neuen  Fundamenten  die  Aufstellung  eines  neuen,  in  sich  selbst 

harmonischen  Baues  erstrebt   werden  soll,  das  Interesse   der 

i  Fachgenossen    in    ganz   besonderem   Mafse   in    Anspruch   ge- 

•  nommen 

Brunn,  Ein  Beitrag  zur  Behandlung  planimetrischer  Eon- 
siruktionsaufgaben  im  Anfangsunterricht.  —  Progr.  Husum  1888« 

p.  1.  Gegenwärtig  ist  fast  allgemein  die  Ansicht  yer-204 
lassen,  die  den  planimetrischen  Eonstruktionsaufgaben  kaum 
einen  Platz  im  Unterrichte  gönnen  wollte,  weil  der  Mangel 
allgemeiner  Methoden  die  Lösung  solcher  Aufgaben  zu  einer 
Art  Yon  Rätselraten  mache  und  eine  gewisse  Findigkeit  der 
Schüler  voraussetze. 


Bohle,    Der    vorbereitende    geometrische   Unterricht   in 
Quinta.  —  Progr.    Crefeld  1889, 

p.  3.    Die  Forderung,  alles   Wissen  auf  Anschauung  zu206 
begründen,  ist  seit  Pestalozzi  die  Grundlage  der  Pädagogik 
geworden. 

p.  4.    Die  Geometrie  arbeitet  sofort  mit  sehr  abstrakten  sog 
und   scharf  bestimmten  Begriffen,  ehe  der  jugendliche  Geist 
dieselben  anschaulich   geläufig  hat.^)  ....     Was  der  Schüler 

*)  Mit  bestimmten  Begriffen  ja,  aber  mit  sehr  abstrakten  nnr  in  ge- 
wisser Besiehnng.  Was  der  Schüler  für  den  Geometrieunterricht  mit- 
bringt, darf  nicht  unterschätzt  werden  and  erhebt  sich  su  seiner  vollen 
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selbst   fär  den  Geometrie -Unterricht  mitbringt ^   ist  von  ge- 
ringer Bedeutung. 

207  p.  4.  Durch  diese  fortwährende  Beschäftigung  mit  geeig- 
neten Zeichnungen  wird  der  Vorbereitungskursus  auf  die  Aus- 
bildung des  Anschauungsyermogens,  also  der  Fähigkeit  des 
Geistes  sich  schnell  und  leicht  in  die  verschiedensten  Lagen- 
beziehungen geometrischer  Figuren  hinein  zu  finden,  fordernd 
wirken.  Wie  wichtig  diese  Fähigkeit  ist  und  wie  vielen 
schwächeren  Schülern  sie  fehlt,  kann  man  auf  jeder  Stufe  des 
mathematischen  Unterrichts  beobachten. 

208  p.  5.  Dem  An^ger  erscheint  es  höchst  überflüssig,  für 
dasjenige,  was  ihm  anschaulich  durchaus  klar  ist,  einen  Be- 
weis zu  geben  ....  Er  sieht  mit  einer  gewissen  Überzeugung 
durch  unmittelbare  Anschauung  ein  und  dies  genügt  ihm. 

200  p.  6.  In  Bezug  auf  das  erstgenannte  Ziel,  nämlich  die 
Einführung  des  Schülers  in  das  Gebiet  der  geometrischen  Ge- 
bilde und  Begriffe,  ist  es  einleuchtend,  dafs  methodisch  durch- 
aus anders  verfahren  werden  mufs  als  beim  wissenschaftlichen 
Unterricht. 
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I.  Teil. 


Die  geometrischen  Grundbegriffe. 


^ 


I.  Kapitel. 

Der   Baum. 

Die  Geometrie  ist  die  Lehre  von  den  Gebilden  im  Räume, 
wenn  auf  alle  sinnlich  wahrnehmbaren  Eigenschaften  der- 
selben kein  Gewicht  gelegt  wird  und  nur  der  Teil  des  Baumes, 
den  sie  durch  ihre  Gröfse,  Gestalt  und  Lage  einnehmen,  in 
Betracht  kommt. 

Der  Ausdruck  ,,Raumgebilde  oder  raumliche  Gebilde'^ 
scheint  sich  immer  mehr  einzubürgern;  auch  verdient  er  vor 
dem  früher  üblichen  ,,Raumgröfse''  entschieden  den  Vorzug,  da 
sofort  zu  erkennen  ist,  dais  wir  es  mit  eigentümlichen  nur  im 
Räume  möglichen  Gegenständen  zu  thun  haben,  für  die  der 
Name  „Gröfse^'  schlechtweg  leicht  zu  Mifsverständnissen  oder 
falscher  Auffassung  führen  konnte.^)  Auch  war  ja  eines  der 
räumlichen  Gebilde  bei  dieser  Bezeichnung  nach  allgemeiner 
Annahme  ausgeschlossen:  der  Punkt,  dessen  Begri£f  wir  that- 
sächlich  mit  dem  Begriff  der  Grofse  auf  keine  Weise  vereinigen 
können;  aber  bei  genauerer  Betrachtung  erweisen  sich  ja  auch 
schon  Flächen  und  Linien  dadurch,  dafs  sie  das,  was  zu  einer 
wirklichen  Baumgrölse  d.  h.  einem  Körper  gehört,  teilweise 
negieren,  als  —  wenn  man  überhaupt  noch  den  Namen  „Gröfse'^ 
gelten  lassen  will  —  jedenfalls  „Gröfsen  von  ganz  besonderer 
Art'^  Man  vergleiche  die  Ausführungen  über  Körper,  Flächen 
und  Linien  etc.  im  Kapitel  III. 

Betrachten  wir  nun  ein  geometrisches  Gebilde,  so  fallt 
selbstverständlich  alles,  was  sich  auf  die  Lage  bezieht,   aus 

*)  Vergl.  Kr  nee:  Elemente  der  Geometrie: 

,,Die  geometrischen  QrÖfsen  unterscheiden  sich  von  den  Übrigen 
Gröfsen  dadurch,  dals  an  ibnen  als  eine  wesentliche  Eigenschaft  der 
Begriff  der  Lage  haftet."  —  H.  Z.  VU.  p.  212. 
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der  Betrachtung  aus;  denn  erst  wenn  wir  mehrere  —  min- 
destens zwei  —  Gegenstande  in  unserer  Vorstellung  verknüpfen, 
kommt  der  Begriff  der  Lage  zur  Existenz  —  die  Beziehung 
auf  das  betrachtende  Subjekt  erzeugt  für  sich  noch  nicht  den 
Begriff  der  Lage,  —  obwohl  eine  Zweiheit  yorhanden  ist  — 
sondern  erst  die  Beziehung  von  mindestens  zwei  Objekten 
auf  einander,  da  das  betrachtende  Subjekt  ja  seinen  Ort  be- 
liebig wählen  resp.  verändern  kann,  ohne  dafs  dadurch  die 
Lage  des  betrachteten  Objekts  irgendwie  beeinflufst  wird. 

Die  Begriffe  der  Gröfse  und  Gestalt  lassen  sich  noch  ver- 
einigen in  dem  Begriff  der  Ausdehnung  überhaupt;  wir  würden 
dann  die  Grofse  als  das  Wieviel  der  Ausdehnung,  die  Gestalt 
als  das  Wie  (die  Art)  der  Ausdehnung  bezeichnen  müssen. 
Beide  sind  von  einander  vollständig  unabhängig  und  können 
auch  getrennt,  jeder  für  sich,  in  Betracht  kommen,  ohne  dafs 
dadurch  die  Betrachtung  falsch  wird.  Zur  vollständigen  Kenntnis 
aber  eines  bestimmten  Raumgebildes  sind  beide  vereint  uner- 
lälslich. 

Aus  der  Abstraktion  von  allen  sinnlich  wahrnehmbaren 
Eigenschaften  geht  hervor,  dafs  wir  ein  geometrisches  Raum- 
gebilde in  keiner  Weise  darstellen  können,  dafe  es  ein  reines 
Erzeugnis  unseres  Denkens  ist.  Wenn  wir  uns  dieselben  trotz- 
dem sinnlich  wahrnehmbar  konstruieren,  so  darf  nie  vergessen 
werden,  dafs  wir  es  nur  mit  Bildern  —  und  zwar  genau  ge- 
nommen, bei  möglichst  sorgfältiger  Nachbildung  doch  nur 
sehr  unvollkommenen  Bildern  zu  thun  haben.^)  Jedoch  sind 
auch  diese  unvollkommenen  Bilder  geeignet,  unsere  Vorstellung 
zu  unterstützen  und  durch  äufsere  Anschauung  die  innere,  rein 
geistige  Anschauung  oder  Vorstellung  zu  bilden  und  zu  üben. 

Einen  durch  Abstraktion  erhaltenen  Raum  teil  nennen  wir 
einen  geometrischen  Körper  oder  kurzweg  einen  Körper,  deren 


')  Yergl.  weiter  imten  Kap.  ni.  Doch  soll  auch  hier  schon  gani 
besonders  darauf  hingewiesen  werden,  dafs  eine  solche  Nachbildnng 
überhaupt  nur  möglich  ist  für  Körper,  undenkbar  aber  für  alle 
anderen  Bautngebilde;  nur  Körper  können  wir  uns  bildlich  darstellen, 
weder  Flächen,  noch  Linien  und  Punkte:  denn  auch  bei  ihrer  Darstellung 
—  ja  es  ist  wohl  auch  gestattet  zu  sagen  Yorstellung  —  handelt  es 
sich  in  der  That  um  Darstellung  von  Körpern. 
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Substrate  in  der  siBnlichen  Wahrnehmung  die  physikalischen 
Körper  der  uns  umgebenden  Aufsenwelt  sind.^) 

Da  wir  7on  allen  rein  physikalischen  Eigenschaften  ab- 
strahieren^ so  verlieren  auch  die  Gesetze,  denen  die  physika- 
lischen Korper  unterworfen')  sind,  für  die  geometrischen  Körper 
ihre  Gültigkeit,  vor  allen  Dingen  das  Gesetz  der  Undurch- 
dringlichkeit; wir  können  uns  demnach  die  räumlichen  Gebilde 
der  Geometrie  in  beliebiger  Anzahl  an  derselben  Stelle  des 
Raumes  denken. 

Der  Raum  selbst  mufs  im  Unterricht  —  im  Anfang  wenig- 
stens —  als  a  priori  gegeben  angesehen  werden  und  ohne  ein- 
gehende Erörterung  bleiben,  da  der  Schüler  durch  philoso- 
phische Betrachtungen  über  den  Raum  nur  verwirrt  werden 
würde.^)  Jedoch  darf  auch  keine  Unklarheit  in  irgend  einer 
Beziehung  zurückbleiben,  besonders  müssen  die  Eigens  chaften 
des  Raumes  erwähnt  und  dem  Verständnis  der  Schüler  nahe 
gebracht  werden. 

Man  wird  demgemäfs  bei  der  ersten  Erklärung  am  besten 
den  Kantschen  Weg  einschlagen  und  zu  dem  Begriff  des 
Raumes  gelangen,  indem  man  von  allen  Gegenständen  der 
Aufsenwelt  —  wobei  ganz  besonders  auch  der  Luft  als  eines 
Körpers  Erwähnung  zu  thun  ist  —  abstrahiert  resp.  alle  hin- 
weg  denkt    Das,  was  dann  in  unserer  Vorstellung  übrig  bleibt. 


*)  Ich  habe  hier  den  Auidmck  phyBikalischer  Körper  als  den  all- 
gemeineren gewählt.  Im  Unterricht  wird  man  zwischen  natürlichen 
und  künstlichen  Körpern  unterscheiden  resp.  auf  den  Unterschied 
zwischen  beiden  hinweisen  müssen.  Als  Beispiele  für  die  ersteren  können 
Früchte  aller  Art,  Eier  etc.  genannt  werden,  als  Beispiele  der  zweiten 
Art  dienen  n.  a.  alle  Gegenstände  des  Lehrzimmers. 

*)  Ich  bin  mir  wohl  bewufst,  dals  dieser  Ausdrack  nicht  besonder» 
glücklich  gew&hlt  ist,  habe  ihn  aber  doch  seiner  Kürze  wegen,  und  da 
er  wohl  auch  von  den  Lesern  nicht  mifsverstanden  werden  wird,  bei- 
behalten. 

')  Vergl.  H.  Z.  I.  p.  228.  —  J.  Kober,  Über  die  Definitionen  der  geo- 
metrisohen  6rundbegri£Ee. 

p.  286:  „Man  geht  aus  von  dem  in  jedem  menschlichen  Geiste  vor- 
handenen Begriffe  des  Baumes  (ohne  Definition)/' 

„Oder  man  geht  umgekehrt  vom  Punkte  aus  (der  nicht  definiert 
wird)  und  nennt  den  Weg  (die  Spur)  eines  bewegten  Punktes  Linie  etc." 
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ist  der  Raum;  ohne  dafs  hier  auf  die  Eantsche  Begründung 
des  Baumes  als  eines  Begriffes  a  priori  —  der  Form  unserer 
äufseren  Wahrnehmung  —  eingegangen  wird,  soll  nur  her- 
vorgehoben werden,  dafs  in  der  Thai  der  Raum  nicht  unab- 
hängig vom  Subjekt  gedacht  werden  kann;  indem  wir  alle 
Gegenstände  hin  wegdenken,  bleiben  wir  selbst  doch  übrig, 
d.  h.  wir  können  eben  nur  alle  Gegenstände  mit  Ausnahme 
unserer  selbst  hin  wegdenken.^) 

Der  auf  diese  Weise  leer  gedachte,  nicht  wahrnehmbare 
Platz  der  wahrnehmbaren  Erscheinungen  der  Aufsenwelt,  der 
Körper,  der  vor  den  Gegenständen  und  unabhängig  von 
ihnen  in  unserer  Vorstellung  vorhanden,  auf  dessen  Vorhan- 
densein die  Möglichkeit  des  Neben-  und  Auseinander  der  Körper 
beruht,  ist  der  Raum. 

Seine  Eigenschaften  sind:  1)  Unbegrenztheit^  die  beim 
Räume  selbst  mit  Unendlichkeit  identisch  ist;^)  2)  Stetigkeit; 

3)  Gleichartigkeit. 

— k- — 

^)  Vergl.  Bartholomäi,  Zehn  Vorlesungen  etc. 

p.  15:  „Es  ist  nämlich  noch  nicht  ausgemacht,  ob  die  Vorstellung 
des  allgemeinen  Baumes  existieren  würde,  wenn  keine  Dinge  wären. 
Wir  stellen  uns,  um  hierüber  Aufschlufs  zu  erhalten,  eine  von  aller  Welt 
isolierte  Intelligenz  vor.  Diese  sieht  nichts,  hört  nichts,  nimmt  gar  nichts 
wahr  und  hat  nichts  zu  denken.  Wie  soll  sie  unter  solchen  Umständen 
das  Leere  wahrnehmen,  anschauen  oder  ersinnen?  ....  Daher  muBsen 
wir  es  vorläufig  als  höchst  zweifelhaft  annehmen,  den  Raum  als  unend- 
lich zu  setzen  und  als  Etwas  zu  fassen,  das  im  Vorstellen  bestehen 
würde  ohne  Dinge." 

*)  Vergl.  Riemann,  Über  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie 
zu  Grunde  liegen.     (Göttinger  Abhandlungen  1868.) 

„Bei  der  Ausdehnung  der  Raumkonstruktionen  ins  Unmefsbargrofse 
ist  Unbegrenztbeit  und  Unendlichkeit  zu  scheiden;  jene  gehört  zu  den 
Ausdehnungsverhältnissen ,  diese  zu  den  MaFsverhältnissen.  Dafs  der 
Raum  eine  unbegrenzte  dreifach  ansgedehnte  Mannigfaltigkeit  sei,  ist 
eine  Voraussetzung,  welche  bei  jeder  Auffassung  der  Aufsenwelt  ange- 
wandt wird,  nach  welcher  in  jedem  Augenblicke  das  Gebiet  der  wirk- 
lichen Wahrnehmungen  ergänzt  und  die  möglichen  Orte  eines  gesuchten 
Gegenstandes  konstruiert  werden,  und  welche  sich  bei  diesen  Anwen- 
dungen fortwährend  bestätigt.  Die  Unbegrenztbeit  des  Raumes  besitzt 
daher  eine  gröfsere  empirische  Gewifsheit  als  irgend  eine  äufsere  Er- 
fahrung.   Hieraus  folgt  aber  die  Unendlichkeit  keineswegs.  — *' 

So  scharfsinnig   die  Unterscheidung   zwischen  Unbegrenzthei^   und 
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Aus  der  Eigenschaft  der  Stetigkeit  folgt  anmittelbar  die- 
jenige der  unbegrenzten  Teilbarkeit,  aus  der  der  Gleichartig- 
keit diejenige  der  Kongruenz,  unter  welchem  Begriff  selbstver- 
ständlich nur  die  Möglichkeit  des  Zusammenfallens  verstanden 
wird.^) 

Unendlichkeit  erscheint,  so  tritt  dieser  Unterschied  doch  erst  bei  wirk- 
lich begrenzten  Ranmteilen,  also  z.  B.  bei  Körpern  in  Evidenz;  so  ist  im 
Riemannschen  Sinne  die  Kngelfl&ohe  z.  B.  unbegrenzt,  selbstverständlich 
aber  nicht  nnendlich.  Man  sieht  also,  es  kommt  auf  eine  besondere 
Anfihssnng  des  Begriffes  Unbegrenztheit  hinaus,  denn  wir  haben  es  doch 
in  der  That  mit  einem  begrenzten  Raumteil  zu  thun  und  die  unbegrenzte 
Kngelfläche  ist  als  Granzes  eine  Grenze  und  zwar  natürlich  die  Grenze 
eines  begrenzten  Körpers;  unsere  Vorstellung  bezieht  sich  also  in  der 
That  nicht  mehr  auf  etwas  Unbegrenztes,  es  kann  also  auch  nicht  von 
einer  Unendlichkeit  die  Rede  sein.  Ganz  etwas  anderes  ist  es  mit  der 
unbegrenztheit  des  Baumes,  hier  sind  Unbegrenztheit  und  Unendlichkeit 
identisch.  Auch  Bartholomäi  in  seinen  philosophischen  Vorlesungen  sagt: 
„Neben  diesen  (den  Körpern)  ist  nun  der  unendliche  Raum  eine  Thatsache ; 
er  ist  wenigstens  von  den  Mathematikern  anerkannt."  —  Es  sei  Übrigens 
nicht  unerw&hnt,  dafs  Unendlichkeit  und  Unbegrenztheit  nach  ihrer 
sprachlichen  Verwandtschaft  im  Grunde  genommen  dasselbe  bezeichnen. 
—  Vergl.  die  Rezension  von  Becker,  Abhandlungen  etc.  in  H.  Z.  III. 
p.  386. 

*)  Es  wird  im  Unterricht  nicht  überflüssig  sein,  auf  diese  Eigen- 
Bchaften  des  Raumes  noch  nfther  einzugehen.  So  könnte  man  beispiels- 
weise folgende  Erklärungen  dazu  geben:  Die  Unendlichkeit  ist  die  Aus* 
gedehntheit  nach  allen  Richtungen  hin  ohne  Ende  —  wir  können  uns 
deshalb  auch  den  Raum  nicht  etwa  in  einer  bestimmten  Form  oder  Ge- 
stalt denken,  denn  sonst  würden  wir  eine  Grenze  (ein  Ende)  in  unserer 
Vorstellung  setzen  (vergl.  die  vorhergehende  Anmerkung);  die  Stetigkeit 
ist  das  lückenlose  Vorhandensein  des  Raumes  allüberall  —  im  wesent- 
lichen ist  diese  Eigenschaft  mit  der  vorigen  identisch  und  es  wird  daher 
^nt  seb,  hierauf  auch  besonders  hinzuweisen;  die  Gleichartigkeit  sagt 
aas,  dafis  der  Baum  überall  von  gleicher  Art  sei  —  in  gewisser  Hinsicht 
wiederum  dasselbe  wie  die  Eigenschaft  der  Stetigkeit:  überhaupt  aber 
ein  Begriff,  der  mit  grofser  Vorsicht  zu  behandeln  ist,  da  er  geeignet 
erscheint,  Irrtümer  zu  erwecken.  Mit  Recht  wird  der  Einwand  gemacht 
werden  können,  dafs  die  Gleichartigkeit  nur  bei  physikalischen  Körpern, 
d.  h.  bei  Körpern,  die  aus  Stoff  bestehen,  vorhanden  sein  könne. 

Man  vergleiche  zu  der  Bemerkung,  dafs  der  Raum  nicht  in  einer 
bestimmten  Form  gedacht  werden  dürfe,  die  Besprechung  von  Fahle, 
Leitfaden  des  mathematischen  Unterrichts,  durch  Schwarz- Elmshorn  in 
H.  Z.  IL  p.  188: 

^Ganz  gewifs  ist  jeder  Körper  ein  begrenzter  Raum  —  ist  aber  darum 
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Mit  dieser  Darstellung  des  Baumes  und  seiner  Eigen- 
schaften wird  sich  der  Lehrer  begnügen  können  und  müssen, 
besonders  im  Anfangsunterricht^  da  ja  das  oberste  Gesetz  des 
geometrischen  Elementarunterrichts  dasjenige  der  Anschaulich- 
keit ist,  also  von  einer  Vorführung  derjenigen  Raumtheorien, 
die  gerade  in  der  Befreiung  von  der  Anschaulichkeit  ihre 
wesentliche  Bedeutung  sehen,  abgesehen  werden  mufs,  während 
andererseits  eine  genauere  Untersuchung  des  Baumes  als  eines 
Begriffes  erst  in  der  Philosophie  möglich  ist  und  aus  diesem 
Grunde  ebenfalls  nicht  in  den  geometrischen  Unterricht  gehört. 

Jedenfalls  ist  zu  betonen,  dafs  der  Baum  nur  als  drei- 
dimensionaler^) gelehrt  wird  und  die  logische  Möglichkeit 
einer  n  fachen  Mannigfaltigkeit  des  Baumes  nicht  einmal  auch 
nur  erwähnt  wird. 

Dem  Prinzipe  des  vorliegenden  Werkes  gemäfs  werden 
nun  aus  einer  Beihe  von  Lehrbüchern  Zitate  gegeben  werden, 
um  einen  Überblick  über  die  verschiedenen  Ansichten  bezüglich 
des  Begriffes  Baum  beziehentlich  seine  Darstellung  im  Unter- 
richt zu  gewähren,  ohne  dafs  dabei  auf  Vollständigkeit  aas- 
gegangen wird,  da  selbstverständlich  die  rein  philosophischen 
Werke  auTser  Beachtung  gelassen  werden  müssen.  Wenn  zum 
Schlufs  noch  einige  phil.  Schriften  erwähnt  werden,  so  sind 
auch  da  nur  einige  herausgegriffen,  die  eigentlichen  philos. 
Systeme  sind  als  bekannt  vorausgesetzt  und  als  den  Bahmen 
des  vorliegenden  Werkes  überschreitend  bei  Seite  gelassen. 
Jedoch  hat  sich  Verfasser  veranlafst  gesehen,  aus  den  Arbeiten, 
die  sich  mit  dem  Baume  vom  mathematischen  Gesichtspunkte 
aus  beschäftigen,  noch  einige  ausführliche  Zitate  zu  geben,  um 
dem  Leser  auch  über  diese  Bestrebungen  die  notwendige  Kenntnis 
zu  vermitteln. 


umgekehrt  der  allgemeine  Baum,  weil  die  Vorstellang  desselben  sich 
erschliefst,  wenn  man  die  (Frenzen  des  Körpers  nach  allen  Seiten  unbe- 
grenst  hinaasschiebt,  auch  als  ein  nnbegrenster  KOrper  zu  definieren?*' 
^)  Auf  den  Unterschied  zwischen  Richtung  und  Dimension  ist  be. 
gonders  zu  achten.  Während  der  Raum  nach  allen  Richtungen  aus» 
gedehnt  ist,  wird  er  (oder  vielmehr  Teile  desselben)  nach  nur  drei 
Richtungen  gemessen.    Näheres  hierüber  bringt  der  Absohnitfc  „Dirnen* 


Bion*\ 
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Die  Eigenschaften,  die  allein  gewöhnlich  in  den  Elementar- 
büchem  dem  Baume  zugesprochen  werden,  sind  Stetigkeit  und 
Unendlichkeit.  Lehrbücher,  in  denen  also  dem  Baume  weiter 
keine  Betrachtungen  gewidmet  werden,  sollen  unerwähnt  bleiben. 

Bartholomäi,  Zehn  Vorlesungen  über  Philosophie  der 
Mathematik.  —  Jena  1860.^) 

Vorlesung  1.  p.  11  S.  „Das  Aufsereinander  ist  der 
Raum. 

In  diese  durch  die  Dinge  gegebene  Bestimmung  des  Baumes 
greift  ohne  Weiteres  der  allgemeine  unendliche  Baum 
herein." 

Nach  einer  Kritik  der  Eantschen  Lehre  heifst  es  weiter: 

„Der  Baum  ist  zunächst  das  Aufsereinander,  d.  h.  er  wird 
gedacht  bei  getrennten  Dingen,  er  ist  also  eine  Form  der  Zu- 
sammenfassung. Die  räumlich  zusammengefafsten  Dinge  haben 
gar  keine  Gemeinschaft  und  keine  Beziehung  zu  einander,  diese 
wird  ihnen  vielmehr  erst  durch  das  zusammenfassende  Denken 
geliehen/' 

Ferner:  ;,....  Unendlich  viele  Distanzen  werden  mit  ein- 
ander verbunden  in  der  Vorstellung;  es  bildet  sich  der  Be- 
griff des  Körpers  oder  der  Begriff  dessen,  das  nach  allen  Bich- 
tangen  Distanzen  zeigt.'' 

Im  weiteren  Verlauf  dieser  Untersuchung  werden  noch 
die  Unendlichkeit  des  Baumes,  seine  Beziehung  zu  den  Dingen 
—  die  als  unzweifelhaft  objektiv  bezeichnet  werden  —  und 
das  Problem  der  Dimension  berührt. 


J.  E.  Becker,  Die  Elemente  der  Geometrie  auf  neuer 
Grundlage.  —  Berlin  1877. 

„ .  .  .  .  Was  der  Baum  selbst  sei,  in  welchem  alle  unsere 
wirklichen  und  eingebildeten  anschaulichen  Vorstellungen  sich 
befinden,  und  wie  wir  zu  seiner  Wahrnehmung  und  zur  Kenntnis 
seiner  Eigenschaften  gelangen,  dies  sind  Fragen,  deren  Be- 
antwortung in  das  Gebiet  der  Philosophie  hinübergreifen 
würde,  und  die  darum  hier  unerörtert  bleiben  können.  Um 
80  wichtiger  ist  es  aber,  genau  festzustellen,  welche  Eigen- 


^)  Besprochen  in  Sohl.  Zeitscbr.  VI.  p.  7. 
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Schäften  dem  Baume  a  priori  zugeschrieben  werden  müssen, 
damit  alle  Eigenschaften  der  raumlichen  Vorstellungen  als 
notwendige  Eonsequenzen  derselben  erscheinen.^  ^) 

Es  werden  alsdann  eine  Reihe  von  Postulaten  oder  Axiomen 
aufgestellt  —  „wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  dieselben  als  Po- 
stulate  der  Vernunft  oder  des  Anschauungsvermögens^  also  als 
transcendentale  Wahrheiten,  oder  als  Ergebnisse  der  Erfahrung 
und  tief  eingeprägter  Angewohnung  aufgefafst  werden  — ^\^) 
von  denen  nur  das  erste  als  hier  wesentlich  angeführt  werden 
soll:  „Axiom  I.  Der  Raum  ist  stetig,  endlos,  und  von  jedem 
Punkte  aus  nach  allen  Seiten  auf  gleiche  Art  ausgedehnt.^' 


J.  K.  Becker,  Lehrbuch  der  Elementargeometrie.  II. 
Geometrie.     III.  Buch. 

„Der  Raum,  d.  i.  der  Ort  alles  dessen,  was  wir  mit  unseren 
Sinnen  wahrnehmen,  ist  die  notwendige  Voraussetzung  unserer 
anschaulichen  Vorstellungen;  er  ist  das,  worin  alles  ausge- 
dehnt ist,  was  wir  als  ausgedehnt  wahrnehmen  oder  uns  vor- 
stellen. Dabei  erscheint  uns  das  im  Räume  ausgedehnte  ent- 
weder als  ein  Teil  des  Raumes  (der  mathematische  Körper), 
oder  als  einen  Teil  des  Raumes  ausfüllend  (der  physische 
Körper),  oder  als  Grenze  eines  Raumteiles  (Fläche),  oder 
endlich   als   Teil   oder  Grenze   einer   solchen   Grenze  (Linie). 

^)  Man  vergleiche  mit  diesen  Ausfahmngen  Beckers  weiter  unten 
zitiertes  Scbriftchen  „Abhandlungen  aus  dem  Grenzgebiet  der  Mathe- 
matik und  Philosophie".  Im  wesentlichen  decken  sich  die  Ansichten 
Beckers  mit  denen  des  Yerfaflsers,  dais  also  der  Raum  selbst  im 
Unterricht  als  etwas  Gegebenes  zu  behandeln  sei  und  dafs  es  sich  nur 
um  eine  Darstellung  seiner  Eigenschaften  handeln  dürfe. 

')  Ja  es  dürfte  wohl  sogar  im  Unterricht  gestattet  sein,  beides  ein- 
fach zu  identifizieren,  da  der  Schüler  doch  wohl  nicht  im  Stande  ist, 
diese  beiden  Quellen  der  Erkenntnis  von  einander  zu  halten.  Wenn 
Becker  die  Postulate  des  Anschauungsvermögens  als  Ergebnisse  der 
Erfahrung  oder  tief  eingeprägter  Angewöhnung  von  den  Postulaten  der 
Vernunft  unterscheidet,  so  mufs  doch  betont  werden,  dafs  es  sich  hier 
um  Erfahrungen  handelt,  die  notwendige  objektive  Gültigkeit  bean- 
spruchen dürfen  —  d.  h.  also  Erfahrung  im  Sinne  wissenschaftlicher 
Erkenntnis  — ,  weil  »ie  resultieren  aus  subjektiven  Bedingungen,  denen 
alle  Erscheinungen  unterworfen  sind. 
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Da  alle  Grenze  im  Baume  vorgestellt  werden  mufS;  setzen  wir 
den  Raum  selbst  als  unbegrenzt  oder  grenzenlos  voraus. 
Aas  demselben  Grunde  erscheint  er  uns  als  stetig,  d.  h.  als 
überall  zusammenhängend.^ 

Becker  geht  dann  genauer  auf  den  von  Biemann  ein- 
geführten Begriff  der  ^^stetigen  Mannigfaltigkeit'*  ein  und 
untersucht  an  der  Hand  dieses  Begriffes,  ,,welche  besonderen 
Eigenschaften  den  Baum  von  etwaigen  anderen  dreifach  aus- 
gedehnten stetigen  Mannigfaltigkeiten  ausdehnungsloser  Ele- 
mente (Punkte)  unterscheiden/' 


Behl,  Die  Darstellung  der  Planimetrie  nach  induktiver 
Methode.  —  Hildesheim  1886  » 
stellt  sich  vollständig  auf  den   Standpunkt  Kants.     Er  sagt: 

,,Die  Geometrie  geht  von  der  Voraussetzung  eines  unbe- 
grenzten Baumes  aus.^)  Der  Begriff  ,,Baum''  läfst  sich  schwer 
erklären,  da  er  nicht  aus  der  Erfahrung  abgeleitet  werden 
kann,  sondern  aprioristisch  im  menschlichen  Geiste  liegt.  Der 
Raum  ist  das  nach  allen  Bichtungen  hin  unendlich  Ausge- 
dehnte, aber  an  und  für  sich  nichts  Bestehendes  oder  Beelles, 
sondern  nur  eine  Form  für  mögliche  Beziehungen,  demnach 
nur  etwas  Vorgestelltes;  es  ist  die  Form  des  äufseren  Sinnes, 
durch  den  uns  die  Gegenstände  als  aufser  uns  und  aufserein- 
ander  und  nebeneinander  existierend  gegeben  werden.'' 


Brewer,   Lehrb.   d.  Geom.   u.   eb.  Trig.   —   Düsseldorf- 
Elberfeld  1822  — 


')  Vezgl.  Bartholomäi  a.  a.  0.  p.  U: 

^Aach  die  Frage  liegt  nahe,  ob  man  nicht  von  dem  unendlichen 
allgemeinen  Baume  ausgehen  kOnne?  Dafs  es  möglich  ist,  beweist  die 
Erfahmng,  denn  man  thnt  es  fast  allgemein,  behauptet  wenigstens  es  zu 
thnn.  Wir  aber  wollen  von  der  Natnr  ausgehen.  Diese  zeigt  uns  Dinge 
und  durch  die  Dinge  die  B&nme,  und  der  Baum  ist  nicht  die  Welt, 
sondern  was  den  Baum  erfüllt  Zweitens  gelingt  es  nicht,  aus  dem 
anendlichen  Baume,  als  einem  bestimmt  gegebenen  Begriff,  zur  be- 
stimmten Banmform  zu  gelangen.  Die  geometrischen  Oebilde  sind  bei 
den  geometrischen  Schriffcetellerti  thatsächlich  nicht  aus  dem  allgemeinen 
Baum  abgeleitet,  sondern  aus  einfachen  Bestimmungen." 
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stellt  sich  auf  den  auch  von  mir  fttr  den  Unterricht  vertre- 
tenen  Standpunkt  durch  die  Anmerkung:  „Die  Geometrie  nimmt 
den  Raum  als  etwas  Gegebenes  an.  Untersuchungen  Aber  die 
Möglichkeit  oder  das  Wesen  des  Baumes  gehören  nicht  in  die 
Geometrie  (soll  wohl  heifsen  in  ihre  Behandlung  auf  der 
Schule?  D.  Verf.),  sondern  in  denjenigen  Teil  der  Philosophie, 
welcher  Metaphysik  genannt  wird/^ 


Erdmann,  Die  Axiome  der  Geometrie.     Leipzig  1877.^) 

Aus    diesem    ausgezeichneten   Werke  ^)    können    nur   die 

kurzen  Definitionen  des  Raumes  und  deren  Folgerungen  hier 

abgedruckt  werden,   im   übrigen  sei   es   zu   eingehendem 

Studium  empfohlen. 

1)  ,,Der  Raum  ist  eine  stetige  Gröfse^  deren  Elemente 
durch  drei  unabhängige  Variable  eindeutig  bestimmt  sind  und 
deren  Erümmungsmafs  den  konstanten  Wert  Null  besitzt.'' 

2)  ,;Der  Raum  ist  eine  dreifach  ausgedehnte,  in  sich  selbst 
kongruente,  ebene  (unendliche)  Mannigfaltigkeit."') 

Diese  Definitionen  bestimmen  zugleich  das  einfachste  und 
vollständige  System  der  Axiome  unserer  Raumvorstellung,  da 
diese  nichts  anderes  sind,  als  jene  Merkmale  selbst  ausgedrückt 
in  den  KonstruktionsbegrifiTen  der  geometrischen  Wissenschaft 

^)  Besprochen  in  SchL  Z.  XXITT,  p.  76. 

*)  Besonders  wertvoll  ist  auch  die  reiche  Litteratarangabe. 

Bei  dieser  Gelegenheit  will  ich  nochmals  darauf  hinweisen,  da£s  nach 
meiner  Ansicht  im  Unterricht  der  Raum  selbst  ohne  Erkl&rung  bleibt 
und  als  a  priori  gegeben  angesehen  wird  —  und  dafs  ich  die  verschie- 
denen philosophischen  und  mathematischen  Ansichten  über  den  Baum 
hier  nur  zur  Orientierung  für  den  Lehrer  wiedergebe,  damit  er  über 
die  Darstellung  der  Eigenschaften  ein  selbständiges  urteil  sich  bilden 
könne.  (Es  liefse  sich  allerdings  erwägen,  ob  man  vielleicht  bei  der 
Kepetition  der  Geometrie  in  Piima  das  Ranmproblem  mit  den  Schülern 
(liflkursiv  behandeln  könnte.) 

^  Die  oben  vom  Verfasser  dargestellten  Eigenschaften  des  Baumes 
^^ind  auch  in  diesen  Definitionen  enthalten.  Dagegen  enthalten  sie  an* 
dererseits  auch  schon  die  analytische  Bestimmung  des  Baumes  mittels 
dreier  Variablen  und  den  Begriff  des  Erümmnngsmafses,  die  f%lr  den 
Unterricht  durchaus  nicht  verwertbar  sind,  ebensowenig  wie  der  Begriff 
r  dreifach  ausgedehnten,  ebenen  Mannigfaltigkeit. 
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Sie  bestimmen  jedoch  noch  mehr^  als  blofs  diese  Axiome  selbst, 
denn  sie  machten  es  uns  möglich,  auch  den  Erfahrungsbedin- 
gungen nachzuspQren,  welche  die  Natur  unserer  Kongruenz- 
bezieh ungen  bedingen.  Wir  können  diese  Sätze  als  Postulat e 
unserer  Baumvorstellung  bezeichnen.  Das  gesuchte  System 
der  Axiome  und  Postulate  ist  demnach  das  folgende: 

Axiome  der  Geometrie  Euklids.^) 
I.  Der  Raum  ist  eine  dreifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit 
II.  Der  Kaum  ist  eine  in  sich  kongruente  Mannigfaltigkeit. 

Postulate  zum  II.  Axiom. 

1)  Es  existieren  in  sich  feste  Körper.^) 

2)  Die  festen  Körper  sind  vollkommen  frei  beweglich. 

3)  Die  festen  Körper  verändern  ihre  Dimensionen  durch 
eine  Drehung  um  eine  Rotationsaxe  nicht. 

in.  Der  Baum  ist  eine  ebene  oder  unendliche  Mannig- 
faltigkeit, d.  h. 

a)  Zwischen  zwei  Punkten  des  Baumes  ist  nur  eine  ge- 
rade Linie  möglich. 

•  b)  Die  Summe  der  Winkel  eines  geradlinigen  Dreiecks 
betragt  2  Bechte. 

Dieses  Axiom,  das  der  Anschauung  nicht  entnommen  ist, 
und  daher  auch  wohl  allgemein  nicht  als  Axiom  anerkannt, 
sondern  als  Lehrsatz  bewiesen  wird,  indem  man  es  auf  das 
Parallelenaxiom  begründet,  läist  sich  noch  in  einer  anderen 
Form  aussprechen,  die  vielleicht  dem  menschlichen  Geiste  ein- 
leuchtender ist.     Es  deckt  sich   nämlich  mit  folgendem  Satz: 

Die  Winkelsumme  in  den  Polygonen  ist  konstant.') 

Es  mögen  zu  der  vorliegenden  Frage  folgende  Zitate  ihre 
Stelle  finden: 

')  ffGeometrie  Euklids**  ist  hier  im  Gegensatz  zu  der  aUgemeiuen 
oder  absoluten  Oeometrie  gesetzt. 

*)  Der  mathematische  Ausdruck  würde  angemessener  lauten:  starre 
Körper )  da  dieser  Ausdruck  schon  ein  gewisses  Bürgerrecht  erworben 
hat,  resp.  wir  mit  demselben  eine  bestimmte  Vorstellung  verbinden. 

^  Es  ist  mir  nicht  bekannt,  dals  yon  irgend  einer  Seite  das  Axiom 
in  dieser  Form  ausgesprochen  worden  ist.  Die  Bedeutung  der  folgenden 
Ausführungen  scheint  mir  aber  nicht  gering,  wenn  man  den  aufgestellten 
Satz  als  das  Charakteristikiun  der  Euklidcchen  Geometrie  wählt 


—     128     — 

HelmholtZ;  Über  den  Ursprung  und  die  Bedeutung  der 
geometrischen  Axiome.  Populär-  wissenschaftliche  Vortrage. 
Heft  in. 

p.  42:  „Der  Unterschied  der  Euklidischen,  sphärischen 
und  pseudosphärischen  Geometrie  beruht,  wie  oben  bemerkt, 
auf  dem  Werte  einer  gewissen  Eonstante ,  welche  Riemann 
das  Erümmungsmafs  des  betreffenden  ^umes  nennt,  und  deren 
Wert  gleich  Null  sein  mufs,  wenn  die  Axiome  des  Euklides 
gelten.')  Ist  sie  nicht  gleich  Null,  so  würden  grofse  Dreiecke 
von  grofsem  Flächeninhalte  eine  andere  Winkelsumme  haben 
müssen,  als  kleine,  erstere  im  sphärischen  ßaume  eine  gröfsere, 
im  pseudosphärischen  eine  kleinere.  Ferner  ist  geometrische 
Ähnlichkeit  grofser  und  kleiner  Eörper  oder  Figuren  nur  mög- 
lich im  Euklidischen  Ranme.^' 

p.  48:  y;Wir  können  deshalb  auch  nicht  zugeben,  dafs  die 
Axiome  unserer  Geometrie  in  der  gegebenen  Form  unseres 
Anschauungsvermögens  begründet  wären,  oder  mit  einer  solchen 
irgendwie  zusammenhingen. 

Anders  ist  es  mit  den  drei  Dimensionen  des  Raumes.  Da 
alle  unsere  Mittel  sinnlicher  Anschauung  sich  nur  auf  einen 
Raum  von  drei  Dimensionen  erstrecken,  und  die  vierte  Dimen- 
sion nicht  blofs  eine  Abänderung  von  Vorhandenem,  sondern 
etwas  vollkommen  Neues  wäre,  so  befinden  wir  uns  schon 
wegen  unserer  körperlichen  Organisation  in  d^r  absoluten  Un- 
möglichkeit, uns  eine  Anschauungsweise  einer  vierten  Dimen- 
sion vorzustellen.'' 

Rosanes,  Über  die  neuesten  Untersuchungen  in  Betreff 
unserer  Anschauungen  vom  Räume. 

„In  der  That  wurden,  zuerst  wohl  in  den  dreifsiger  Jahren 
dieses  Jahrhunderts,  Zweifel  an  der  Zuverlässigkeit  des  Eukli- 
dischen Axioms  (nämlich  dem  Parallelenaxiom,  dem  berühmten 


1)  Schmitz-Dumont,  Die  mathematischen  Elemente  der  Erkennt- 
nistheorie. 

p.  186:  „Hier  schien  also  ein  indirekter  Beweis  gefanden,  dafs  der 
Satz  von  der  Snmme  der  Dreieckswinkel  gleich  zwei  Rechten  apriorisch 
nur  deshalb  unbeweisbar  war,  weil  eben  Verhältnisse  vorliegen  konnten, 
unter  denen  er  thatsächlich  nicht  statt  hatte/* 
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11.  des  Euklid.  D.  Verf.)  ausgesprochen.  Bolyai  und  Lobat- 
schewsky  wiesen  nach,  dafs  man  auch  dann  eine  widerspruchs- 
freie, aber  von  der  Euklidischen  verschiedene  Geometrie  kon- 
struieren kann,  wenn  man  den  Satz,  nach  welchem  die  Summe 
der  Winkel  im  ebenen  Dreiecke  gleich  zwei  Rechten  ist,  auf- 
giebt,  von  dem  Legendre  gezeigt  hat,  dafs  er  mit  jenem 
Axiom  äquivalent  ist.  Diese  Geometrie,  gegründet  auf  die 
Annahme,  dafs  die  Winkelsumme  irgend  einen  konstanten 
Wert  unter  180^  habe,  wurde  imaginäre,  Nicht-Euklideische 
Geometrie  genannt.'^ 

Hier  liegt  ein  Irrtum  vor;  wenn  die  Winkelsumme  von 
180^  verschieden  angenommen  wird,  so  kann  sie  nicht  mehr 
konstant  sein,  sondern  ändert  sich  mit  den  Mafsverhältnissen 
des  Dreiecks.  Dafs  in  der  That,  wenn  die  Winkelsumme  kon- 
stant angenommen  wird,  diese  Annahme  zur  Folge  hat,  dals 
die  Summe  180^  beträgt,  geht  aus  den  folgenden  Ausführungen 
des  Verfassers  hervor.  Auch  Helmholtz  in  dem  vorhergehen- 
den Zitat,  wie  Riemann  in  dem  folgenden,  erkennen  die  Richtig- 
keit dieses  Satzes  an. 

Riemann,  Über  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie 
zu  Grunde  liegen.  —  Gottinger  Abhandlungen  XIII. 

p.  146:  „Nach  diesen  Untersuchungen  über  die  Bestimmung 
der  Mafsverhältnisse  einer  nfach  ausgedehnten  Gröfse  lassen 
sich  nun  die  Bedingungen  angeben,  welche  zur  Bestimmung 
der  Mafsverhältnisse  des  Raumes  hinreichend  und  notwendig 
sind,  wenn  Unabhängigkeit  der  Linien  von  der  Lage  und  Dar- 
stellbarkeit des  Linienelements  durch  die  Quadratwurzel  aus 
einem  Dififerentialausdrucke  zweiten  Grades,  also  Ebenheit  in 
den  kleinsten  Teilen  vorausgesetzt  wird.'' 

„Sie  lassen  sich  erstens  so  ausdrücken,  dafs  das  Krüm- 
mungsmafs  in  jedem  Punkte  in  drei  Flächenrichtungen  «=  0 
ist,  und  es  sind  daher  die  Mafsverhältnisse  des  Raumes  be- 
stimmt, wenn  die  Winkelsumme  im  Dreieck  allenthalben  gleich 
zwei  Rechten  ist/' 

„Setzt  man  aber  zweitens,  wie  Euklid,  nicht  blofs  eine 
von  der  Lage  unabhängige  Existenz  der  Linien,  sondern  auch 
der  Körper  voraus,  so  folgt,  dafs  das  Erümmungsmafs  allent- 

Sobotten,  der  pUnimeir.  Untexriohfc.  9 


-     130    — 

halben  konstant  ist^  und  es  ist  dann  in  allen  Dreiecken  die 
Winkelsumme  bestimmt,  wenn  sie  in  einem  bestimmt  ist/^ 

Setzen  wir  den  Satz:  ^^Die  Winkelsnmme  in  den  Polygonen 
ist  konstant^'  an  die  Spitze,  so  ergiebt  sich  aus  ihm,  dafs  die 
Winkelsumme  im  Dreieck  zwei  Rechte  beträgt,  im  Viereck  vier 
Hechte,  im  Fünfeck  sechs  Rechte  und  so  fort.  Allerdings  läfst 
sich,  wie  es  scheint,  nicht  allgemein  beweisen,^)  dafs  im  nEck 
unter  dieser  Voraussetzung  die  Summe  der  Winkel  (n-2JR — 41?) 
ist,  aber  ich  hebe  ausdrücklich  hervor,  daüs  für  die  verschie- 
denen Vielecke  sich  die  Übereinstimmung  mit  den  bekannten 
Resultaten  der  Euklidischen  Geometrie  ergiebt,  ohne  dafs  man 
nötig  hat,  auf  das  Dreieck  zu  rekurrieren.  Ist  aber  dieses  festge- 
stellt, dafs  das  Dreieck  nicht  zum  Beweise  notig  ist,  dann 
können  wir  den  Satz  bestimmter  aussprechen,  ohne  dafs  da- 
durch eine  Einschränkung  involviert  wird: 

Die  Winkelsumme  im  Dreieck  ist  konstant. 

Beweis  für  das  Dreieck  und  Viereck: 

Man  teile  das  Dreieck  durch  eine  Transversale  T  durch 
eine  Ecke  in  zwei  Dreiecke;  die  Summe  der  Winkel  betrage  im 
Dreieck  X]  dann  ist 

X (von  ABC)  —  ^(von^CD)  -f  x(Yon  BCD) 

—  2B  (die  Summe  der  Winkel  an  D)  oder: 

X  =  X  -}-  X  —  2B. 

Hieraus  ergiebt  sich: 

a;  =  2jB. 

Man  könnte  auch  von  einem  Punkte  im  Inneren  nach  den 
Ecken  Gerade  ziehen  und  so  das  Dreieck  in  drei  Dreiecke  zer- 
legen.    Dann  erhalten  wir: 

x(YonÄBC)=x{YouAOC)+x{YonBÄC)+x(YonÄ£C) 

—  4JB  (die  Summe  der  Winkel  um  0)  oder: 

X  =  X  -\-  X  -\-  X  —  4R, 

Das  Resultat  ist  dasselbe: 

x  =  2R. 

')  Unter  „allgemein^*  beweisen  verstehe  ich,  dafs  sich  der  Sats  nnab- 
hftngig  vom  Dreieck  beweisen  läfst,  also  direkt  aus  seiner  Eigenschaft 
als  nEck. 
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Das  Viereck  teile  man  durch  eine  Gerade  in  zwei  Vier- 
ecke, 80  ist,  wenn  y  die  Winkelsamme  im  Viereck  bedeutet: 

y{ÄBGD)==^yUEFD)  +  y{EBCF) 

—  2  •  2U  (die  Winkel  bei  E  u.  F).     Daraus  ergiebt  sich: 

y  =  2y  -  4B. 
y  =  4B. 

Oder  man  teilt  das  Viereck  durch  zwei  Gerade  in  4  Vier- 
ecke; die  Winkelsumme  der  Vierecke  wiederum  =  y  ange- 
nommen, ergiebt  sich: 

y  (von  ABC)  =  y  (von  AEOE)  +  y  (von  EOFB)  + 

y  (von  OFCG)  -f  y  (von  GOHD)  -  4R  (den  Winkeln  um  0) 

—  4  •  2B  (den  Winkeln  bei  E,  F,  G,  H).   Hieraus  ergiebt  sich: 

y    =4f/— 12B 

y    ^AR. 

Wir  sehen  also  —  was  mir  von  besonderer  Wichtigkeit  zu 
sein  scheint  — ,  dafs  sich  der  Beweis  durchführen  lälkt,  ohne 
dafs  man  das  Dreieck  dazu  nötig  hat 

Man  vergleiche  übrigens  mit  diesen  Ausführungen:  Frisch- 
auf, Absolute  Geometrie,  5,  6  und  7. 


Frischauf,  Elemente  d.  Geom.  —  Graz  1870. 

Der  Ausgangspunkt^)  der  Geometrie  ist  der  unbe- 
grenzte (leergedachte)  Raum-,  demselben  wird  die  Eigenschaft 
der  Stetigkeit,  also  auch  der  unbegrenzten  Teilbarkeit  zuge- 
dacht. 

Kries,  Lehrbuch  der  rein.  Mathemat.  IL  Hauptteil.  — 
Jena  1817. 

Die  Ausfiihrungen  sind  zwar  nicht  gerade  originell,  jedoch 


')  ^^rgl*  weiter  unten  die  Definitionen  deu  Begriffes,  was  ist  Geo- 
metrie.   Ferner  Kries  (folg.  Zitat  4). 
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wird  in  ihnen  das  Notwendigste  in  klarer  Form  gegeben,  wie 
wir  es  selbst  den  Schülern  zum  Teil  bieten  können/)  so  dafs 
ich  glaubte,  Eries*  Darstellung  nicht  übergehen  zu  sollen: 

1)  Diejenigen  Gröfsen,  welche  den  Gegenstand  der  Geo- 
metrie ausmachen,  sind  mit  dem  Beinamen  stetiger  Grofsen 
bezeichnet  worden.^) 

2)  Die  Stetigkeit  einer  Grofse  besteht  in  dem  ununter- 
brochenen Zusammenhang  ihrer  Teile.  Das  Zusammenhängen 
der  Teile  aber  setzt  voraus,  dafs  die  Teile  selbst  aufser  ein- 
ander oder  nebeneinander  liegen.  Beides  zusammen,  das 
Aufsereinanderliegen  der  Teile  und  ihr  ununterbrochener  Zu- 
sammenhang, giebt  den  Grofsen  eine  Ausdehnung. 

3)  Ausgedehnte  Grofsen  also  machen,  insofern  sie  aus- 
gedehnt sind,  den  Gegenstand  der  Geometrie  aus. 

4)  Abstrahieren  wir  an  einem  ausgedehnten  Gegenstande 
von  allem,  was  nicht  zur  blofsen  Ausdehnung  desselben  gehört, 
so  bleibt  uns  nur  der  Baum  übrig,  den  er  einnimmt.  Die 
Ausdehnung  also  stellt  sich  uns  als  etwas  Räumliches  dar. 
Wir  müssen  daher  den  blofsen  Baum  als  das  eigentliche 
Gebiet^)  der  Geometrie  ansehen. 

5)  Der  Raum  ist  von  den  physischen  Körpern  in  ihm 
ganz  verschieden.  Die  letzteren  erscheinen  uns  als  etwas  Zu- 
fälliges in  ihm^  das  wir  in  Gedanken  aus  ihm  hinweg- 
nehmen können.^)  Wenn  sie  also  gleich,  ihrer  Ausdehnung 
wegen,  geometrisch  betrachtet  werden  können,  so  bestimmen 
sie  doch  nicht  den  Gegenstand  der  Geometrie,  die  ganz  unab- 
hängig von  ihnen  ist. 


^)  Falls  man  nioht  der  Ansicht  des  Yerfiissers  beipflichtet,  sondern 
eine  Baomerklärnng  im  Unterricht  für  nötig  h&lt. 

*)  Yergl.  Einleitang  4  zam  Lehrbuch. 

')  Nicht  aber  als  den  Gegenstand  der  Betrachtang. 

^)  Es  ist  nicht  an  wesentlich,  auf  die  Verschiedenheit  swischen  phy- 
sischen and  geometrischen  Körpern  in  dieser  Beziehung  ganz  besonders 
aufmerksam  za  machen.  Während  wir  von  den  sinnlich  wahrnehmbaren 
Eigenschaften  absehen,  sie  hinwegdenken  können  nnd  dadurch  aus  dem 
physischen  Körper  den  geometrischen  erhalten,  können  wir  nicht  umge- 
kehrt das  Räumliche  —  die  Ausdehnung  —  von  dem  Körper  wegdenken 
uud  nur  etwa  Stoff,  Farbe  etc.  als  vorhanden  ansehen.  Auch  im  Unter- 
richt wird  der  Hinweis  hierauf  von  Nutzen  sein. 
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6)  Ebensowenig  können  wir  den  Ursprung  unserer  Vor- 
stellung des  Baums  von  den  physischen  Gegenständen  in  ihm 
ableiten  y  da  der  Baum  weder  eine  Eigenschaft  dieser  Dinge 
isty  noch  durch  Zusammensetzung  derselben  erzeugt  wird.  Wir 
müssen  also  die  Quelle  jener  Vorstellung,  ebenso  wie  die  der 
Vorstellung  der  Vielheit;  in  unserm  Gemüt  aufsuchen« 

7)  Wir  können  daher  dem  Baum  Prädikate  beilegen,  die 
ihrer  Natur  nach  nie  aus  der  Erfahrung  genommen  sein  können 
und  doch  die  gröfste  Gewifsheit  haben,  ja  wovon  wir  uns  das 
Gegenteil  beim  Baum  gar  nicht  denken  können  —  das  sind 
die  Prädikate  der  Stetigkeit  und  Unendlichkeit.^) 

8)  Ebenso  erkennen  wir  unmittelbar  mit  apodiktischer 
Gewifsheit,  dafs  der  Baum  drei  verschiedene  Abmessungen 
hat  oder  nach  drei  verschiedenen  Bichtungen  ausgedehnt  ist.') 


Lesekamp,  Elemente  der  Geometrie.  —  Kassel  1879.^) 
,,Der  Baum   ist   ununterbrochen   (stetig,   kontinuierlich), 
von  unbegrenzter  Ausdehnung  und  in  allen  seinen  Teilen  gleich- 
artig.« 

Er  fügt  also  zu  den  beiden  bekannten  Eigenschaften  des 
Raumes  noch  diejenige  an,  dafs  die  Teile  unter  sich  gleich- 
artig sind,  und  macht  dadurch  den  Baum  zu  einer  mathema- 
tischen Gröüse.  

Eduard  Müller,  Elemente  der  Geometrie.^)  —  Braun- 
schweig 1869. 

p.  1 — 8.  1)  „Der  Weltraum  ist  das,  worin  alles  Sinn- 
liche aufser  und  neben  einander  ist,  und  was  zugleich  in  allem 
Sinnlichen  aufser  und  neben  einander  isi*'^) 

')  Ich  möchte  als  drittes  Prädikat  hier  noch  einmal  erwähnen: 
Darchdringlichkeit  (Kongruenz).  Baum  kann  aber  nicht  nar  mit  Ranm 
koDgniieren,  sondern  auch  mit  jedem  physisohen  EOrper. 

^  Man  vergleiche,  was  an  anderen  Stellen  über  die  Unterscheidung 
von  Bichtungen  und  Abmessungen  oder  Dimensionen  gesagt  ist. 

*)  Besprochen  in  H.  Z.  XU.  p.  120^121. 

*)  Aasfflhrlich  besprochen  in  H.  Z.  I.  p.  823—382  durch  Buchbinder- 
Schülpforta. 

')  Siehe  Nr.  7  des  Kri  es  sehen  Lehrbuchs. 
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2)  „Der  Raum  ist  das  In-  und  Aufser-  und  Nebeneinander- 
sein ^  und  das  In-  und  Aufser-  und  Nebeneinanderseiende  ist 
das  Räumliche/' 

Von  den  ausführlichen  Bestimmungen  und  Untersuchungen 
des  Raumbegriffs,  die  sich  hieran  anschliefsen,  möge  nur  noch 
folgendes  erwähnt  werden  und  im  Übrigen  auf  das  ganze 
Werk  als  äufserst  lesensw>ert  mit  Nachdruck  hinge- 
wiesen werden. 

3)  ,,Der  Raum  ist  extensiv  und  intensiv;  er  ist  extensiv 
(ausgedehnt),  heifst,  er  ist  auseinander;  er  ist  intensiv,  heifst^ 
er  ist  ineinander/^ 

4)  ,;....  Je  nachdem  der  leere,  reine  Raum  noch  in 
äufserer  Existenz  gedacht  oder  nur  in  Gedanken  gesetzt  wird, 
—  in  der  Einbildung,  Phantasie  —  ist  der  leere  Raum  ent- 
weder abstrakter  (äufserer)  oder  ideeller  (innerer)/' 

5)  „Der  abstrakte  Raum  ist  nur  ein  einziger  (ein  Welten- 
raum); der  ideelle  kann  willkürlich,  beliebig  oft  gesetzt 
werden/'*) 

Es  folgt  sodann  die  Ableitung  der  drei  Dimensionen  des 
Raumes  aus  der  subjektiven  Anschauung  der  Menschen  von 
den  drei  Gegenden  des  Weltraums:  vom  —  hinten,  rechts  — 
links,  oben  —  unten.*) 

Johannes  Mflller,  Lehrbuch  der  allgemeinen  Plani- 
metrie. —  Bremen  1870. 

„Die  Vorstellung  des  allgemeinen  Raumes  ist  unver- 
änderlich/' 

„Der  Raum  hat  zwei  Haupteigenschaften,  erstens  er  hat 
Ausdehnung,  d.  h.  er  gewährt  die  Möglichkeit  der  Bewegung,^) 

^)  Daraas  geht  hervor,  dafs  das  Gebiet  der  Geometrie  der  ideelle 
(innere)  Baum  ist.  (um  Mifsversi&ndniBsen  vorzubeugen,  sei  also  aus- 
drücklich erwähnt,  dafs  die  Einheit  des  Baums  von  der  willkfirlichen, 
beliebig  häufigen  Setzung  unberührt  bleibt) 

')  Aus  dieser  subjektiven  Herleitung  der  drei  Dimensionen  mufs  die 
objektive  Gültigkeit  (Bealität)  derselben  geschlossen  werden.  —  Man 
vergleiche  Kants  Abhandlung:  Von  dem  ersten  Grande  des  Unterschiedes 
der  Gegenden  im  Baume. 

')  Hier  finden  wir  also  zuerst  ein  mechanisches  Moment  in  die  reine 
Geometrie  hineingetragen,   und  zwar  schon  beim  ersten  Begriff,   dem- 
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und  er  hat  diese  Eigenschaft  im  höchsten  Grade,  d.  L  er  ist 
nach  jeder  Richtung  unendlich  ausgedehnt  (man  kann  sich  die 
Bewegung  in  jeder  Richtung  ohne  Aufhören  fortgesetzt  denken)/' 
y^weitens  hat  der  Raum  Teilbarkeit,  d.  h.  es  ist  möglich, 
sich  im  allgemeinen  Räume  besondere  Räume  (Örter)  zu  denken, 
denen  die  Ausdehnung  nicht  mehr  im  höchsten,  sondern  in 
einem  irgendwie  beschränkten  Grade  zukommt.  Auch  die 
Teilbarkeit  hat  der  Raum  im  höchsten  Grade,  d«  h.  er  ist  in 
jeder  Richtung  unendlich  teilbar/' 

Nagel,  Lehrb.  d.  eb.  Geometrie.  —  Ulm  1873. 

Nagel  geht  vom  Körper  aus,  eine  originelle,  aber  wenig 
glückliche  Betrachtungsweise,  die  auch  den  jetzt  allgemein 
geltenden  Prinzipien  der  Behandlung  der  Grundbegriffe  wider- 
spricht. 

1)  ,^in  Körper  ist  eine  Gröfse,  welche  nach  drei  Rich- 
tungen ausgedehnt  ist/)  oder  drei  Dimensionen  hat,  Länge, 
Breite  und  Höhe.'' 

^Denkt  man  sich  diese  Ausdehnungen  bis  ins  Unendliche 
fortgehend,  so  erhält  man  den  unendlichen  Raum;  denkt  man 
sie  sich  aber  begrenzt,  so  erhält  man  einen  Raumteil,  oder 
Körper  im  engeren  Sinne." 

Wir  haben  es  hier  offenbar  mit  einem  circulus  zu  thun, 
Tom  Körper  zum  Raum  und  vom  Raum  zum  Körper.  Diese 
Erklärung  hat  jedenfalls  bedeutende  Schwächen. 

Rausenberger,  Die  Elementargeometrie  des  Punktes, 
der  Geraden  und  der  Ebene,  systematisch  und  kritisch  be- 
handelt —  Leipzig  1887.2) 

jenigen  des  fianmes.  Da  die  Geometrie  ohne  den  Begriff  der  Bewegung 
anf  ihre  natürlichsten  und  fruchtbarsten  Betrachtungen,  die  anschau- 
liehen,  Terzichten  müTste,  so  ist  es  nicht  ungeschickt,  denselben  so  zeitig 
aiB  möglich  mit  den  geometrischen  Begriffen  zu  verflechteu. 

^)  Die  Verwechslung  von  ausgedehnt  sein  und  gemessen  werden 
kehrt  auch  hier  wieder.  Der  Körper  ist  nach  allen  Richtungen  aub- 
gedehnt;  er  wird  nach  drei  Eichtungen  gemessen.  Es  ist  jedenfalls 
bewer,  in  dem  letzteren  Falle  ganz  konsequent  statt  des  Wortes  „Rich- 
tang^  die  Worte  „Dimension**  oder  „Abmessung*'  zu  gebrauchen,  um  ein 
för  allemal  MiÜByerständnissen  vorzubeugeu. 

*)  Dieses  ausgezeichnete  Werk,  auf  das  ich  schon  in  der  Einleitung 
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Rausenberger  stellt  den  Raumbegriff  unter  diejenigen,  die 
keiner  Erklärung  bedfirfen  resp.  die  fOr  die  Elementargeometrie 
a  priori  gegeben  sind« 

,,Sämtliche  Gegenstände  der  Anschauung  erscheinen  uns 
in  der  Form  des  Baumes;  weitere  Erörterungen  darüber,  was 
der  Raum  sei,  würden  sich  nur  im  Zirkel  bewegen  und 
den  Begriff  nicht  klarer  machen;^)  wir  müssen  voraussetzen, 
dafs  jeder  Mensch,  der  überhaupt  an  die  Beschäftigung  mit 
der  Geometrie  herantritt,  mit  dem  Worte  Raum  ei^e  bestimmte 
Vorstellung  verbindet" 


Schlömilch,  Grundzüge  einer  wissenschaftlichen  Dar- 
stellung der  Geometrie  des  Mafses  etc.  —  Leipzig  1874.') 

Die  Definition  Schlömilchs  bietet  zwar  nichts  Originelles, 
soll  aber  mitgeteilt  werden,')  da  sie  das  Bekannte  in  klarer 
Form  vollständig  giebt: 

„Vorausgesetzt  wird,  dals  man  die  Grundeigenschaften ^) 
des  Raumes  bereits  kenne;  diese  sind: 

1)  Ausdehnung  nach  den  drei  verschiedenen  Richtungen  ^) 
der   Länge,    der  Breite    und    der   Hohe   (Dicke    oder  Tiefe), 


aufmerksam  gemacht,  kann  den  Lesern  ganz  besonders  empfohlen 
werden.  Eine  Rezension  des  Werkes  findet  sich  in  Hoff  man  ns  Zeit- 
schrift, XX,  p.  617—621.  Es  heifst  darin:  „Ohne  Zweifel  hat  er  (der 
Verf.)  ein  gntes  Bach  geschrieben,  mit  welchem  ein  Fortschritt  zum 
Bessern  gemacht  ist,  und  welches  von  ähnlichen  Arbeiten  eich  vorteil- 
haft abhebt  ....  Die  reichhaltigen  Litteratnrangaben  ....  machen  das 
Werk  besonders  wertvoll,  das  wir  dem  mathematisch  gebildeten  Publikum 
hiermit  warm  empfohlen  haben  möchten.** 

')  Ich  kann  mich  leider  hier  mit  Rausenberger  nicht  völlig  ein- 
verstanden erklären,  vorausgesetzt,  dafs  ich  den  Sinn  dieser  Stelle  richtig 
anfgefafst  habe.  Es  scheint,  als  wenn  jede  Erörterung  des  Ranmbegriffs 
als  unnütz,  ja  womöglich  schädlich  zurückgewiesen  wird.  Das  ist  doch 
wohl  za  weit  gegangen. 

*)  Eine  neuere  Auflage  (die  7.)  ist  1888  erschienen;  die  Seitenzahl 
ist  unverändert.  —  VergL  H.  Z.  VI.  p.  160—166. 

")  Vergl.  Eries  weiter  oben. 

^)  Schlömilch  vermeidet  es  also  auch  auf  das  Wesen  des  BAumes 
einzugehen  und  g^ebt  nur  seine  Eigenschaften. 

^)  Vergl.  die  Bemerkung  zu  Nagels  Geometrie. 
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welche   man   die   drei   Dimensionen   des  Raumes   zu   nennen 
pflegt; 

2)  Unendlichkeit,  so  dafs  also  die  M5glichkeit  räum- 
licher Gegenstande  nirgends  aufhört; 

3)  Stetigkeit  (Kontinuität),  derzufolge  an  keiner  Stelle 
eine  Unterbrechung  des  Raumes  vorhanden  ist;^) 

4)  Gleichartigkeit  aller  Teile  des  Raumes,  vermöge 
welcher  verschiedene  Räume  als  Teile  eines  und  desselben 
unendlichen  Raumes  angesehen  werden  können. 


Snell,  Lehrbuch  der  geradlinigten  Planimetrie.  —  Leipzig 
1857. 

,,Der  Raum  als  Ganzes  betrachtet  ist  nicht  Gegenstand 
der  Geometrie. *)  Derselbe  bildet  nur  die  Sphäre,  innerhalb 
deren  die  Geometrie  sich  bewegt  ....  Für  die  Zwecke  der 
Geometrie  genügt  es,  sich  an  dem  Raum  als  Ganzem,  oder 
von  dem  Raum  überhaupt  folgende  Eigenschaften  zu  vergegen- 
wärtigen, von  denen  vorausgesetzt  wird,  dafs  wir  sie  als  mit 
der  Vorstellung  einer  räumlichen  Ausdehnung  unmittelbar 
und  notwendig  verbimden  denken  müssen.^)  Erstens:  Der 
Raum  ist  unendlich  (weil  die  räumliche  Ausdehnung  in  sich 
selbst  keinen  Abschlufs  und  keine  Grenze  hat). 

Zweitens:  Der  Raum  ist  stetig  oder  kontinuierlich  oder 
iQckenlos  (weil  dasjenige,  was  die  Teile  des  Raumes  trennt, 
wiederum  Raum  ist). 

Drittens:  Der  Raum  ist  teilbar  und  zwar  teilbar  ins 
Unendliche  (folgt  aus  1). 

*)  Die  Form,  in  der  hier  die  Eigenschaften  der  Unendlichkeit  and 
der  Stetigkeit  gegeben  sind,  läfst  den  Zusammenhang  zwischen  beiden, 
auf  den  ich  oben  hingewiesen,  deutlich  erkennen. 

*)  Vergl.  Frischauf  a.  a.  0.  n.  Eries  a.  a.  0.  4. 

*)  Snell  sieht  also  den  Baum  mit  seinen  Eigenschaften  als  a  priori 
gegeben  an.  Hervorzuheben  ist,  dafs  Snell  die  allseitige  Ausdehnung 
des  Banmes  als  eine  besondere  Eigenschaft  aufstellt' und  sie  nicht,  wie 
fiblich,  mit  der  Unendlichkeit  einflEU)h  identifiziert.  Jedenfalls  ist  ohne 
die  Eigenschaft  der  allseitigen  Aosdehnang  diejenige  der  Unendlich- 
keit unmöglich,  weil  wir  ja  sonst  nach  irgend  einer  Seite  hin  eine  Grenze 
haben  würden.  Die  Unendlichkeit  ist  durch  die  allseitige  Ausdehnung 
bedingt,  ohne  dals  auch  das  umgekehrte  der  Fall  ist. 
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Viertens:  Der  Raum  ist  sowohl  der  Zahl  als  seiner  inneren 
Wesenheit  nach  nur  Einer.  ^) 

Fünftens:  Die  Ausdehnung  des  Raumes  ist  eine  allsei- 
tige, oder  der  Raum  ist  ausgedehnt  nach  allen  Richtungen. 


Sonnenburgy  Lehrbuch  der  gesamten  Elementar -Geo- 
metrie. —  Bremen  1868. 

Der  Raum  ist  formlose^)  Ausdehnung  nach  allen 
Richtungen  (nach  Länge ,  Breite  und  Höhe  oder  Tiefe)  in's 
Unendliche  hin. 

Der  Raum  ist  das  Nebeneinandersein^)  oder  der  Raum 
ist  stetig  oder  kontinuierlich,  d.  h.  man  kann  in  ihm  will- 
kürlich gewisse  Abschnitte  machen  oder  Teile  unterscheiden, 
die  aber  alle  so  zusammenhängen,  dafs  da,  wo  der  eine  auf- 
hört, gleich  der  andere  anfängt,  oder  wo  der  eine  Teil  immer 
in  den  andern  übergeht.'^ 


Worpitzky,  Elemente  der  Geometrie.  —  Berlin   1871. 

„Der  Raum  ist  die  Abstraktion  von  den  beobachteten 
einzelnen  Körpern  auf  einen  Körper,  welcher  die  durch  die 
Sinne  gegebenen  Körper  sämtlich  als  Teile  enthäli'^^) 


^)  Vergl.  E.  Müller  a.  a.  0.  6  und  meine  Anmerkung.  Es  ist  die 
Eigenschaft  gemeint,  die  sonst  Gleichartigkeit  genannt  wird. 

*)  Dafs  der  Begriff  der  Form  mit  dem  des  Baumes  nicht  vereinig 
werden  könne,  ist  auch  von  mir  hervorgehoben  worden  und  aus  dem 
Wesen  der  Unendlichkeit  begründet  worden.  Streng  genommen  enthalten 
sich  die  Begriffe  gegenseitig;  was  keine  Form  hat,  kann  keine  Grenzen 
haben,  ist  also  unendlich  (vergl.  weiter  oben  meine  Bemerkungen  ku 
Riemcmns  Auseinandersetzungen);  was  unendlich  ist,  kann  keine  Form 
(Gestalt)  haben,  sonst  hätte  es  Grenzen. 

')  Das  Nebeneinandersein  besieht  sich  hier  nicht  auf  das  Raum- 
erfüllende  —  sonst  hätte  es  auch  besser  heifsen  müsseb:  die  Möglichkeit 
des  Nebeneinanderseins  — ,  sondern  auf  den  Baum  selbst. 

*)  Zweierlei  ist  es,  was  dieser  Definition  entgegensteht:  Einmal 
wird  dadurch  der  Baum  zu  einem  rein  empirischen,  aus  der  Beobachton^ 
der  sinnlich  wahrnehmbaren  Körper  genommenen  Begriff;  dann  aber 
scheint  die  Bezeichnung  desselben  als  Körper  ganz  besonders  unglücklich 
gewählt,  da  der  Irrtum  dadurch  hervorgerufen  wird,  als  sei  der  Rauxh 
etwas  Begrenztes. 
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Wagner,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie. — Hamburgl874. 

,,Dasjenige,  in  welchem  wir  uns  befinden,  nennen  wir  den 
Raum  (Weltraum).  Denken  wir  uns  alle  Gegenstände  aus 
demselben  entfernt,  so  bleibt  der  leere  oder  absolute  Raum, 
oder  die  Raumform  übrig. ^) 


Ulrich, Lehrbuch  der  reinen  Mathematik. —  Göttingen  1836. 

„Dem  Raame  wird  Unendlichkeit,  Stetigkeit  (Kontinuität) 
und  Gleichartigkeit  beigelegt;  also  in  Absicht  auf  die  Mög- 
lichkeit der .  räumlichen  Gegenstände  findet  keine  Grenze, 
in  Absicht  auf  die  Folge  der  räumlichen  Teile  keine  Unter- 
brechung, und  in  Absicht  auf  die  Beschaffenheit  der  Teile 
des  Raumes  keine  Verschiedenheit  statt."^) 

Es  handelt  sich  in  den  angeführten  Zitaten,  wie  man 
erkennt,  im  wesentlichen  um  die  Darstellung  der  Eigen- 
schaften des  Raumes,  weniger  um  die  Definition  des  Kaum- 
begriffs  selbst,  entsprechend  dem  Zwecke  der  angezogenen 
Werke.  Über  den  Raumbegriff  selbst  Tergleiche  man  noch 
folgende  Werke  (vergl.  die  Anm.  zu  Erdmann,  Axiome): 

Cohen,  Kants  Kritik  der  Erfahrung.  —  Berlin  1885. 

Du  Bois-Reymond,  Reden.  L  Folge.  Vortrag  VI  „Über 
die  Grenzen  des  Naturerkennens'^ 

Gino  Loria,  Die  hauptsächlichsten  Theorieen  der  Geo- 
metrie, übersetzt  von  Schütte.  —  Leipzig  1888. 

Helmholtz,  Populäre  wissenschaftliche  Vorträge.  III.  Heft. 
Vortrag  II  „Über  den  Ursprung  und  die  Bedeutung  der  geo- 
metrischen Axiome''. 

Wundt,  System  der  Philosophie.  —  Leipzig  1889. 

Wundt,  Logik.  —  Leipzig  1883. 

Zollner,  Über  die  Natur  der  Kometen. 

Dühring,  Krit.  Geschichte  der  allgem.  Prinzipien  der 
Mechanik. 

Femer  ist  zii  vergleichen  die  schon,  oben  erwähnte  reich- 


^)  OflPenbar  im  KantBchen  Sinne:  Form  nnserer  änfseren  Wahr- 
nefamiiD^. 

')  Ich  m^kshte  diese  knrze  Darstellung  als  besonders  gelungen  her- 
Torheben. 
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haltige  Litteratur,   die   sich   in  Erdmano,   Die  Axiome   der 
Geometrie,  angegeben  findet. 

Von  Programmen,  die  mir  zu  Gebote  standen,  ist  an  dieser 
Stelle  eins  erwähnenswert. 

Wernicke,  Die  Grundlage  der  Euklidischen  Geometrie 
des  Mafses.  —  Braunschweig  1887. 

In  dieser  Abhandlung  wird  der  Untersuchung  des  Baumes 
ein  weites  Feld  eingeräumt.  Die  Beziehungen  von  Raum  und 
Zeit,  von  Raum  und  Auüsenwelt,  leerem  Raum  und  raum- 
erfüllendem Etwas  (Materie)  werden  untersucht. 

„Der  Raum  tritt  uns  durchaus  als  ein  geschlossenes  Ganzes 
gegenüber,  die  Materie  dagegen  als  eine  Gesamtheit  einzelner 
Teile... «0 

„Der  Raum  ist  yoUständig  widerstandslos  ohne  äufsere 
und  innere  Grenzen,  d.  h.  überall  gleichartig,  lückenlos,  un- 
begrenzt ausgedehnt.'' ') 

Elügels  Wörterbuch  giebt  folgende  Erklärung: 

„Raum  ist  die  unbegrenzte,  blofs  im  Verstände  gedachte, 
nach  allen  Richtungen  hin  sich  erstreckende  Ausdehnung, 
worin  der  Geometer  nach  Belieben,  uneingeschränkt  seine  Li- 
nien ziehen  und  seine  Flächen  ausbreiten  kann.'' 

Es  wird  dann  sofort  auf  die  Bestimmung  eines  Punktes 
durch  seine  drei  Koordinaten  eingegangen  und  der  physische 
Raum  mit  dem  „Raum  an  sich"  verglichen.     Es  heifst  dann: 

„Leibnitz  nannte  diesen  physischen  Raum  sehr  passend 
die  Ordnung  der  nebeneinander  befindlichen  Dinge." 


Grunerts  Archiv.  49.  p.  180.     L.  v.  Pfeil. 

„Der  Raum   ist  ein  einfacher  Begrifil     Länge,   Breite 


^)  Daraus  würden  die  Eigenschaften  der  Stetigkeit  und  Gleichartig- 
keit unmittelbar  zu  folgern  sein.  Die  Herrorhebang  der  Einheit  des 
Raumes  gegenüber  der  Gesamtheit  einzelner  Teile  bei  materiellen  Gegen- 
ständen  erscheint  besonders  glücklich. 

*)  Die  Eigenschaft  widerstandslos  zu  sein  haben  wir  als  „Durch- 
dringlichkeit"  bezeichnet.  Aus  ihr  folgt  die  Eongmenz.  Man  yergleiche 
übrigens  die  Zitate  aus  Wernickes  Programm,  die  beim  Körper  (also 
in  Kapitel  III)  angeführt  sind. 
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und  Dicke   sind  ebenfalls  einfache  Begriffe.     Ebenso  ist  der 
Ort  eines  Dinges  ein  einfacher  Begriff.''^) 


Hieran  mögen  sich  noch  folgende  Zitate  schliefsen: 

HelmholtZ;  Pop.  wiss.  Vorträge  III.  2.  Über  den  Ur- 
sprung und  die  Bedeatong  der  geometrischen  Axiome. 

p.  25:  ,,Aufserdem  sprechen  die  geometrischen  Axiome 
Sätze  ans,  welche  die  Anzahl  der  Dimensionen  sowohl  des 
Ramnes  als  seiner  Flächen^  Linien,  Punkte  bestimmen  und 
den  Begriff  der  Kontinuität  dieser  Gebilde  erläutern,  wie  die 
Sätze,  dafs  die  Grenze  eines  Körpers  eine  Fläche,  die  einer 
Fläche  eine  Linie,  die  einer  Linie  ein  Punkt,  und  der  Punkt 
unteilbar  ist,  und  die  Sätze,  dals  durch  Bewegung  eines  Punktes 
eine  Linie,  durch  Bewegung  einer  Linie  eine  Linie  oder  Fläche, 
durch  die  einer  Fläche  eine  Fläche  oder  ein  Körper,  durch 
Bewegung  eines  Korpers  aber  immer  nur  wieder  ein  Körper 
beschrieben  werde.'' 

p.  36:  „Somit  ist  also  der  uns  bekannte  Raum,  in  dem 
wir  leben,  eine  dreifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  von 
Punkten,  eine  Fläche  eine  zweifache,  eine  Linie  eine  einfache.'' 

„Die  Zahl  der  Abmessungen,  welche  n'ötig  ist  um  die  Lage 
eines  Punktes  zu  geben,  ist  gleich  der  Anzahl  der  Dimensionen 
des  betreffenden  Raumes.  In  einer  Linie  genügt  der  Abstand 
▼on  einem  festen  Punkte,  also  eine  GröJBe;')  in  einer  Fläche 
mofs  man  schon  die  Abstände  von  zwei  festen  Punkten  an- 
geben, im  Räume  von  dreien,  um  die  Lage  des  Punktes  zu 
firieren.** 

Bretschneider,  Lehrgebäude  der  niederen  Geometrie.  — 
Jena  1844. 

„Da  eine  Form  weiter  nichts  ist,  als  ein  auf  bestimmte 


^)  Ort  ist  hier  in  dem  gewöhnlichen  Sprachgebrauch,  nicht  in  dem 
geometriiclien  Terstanden:  die  Stelle,  wo  eich  ein  Ding  befindet,  nicht 
die  Stelle,  wo  es  sich  befinden  kann. 

*)  Das  stimmt  nicht,  sondern,  in  der  Linie  sind  zwei  feste  Punkte 
erforderlich,  oder  ein  Pcmkt  und  eine  Riohtnng,  also  zwei  Bestimmungs- 
^cke.    Analoges  gilt  fflr  Fl&ohe  und  Baum. 
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Weise  begrenzter  Raum,   bo  mufs  sie   auch  die   allgemeinen 
Eigenschaften  des  Raumes  besitzen.    Nun  ist  aber  der  Raum: 

1)  in  allen  seinen  Teilen  durchaus  gleichartig,  oder  ho- 
mogen; 

2)  in  allen  seinen  Teilen  ununterbrochen  zusammenhän- 
gend, oder  stetig*, 

3)  in  jede  beliebige  Anzahl  von  Teilen  zerlegbar,  oder 
unbeschränkt  teilbar; 

4)  in  seiner  Ausdehnung  nach  allen  Seiten  hin  ohne 
Grenzen,  oder  unbegrenzt  grofs;^) 

folglich  mufs  auch  jede  Form  ein  homogenes,  stetiges, 
unbeschränkt  teilbares  und  in  jeder  beliebigen  Gröfse  denk- 
bares Ganze  sein. 

Der  Raum  dehnt  sich  ferner  nach  drei  Richtungen  hin 
aus,  nämlich  nach  Länge,  Breite  und  Dicke.'^ 


Grelle,  Über  Parallelen-Theorieen  etc.  —  Berlin  1816. 

„Vorstellung  heifst,  was.  die  Dinge  dem  Verstände  sind.'' 

„Erste  Vorstellung  heifst,  die  auf  keine  andere  sich 
bezieht." 

„Erste  Vorstellungen  für  die  Geometrie  sind  Raum, 
Ort,  Lage,  Menge/' 

V.  Schlegel,  Über  den  sogenannten  yierdimensionalen 
Raum.  —  Berlin  1889. 

„Wir  sehen  aber  auch,  wie  bei  allen  diesen  Fortschritten 
die  Geometrie  in  einer  bestimmten  Hinsicht  den  Charakter 
einer  Erfahrungswissenschaft  bewahrt.  Wenn  sie  auch  längst 
über  das  in  ihrem  Namen  liegende  beschränkte  Ziel,  die  That- 
Sachen  der  Ebene  zu  erforschen,  hinausgegangen  war  und  den 
Raum  in  den  Ereis  ihrer  Betrachtung  gezogen  hatte,  unseren 
Weltraum  mit  der  Fülle  der  in  ihm  teils  wirklich  existieren* 


^)  Daus  man  bei  dem  BegrifPe  der  Unbegrenstheit  eine  gewisse  Vor- 
sicht walten  lassen  müsse,  gebt  aas  Biemanns  Habilitationsschrift  her> 
vor.  Man  y ergleiche  die  Anmerkung  auf  Seite  120.  Es  wird  sich  danach 
immer  empfehlen,  die  Identit&t  von  Unbegrenstheit  und  Unendlichkeit 
beim  Baume  ausdrücklich  herrorzuheben. 
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deO;  teils  gedachten  körperlichen  Gebilde:  aus  diesem  a  priori 
gegebenen  Gebiete  war  sie  nie  herausgekommen  ....  Auch 
die  philosophischen  Spekulationen  und  wechselnden  Ansichten 
über  das  Wesen  dieses  Weltraums  hatten  auf  die  Richtung 
imd  den  Charakter  der  geometrischen  Forschung  keinen  Ein- 
flufs  gehabt;  aus  der  Erfahrung  nahm  man  die  Grundlage  der 
Geometrie,  in  dem  Erfahrnngsraume  vollzogen  sich  ihre'  Ope- 
rationen, entstanden  und  blieben  ihre  Gebilde/'^) 

Nachdem  Schlegel  sodann  die  Ausdrücke  ^^Tierle  Dimen- 
sion des  Raumes^'  und  ^^vierdimensfonaler  Raum'^  beleuchtet 
and  ersteren  als  ein  Unding  und  als  auf  einem  Mifsverständ- 
nisse  beruhend  zurückgewiesen,  sagt  er:  ,,Dieser  Vierdimen- 
»ionale  Raum'  ist  also  ein  reines  Produkt  mathematischer 
Spekulation,  dient  nur  mathematischen  Zwecken,  und  um  die 
Frage  nach  seiner  etwaigen  wirklichen  Existenz  kümmert  sich 
kein  Mathematiker/'') 


^)  Schlegel  definiert  den  Raum  als  einen  a  priori  gegebenen,  d.  h. 
also  als  einen  vor  aller  Erfahrung  und  von  dieser  nnabhängig  bestehen- 
den Begriff.  In  einem  scheinbaren  Widerspruch  damit  scheint  es  za 
sieben,  wenn  es  dann  heifst,  aus  der  Erfahrung  nahm  man  die  Ghrund- 
lagen  der  Geometrie;  jedoch  findet  dieses  sofort  seine  Erklärung  in  dem 
folgenden:  „in  dem  Erfifthrungsraume  vollzogen  sich  ihre  Operationen*^ 
d.  h.  die  Übertragung  der  im  „Räume  a  priori*'  geltenden  Sätze  und 
Konstruktionen  auf  den  „Weltraum  unserer  Erfahrung**  stiefs  nirgends 
auf  eine  Schwierigkeit  oder  einen  Widerspruch;  überall  entsprachen  die 
Verhältnisse  der  Erfahrungswelt  derjenigen  der  geometrischen  Gebilde. 

*)  An  einer  späteren  Stelle  derselben  Abhandlung  sagt  Schlegel: 
„Iber  80  einfach  auch  fär  das  abstrakte  Denken  der  Fortschritt  in  den 
vierdimensionalen  Raum  sich  oft  gestaltet,  immer  wieder  n^cht  sich  der 
Mangel  an  Anschaulichkeit  bei  allen  Begriffen  und  Sätzen,  welche 
diesen  Baum  betreffen,  auf  das  Störendste  geltend,  und  selbst  geübte 
Forscher  sind  Irrtümern  aus  diesem  Anlafs  nicht  entgangen.  Man  hat 
daher  auch  nach  verschiedenen  Richtungen  überlegt,  wie  wohl  diesem 
Mangel  abzuhelfen  sei.  Die  gründlichste  Abhilfe  wäre  freilich  die,  dafs 
es  uns  gelänge,  unsere  geometrische  Vorstellungskraft  in  der  Weise  aus- 
tubilden,  dats  es  uns  müglich  würde,  vierdimensionale  Gebilde  uns  im 
Geiste  ebenso  vorzustellen,  wie  es  mit  den  dreidimensionalen  Gebilden 
der  Fall  isl**  „Es  ist  aber  leicht  einzusehen,  dafs  dieser  Gedanke  ^nz- 
lieh  hoffiiungslos  ist.**  „Es  ist  daher  auch  dem  Geiste  unmöglich,  sich 
irgend  welche  Vorstellungen  auf  diesem  Gebiete  zu  bilden  ....  wir 
können  uns  nur  solche  Gegenstände  und  Gebilde  vorbtellen,  von  denen 
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Es  wird  sodasn  ausgeführt,  wie  man  yon  der  ,^icht^ 
Euklidischen''  Geometrie  ausgehend  auch  zu  dem  Gedanken 
kam,  den  ebenen  Raum  als  einen  Spezialfall,  nämlich  von  der 
Krümmung  Null,  anzusehen,  einer  allgemeinen  Gattung  gegen- 
über, die  von  beliebiger  von  Null  verschiedener  positiver  oder 
negativer  Krümmung  sei. 

„Selbstverständlich  verzichtete  man  hier  von  vornherein 
auf  jeden  Versuch,  einen  derartigen  Raum  wirklich  aufzufinden; 
auch  war  man  in  der  Erkenntnis  der  Bedeutung  der  abstrakten 
Geometrie  schon  weit  genug  vorgeschritten,  um  diese  Räume 
nicht  deshalb  als  widersinnige  Denkprodukte  zu  verwerfen, 
weil  unsere  Erfahrung  über  die  Existenz  eines  einzigen  krüm- 
mungslosen Raumes  (resp.  von  der  Krümmung  Null)  uns  ver- 
bot, diese  Räume  als  wirklich  existierend  anzusehen.  Dieselben 
waren  eben  Produkte  mathematischer  Überlegung,  wie  tausend 
andere  geometrische  Gebilde,  nur  dafs  sie  der  Anschaulichkeit 
entbehrten,"*) 

Das  gemeinsame  Gebiet  dieser  drei  Arten  des  dreidimen- 
sionalen Raumes')  ist  nun  der  vierdimensionale  Raum  von  der 
Krümmung  Null.  Analog  kann  dieser  abstrakte  Prozeb  der 
Raumbildung  auf  Räume  von  beliebig  vielen  Dimensionen 
führen. 

Die  Ausdehnung  des  Raumbegriffs  auf  mehr  als  drei  Di- 
mensionen aus  der  Betrachtung  der  geometrischen  Bedeutung 
von  den  höheren  Potenzen  oder  von  den  Gleichungen  mit  be- 
liebig vielen  unbekannten  wird  alsdann  erwähnt. 

Ich  mufs  auf  diese  Vergleichung  von  arithmetischen  und 


wir,  wenn  wir  sie  nicht  schon  gesehen  haben,  doch  wenigstens  begreifen, 
dafs  wir  sie  sehen  könnten/' 

Man  vergleiche  hierzu  die  Ausführungen  des  Kapitel  m. 

*)  Hier  tritt  Sohlegel  in  einen  gewissen  Widersprach  mit  seinen 
Ansichten,  die  in  der  vorhergehenden  Anmerkung  titiert  sind:  danach 
sind  die  Nicht  Enkhdischen  (unebenen)  Räume  nicht  Gebilde  „wie  tau- 
send andere  geometrische  Gebilde'*,  denn  es  fehlt  ihnen  gegenüber  eben 
an  der  Möglichkeit,  sie  vorzustellen  oder  überhaupt  ihre  VorsteUbarkeit 
zu  begreifen.  Deshalb  ist  diesen  Bäumen  auch  jede  Existenz,  aulser  der 
logischen  abzusprechen. 

*)  Von  denen  also  nur  derjenigen  Art,  die  die  Krümmung  Null  hat, 
eine  reale  Existenz  zukommt. 
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geometrischen  Mannigfaltigkeiten  nnd  die  daraus  gezogenen 
Folgerangen  näher  eingehen,  da  es  sich  hier  —  meines  Er- 
achtens  —  um  einen  verhängnisvollen  Grundirrtum  handelt. 
Schlegel  sagt:  ;,Neben  den  Betrachtungsweisen  der  Nicht- 
euklidischen Geometrie  boten  sich  aber  auch  noch  andere 
Wege,  nm  zu  einer  Ausdehnung  des  Raumbegriffs  auf  mehr 
als  drei  Dimensionen  zu  gelangen.  Namentlich  hätte  die  von 
altersher  bekannte  und  seit  Descartes  zur  Auffindung  neuer 
Wahrheiten  planmäOsig  ausgenutzte  Anwendung  des  Zahl-  und 
Mafsbegriffes  auf  die  Geometrie  schon  längst  zur  AusfQhrung 
jener  Verallgemeinerung  fahren  können,  wenn  nur  irgend  eine 
zwingende  Veranlassung  sich  geboten  hätte.  Bedenkt  man 
nämlich,  dafs  eine  einfache  Zahl  a  die  Länge  einer  gemessenen 
Strecke  darstellt,  die  zweite  Potenz  dieser  Zahl,  a',  den  Flächen- 
inhalt des  über  der  Strecke  a  als  Seite  errichteten  Quadrats, 
und  die  dritte  Potenz  a^  den  Rauminhalt  des  über  diesem 
Quadrate  als  Grundfläche  konstruierten  Würfels,  so  entsteht 
naturgemäfs  die  Frage  nach  der  geometrischen  Bedeutung  der 
folgenden  Potenzen  a\  a^  u.  s.  w.,  und  man  sieht  leicht,  dafs 
diese  Grofsen  die  Resultate  der  einfachsten  Inhaltsbestimmungen 
in  den  Räumen  mit  4,  5  und  mehr  Dimensionen  sind,  sobald 
man  sich  nur  entschliefst,  diesen  Räumen  und  den  für  sie 
geltenden  Geometrieen  das  Bürgerrecht  in  der  Geometrie  zu 
gewähren,  trotzdem  dafs  die  Anschauung  uns  hier  überall  in 
Stich  läfst." 

Diese  Erklärung  der  mehrdimensionalen  Räume  als  eine 
Folge  der  geometrischen  Analogie  mit  den  Potenzen  von 
höheren  Exponenten  ist  aber  auf  eine  Verkennung  der  eigent- 
lichen Vergleichspunkte,  welche  Arithmetrik  und  Geometrie 
für  diese  Fragen  zeigen,  zurückzuführen. 

Die  Bedeutung  eines  Produktes  ist  in  der  Geometrie  nach 
einer  ursprünglich  willkürlichen  Fortsetzung  die  eines  Recht- 
ecks/) indem  man  die  Faktoren  als  Mafszahlen  von  Strecken 

')  Vergleiche  A.  Thaer  in  Bethwisohs  Jahresberichten.  II.  Jahr- 
gang. —  B.  199. 

„Wenn  man  von  einem  ^Produkt  zweier  Strecken'  spricht,  so  ist 
da«  eine  gewaltsame  Übertragung  eines  arithmetischen  Ansdrucks  auf 
die  Geometrie  ....  Man  wird  nämlich  finden,  dafs  der  übliche  Begriff 

Schotten,  der  planlmetz.  ünterriobt.  10 
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ansieht  und  diese  Strecken  als  die  Seiten  des  Rechtecks.  Ein 
Produkt  von  drei  Faktoren  betrachtet  man  dann  als  den  arith- 
metischen Ausdruck  eines  Parallelepipeds.  Durch  die  einfache 
Vermehrung  der  Faktoren  ist  aber  in  der  Arithmetik  gar  kein 
Schritt  weiter  gemacht  worden  und  es  ist  daher  nicht  ange- 
messen, bei  der  geometrischen  Deutung  von  der  Fläche  zum 
Körper  überzugehen.  Auch  würde  es  schwer  sein,  wenn  man 
die  Potenzbetrachtung  zum  Grunde  legt  und  nur  nach  einer 
geometrischen  Deutuug  für  die  Veränderung  der  Exponenten 
sucht,  für  a^  und  ferner  für  die  Potenzen  mit  negativen  Ex- 
ponenten eine  Analogie  zu  finden.  Und  doch  sind  diese  Po- 
tenzen nicht  weniger  berechtigt;  geometrisch  gedeutet  zu  werden, 
als  die  Potenzen  mit  positiven  Exponenten,  wenn  man  von 
der  Betrachtung  der  Potenzen  ausgeht. 

Dieser  Ausgangspunkt  der  Vergleichung  von  arithmeti- 
schen und  geometrischen  Dimensionen  ist  nun  von  vornherein 
falsch  gewählt.  Die  Vergleichung  darf  nicht  erst  bei  Aex, 
Betrachtung  der  Potenzen  beginnen,  sondern  hat  sich  natnr- 
gemäfs  an  die  drei  Stufen  der  arithmetischen  Rechenoperationen 
zu  halten. 

Der  ersten  Stufe  des  Rechneus,  der  Addition,  entspricht 
die  einfache  Ausdehnung  nach  der  Länge; 

der  zweiten  Stufe,  der  Multiplikation,  die  zweifache 
Ausdehnung  nach  Länge  und  Breite; 

der  dritten  Stufe,  der  Potenzierung,  die  dreifache 
Ausdehnung  nach  Länge,  Breite  und  Hohe. 

Das  Resultat  der  Addition,  die  Summe,  findet  ihre  geo- 
metrische Deutung  in  der  Linie; 

das  Produkt  in  der  Fläche; 

die  Potenz  in  dem  Körper. 

Während  nun  aus  der  Gleichheit  der  Summanden  das 
Produkt,  aus  der  Gleichheit  der  Faktoren  die  Potenz  entsteht 
und  sich  auf  diese  Weise  die  drei  Stufen  der  arithmetischen 
Operationen  entwickeln,  resultiert  aus  der  Vermehrung  der 
Exponenten  und  der  Gleichsetzung  von  Basis  und  Exponenten 

'Produkt'  hierfür  zu  eog  ist  und  daDs  man  entweder  hier  die  Erweite- 
rung eintreten  lassen  oder  die  Er onek erwachen  Produkte  benannter 
Zahlen  zu  Grunde  legen  mufB." 
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keine  weitere  Stufe  des  Rechnens.  In  Analogie  hiermit  kann 
man  die  Erzeugung  geometrischer  Gebilde  durch  Bewegung 
setzen.  Entsprechend  dem  Stillstand  der  Rechnung  bei  der 
Potenzierung  ergiebt  sich  nichts  Neues  durch  die  Bewegung 
des  Korpers. 

Mit  der  Aufstellung  mehrdimensionaler  Räume  hat  man 
also  nicht  arithmetische  Ausdrücke  geometrisch  gedeutet,  son- 
dern wir  würden  umgekehrt  nun  die  den  mehrdimensionalen 
Räumen  entsprechenden  Rechenoperationen  aufzusuchen  haben. 

Nach  eingehenden  Erörterungen  über  die  Möglichkeit 
vierdimensionaler  Geometrie  (bes.  mit  Hilfe  der  Projektion  auf 
unsem  bekannten  Raum)  sagt  Schlegel: 

,yDiese  ,,Zukunft8geometrie''  wird  allerdings  mangels  jeder 
Anwendbarkeit  auf  Verhältnisse  der  Wirklichkeit  niemals  die 
Wichtigkeit  und  Bedeutung  der  Geometrie  der  Ebene  und  des 
Raumes  erlangen  und  auch  in  ihrer  Eigenschaft  als  for- 
males Bildungsmittel  unseren  Schulen  fernbleiben.^'^) 

J.  Rosanes,  Über  die  neuesten  Untersuchungen  in  betreff 
unserer  Anschauung  vom  Räume.  ^)  —  Breslau  1871. 

„DsL3  Material^)  der  Geometrie  ist  der  Raum,  und  die 
Frage  nach  dem  Begriffe  und  Wesen  desselben  hat  wohl  zu 
allen  Zeiten  die  Mathematiker  beschäftigt,  aber  sie  wurde 
mehr  in  Bezug  auf  die  allgemeine  Weltanschauung  studiert; 
vereint  mit  den  Philosophen,  mit  welchen  sie  in  der  Person 
grolsenteils  zusammenfielen,  suchten  sie  wohl  eine  Vorstel- 
lung hierüber  zu  gewinnen,  aber  die  Geometrie  als  Wissen- 
schaft galt  kaum  für  abhängig  von  der  jeweiligen  Art  der- 
selben." 

„In  neuerer  Zeit  ist  man  wohl  überwiegend  zu  der  von 
Helmholtz  sogenannten  empiristischen  Theorie  überge- 
gangen,   zu   welcher   sich    schon    frühzeitig    Gaufs    bekannt 

')  Dies  wird  wohl  Ton  keiner  Seite  bestritten  werden.  Selbst  bei 
einer  diskursiven  Behandlung  des  Baumproblems,  wie  sie  vielleicht  in 
Prima  gelegentlich  der  Repetition  der  Anfangsgründe  als  möglich  ge- 
dacht werden  könnte,  würde  auf  eine  Erörterung  der  mehrdimensionalen 
Ränme  za  yersichten  sein. 

')  YergL  die  Besprechung  in  H.  Z.  III.  p.  387. 

*)  Ich  kann  diesen  Ausdruck  für  keinen  besonders  glücklichen  halten. 

10* 
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haben  soll,  wonach  man  im  Räume  nichts  als  einen  von  der 
Empirie  abstrahierten  Begriff  zu  sehen  habe,  eine  Ansicht, 
welche  schon  vor  Kant  insbesondere  bei  dem  englischen  Sen- 
sualisten  Locke  auftritt. 

Auf  diese  Weise  war  aber  die  Frage  nach  dem  Begriffe 
des  Raumes  und  seinen  ursprünglich  aus  unserer  Anschauung 
entnommenen  Eigentümlichkeiten  mehr  Gegenstand  der  auf 
das  Wesen  unserer  Gesamt-Erkenntnis  gerichteten  Spekulation, 
keineswegs  aber  als  von  Einflufs  auf  die  Gewifsheit  der  Geo- 
metrie angesehen/' 

Alsdann  führt  Rosanes  Riemanns  Arbeit  an  und  ihre 
wesentlichen  Resultate,  wobei  folgende  Bemerkungen  nicht 
ohne  Bedeutung  erscheinen: 

„Doch  darf  ...  die  Ausdrucks  weise  *  mehrfach  ausge- 
dehnte Mannigfaltigkeit'  nicht  verleiten,  bei  dem  allgemeinen 
Begriffe  immer  an  Gegenstände  der  Anschauung  zu  denken; 
vielmehr  ist  die  äufserste  Abstraktion  von  der  letzteren  die 
Hauptsache  bei  der  allgemeinen  Untersuchung.'' 

„Überhaupt  repräsentiert  jede  beliebige  Linie  eine  ein- 
fach, jede  beliebige  Fläche  eine  zweifach,  der  Raum  eine  drei- 
fach ausgedehnte  Mannigfaltigkeit." 

„Das  Element,  bei  Anwendung  auf  Raumgröfsen  der  Punkt, 
ist  jedesmal  durch  so  viele  Bestimmungen  (Zahlengrofsen) 
deßniert,  wie  die  Yielfachheit  der  Mannigfaltigkeit  beträgt."^) 

^)  Meiner  Ansicht  nach  darf  der  Punkt  nicht  schlechtweg  als  das 
Element  der  Raumgröfsen  bezeichnet  werden,  sondern  die  Eigenschaft, 
ein  Element  zu  sein,  kommt  ihm  nur  in  ganz  bestimmtem  Sinne  zu  — 
nämlich  wenn  man  die  Gebilde  des  Raumes  durch  Bewegung  erzeugt 
denkt.  Im  übrigen  moTs  scharf  unterschieden  werden  zwischen  den  Ele- 
menten der  verschiedenen  Gebilde  sowohl,  wie  des  Raumes  selbst  und 
dem  Punkt.  Das  Element  der  Linie  ist  ein  Differential  derselben,  aber 
schon  im  iBesitz  aller  wesentlichen  Eigenschaften  derselben;  ebenso  ist 
das  Flächenelement  und  Körperelement  inr  exakter  Weise  zu  definiren. 
Das  letztere  ist  zugleich  das  Raum  dement.  Durch  die  Integration  zwi- 
schen den  Grenzen  unendlich  —  wenn  es  gestattet  ist,  diesen  Ausdruck 
der  Kürze  halber  zu  gebrauchen  —  erhalten  wir  aus  diesem  Element 
den  Raum  selbst,  durch  die  Integration  zwischen  bestimmten  Grenzen 
einen  Körper.  Niemals  aber  ergiebt  sich  aus  der  Integration  eines 
Flächen-  oder  Linienelementes  etwas  anderes  als  eine  Fläche  oder  Linie, 
geschweige  denn  aus  dem  Element  „Punkt'^   Man  vergleiche  Kapitel  III. 
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^yXJnser  Raum  repräsentiert  sich  nun  als  eine  solche  drei- 
fach ausgedehnte  Mannigfaltigkeit,  welche  in  jedem  Punkte 
dasselbe  konstante  Erümmungsmafs  besitzt.^)  Dies  ist 
der  analytische  Ausdruck  für  die  Unabhängigkeit  der  Körper 
Tom  Orte." 

Rosanes  geht  noch  auf  den  Unterschied  zwischen  Un- 
begrenztheit  und  Unendlichkeit,  auf  den  Riemann  zuerst  hin- 
gewiesen, ein  und  zitiert  daun  auch  Helmholtzs  Arbeit.  Die 
Schrift  schliefst  mit  den  Worten: 

„So  mufste  auch,  damit  das  richtige  Verständnis  der 
Raumanschauung  gewonnen  werde,  erst  die  Einführung  und 
Untersuchung  eines  umfassenderen  Begriffes  vorangehen/' 


Donadt,  Das  mathematische  Raumproblem  und  die  mathe- 
matischen Axiome.  —  Leipzig  1881. 

Der  Raum  kann  von  vier  Gesichtspunkten  aus  betrachtet 
werden;  es  sind  der  logische,  der  mathematische,  der  psycho- 
logische und  erkenntnistheoretische. 

„Zwar  läfst  sich  nicht  leugnen,  dafs  alle  vier  Probleme, 
welche  die  Raumvorstellung  anregt,  in  innigem  Zusammen- 
hange mit  einander  stehen,  so  namentlich  auf  der  einen  Seite 
das  logische  und  mathematische,  auf  der  andern  Seite  das 
psychologische  und  erkenntnistheoretische  Problem,  allein  ihr 
qualitativer  Unterschied  ist  sehr  zu  betonen.'' ') 

')  Der  Bemerkung,  dafs  dieses  Erümmungsmafs  der  Null  gleich  ist, 
wenn  ea  sich  um  den  Euklidischen  Raum  handelt  (d.  h.  mit  andern 
Worten  um  die  Giltigkeit  der  Euklideischen  Axiome,  bes.  des  11.),  fügt 
Bosanes  folgende  Bemerkung  hinzu: 

,,Über  die  Richtigkeit  derselben  (nämlich  der  Annahme,  dafs  die 
Konstante  Null  ist)  ist  aber  darum  volle  Gewifsheit  nicht  zu  erlangen, 
weil  ihre  Prüfung  nicht  durch  die  Theorie,  sondern  durch  die  Erfahrung 
geschehen  muls.  Eine  solche  Prüfung  kann  immer  nur  annähernde  Ge- 
nauigkeit bieten.** 

*)  Mit  der  scharfen  Unterscheidung  dieser  Gesichtspunkte,  der  Fest- 
«tellung,  inwiefern  durch  sie  die  Untersuchung  des  Raumproblems  beein- 
flafst  wird,  der  Aufsuchung,  worin  sie  zusammentrefPen,  und  der  genauen 
Bestimmung,  worin  sie  sich  unterscheiden,  ist  zur  Lösung  der  Frage  der 
wesentliche  Anhalt  gegeben.  Es  ist  daher  diese  Zerlegung  der  Haupt- 
frage Tom  grOfsten  Werte. 
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Bei  der  Besprechung  der  gegen  Euklid  erhobenen  An- 
griffe heilst  es:  ,;lst  die  geometrische  Wissenschaft  die  Einzel- 
wissenschaft vom  Baume,  so  müssen  ihre  Fundamente  die 
wesentlichen  Prädikate  bestimmen,  die  den  Inhalt  unserer 
Baumvorstellung  bilden/' 

,,Die  Grundsätze  der  Geometrie  müssen  die  Grundeigen- 
schaften des  Baumes  aussagen,  wie  sie  unserer  ursprünglichen 
Vorstellung  mitgegeben  sind." 

Es  wird  nachgewiesen,  dafs  dies  bei  Euklid  nicht  der 
Fall,  dafs  er  auf  der  einen  Seite  zuviel,  auf  der  andern  zu- 
wenig gebracht,  z.  B.  die  Ausgedehntheit  nach  drei  Dimensionen 
übergangen  und  später  stillschweigend  gebraucht  habe. 

Donadt  geht  alsdann  ausführlich  auf  die  Bedeutung  des 
11.  Axioms  ein,  bespricht  die  Nicht- Euklidische  Geometrie 
und  die  Arbeiten  von  Riemann  und  Helmholtz,  wobei  er 
besonders  die  Untersuchungen  von  Helmholtz  über  die  Eon- 
gruenzbedingungen  unserer  Geometrie,  denen  wir  bei  Bespre- 
chung des  Begriffes  Kongruenz  unsere  besondere  Beachtung 
zu  schenken  haben,  hervorhebt  und  auf  das  von  uns  auch 
zitierte  Werk  von  Erdmann  hinweist. 

Als  wesentlich  für  die  Untersuchung  wird  alsdann  an- 
gegeben, dafs  festgestellt  werden  müsse,  ob  der  Baum  ein 
Begriff  sei.  Nach  der  kritischen  Prüfung  der  Ansichten  Kants 
und  verschiedener  anderen,  besonders  Wundts,^)  kommt  Do- 
nadt zu  dem  Besultat:  „Der  Baum  ist  ein  Begriff,  weil  er 
selbständiges  Objekt  des  logischen  Denkens  sein  kann'',  indem 
er  hinzufügt:  „Denn  es  ist  ein  Hauptmerkmal  des  logischen 
Denkens,  dafs  es  begriffliches  Denken  isf  ^) 

Den  Unterschied  zwischen  dem  logischen  (mathematischen) 
und  erkenntnistheoretischen  (metaphysischen)  Baum  giebt  Do- 
nadt in  einem  Zitat  Baumanns  aus  dessen  Werk,  Die  Lehren 
von  Baum,  Zeit  und  Mathematik  in  der  neueren  Phiolosophie : 
„Der  Baum  in  mathematischer  Hinsicht  rein  als  Vorstellung 
unseres  Geistes  gefafst  stellt  sich,   wenn   er  mit  dem   Baum 

*)  Vergl.  Wundt,  Logik  und  System  der  Philosophie. 

')  Es  sei  nicht  unerwähnt,  dafs  diese  Betrachtungen   uns  belehren 
dafs  das,  was  Kant  mit  reiner  Anschauung  bezeichnet,  keine  Anschau- 
ung, sondern  Begriff  ist 
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drauTsen  verglichen^  bald  als  ein  Wesen  sui  generis  heraus; 
in  ihm  ist  Allgemeines  und  Besonderes  mit  einem  Schlage 
gegeben,  wir  entwerfen  ihn  zugleich  im  Bilde  und  finden  ihn 
in  uns  selbst  entworfen,  wir  durcheilen  ihn  und  verfügen  über 
ihn  ohne  Hindernis;  ganz  anders  finden  wir  es  bei  dem  Räume, 
der  aufser  uns  sich  uns  empfindbar  macht;  der  Schlufs  von 
einem  auf  den  andern  ist  so  durch  die  Sache  selbst  verboten/' 

« 

Don  ad  t  setzt  dann  weiter  auseinander,  dafs  unser  Raum 
nicht  unter  den  Begriff  der  nfach  ausgedehnten  Mannigfaltig- 
keit als  allgemeinen  Gattungsbegriffes  falle.  Bemerkenswert 
ist  hierbei  folgende  Stelle: 

„Man  könnte  aber  zweitens  einwenden,  dafs  der  allgemeine 
Gattungsbegriff,  dem  der  Raum  subsumiert  werden  soll,  über- 
haupt gar  nicht  aus  der  einen  Raumanschauung  entstanden 
ist,  sondern  vielmehr  aus  der  Betrachtung  der  Flächen." 

Die  bekannte  Ausführung  Helmholtz',  die  sich  auf  die 
Annahme  zweidimensionaler  Wesen  stützt,  wird  sehr  treffend 
folgendermafsen  berichtigt: 

„es  wird  nicht  die  Anschauung  jener  Wesen  dargestellt, 
sondern  die  Anschauung,  welche  wir  mit  unserer  Raumvor- 
stellung von  den  geometrischen  Eigenschaften  jener  Flächen 
haben,  wenn  wir  dabei  von  den  übrigen  Merkmalen  ab- 
strahieren."*) 

„Von  einem  Verhältnis  der  Gattung  zur  Art  kann  dem- 
nach zwischen  der  n-dimensionalen  Mannigfaltigkeit  und  dem 
Räume  nicht  die  Rede  sein:  die  n-fach  ausgedehnte  Mannig- 
faltigkeit ist  kein  Gattungsbegriff,  sondern  nur  ein  mathe- 
matischer Hilfsbegriff." 

Da  nach  Wundt  die  Subsumtion  das  Wesen  des  Begriffs 
einengt,  so  giebt  es  Begriffe  ohne  Unterordnung  unter  einen 
Gattungsbegriff. 

,,Und  fürwahr  folgt  aus  dem  unanfechtbaren  Beweise 
Kants,  dafs  die  Raumanschauung  einzig  in  ihrer  Art  ist, 
daÜB  für  den  Raumbegriff  ein  Gattungsbegriff  im  eigentlichen 
Sinne  gar  nicht  existiert  und  überhaupt  nicht  existieren  kann." 

In   der   analytischen   Behandlung   des   Krümmungsmafses 

^)  Man  vergL  meine  Ansführangen  bei  dem  Zitat  ans  Helmholtz 
und  Wundt,  Logik. 
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macht  dann  Donadt  aufmerksam  auf  den  unterschied  zwischen 
dem  Krümmungsmafs  von  6 aufs  und  dem  von  Riemann, 
einen  Unterschied,  ^^den  manche  Geometer  gar  nicht  zu  kennen 
scheinen'^  Zugleich  wird  das  Krümmungsmafs  als  Einteilungs- 
prinzip für  die  n-fachen  Mannigfaltigkeiten  zurückgewiesen. 
Dieser  Teil  der  vorliegenden  Arbeit  schliefst  mit  einer  Prüfung 
der  Riemann-Helmholtzschen  Arbeiten  auf  ihren  mathe- 
matischen Wert,  der  sich  eine  Betrachtung  anreiht  über  das 
11.  Axiom. 

Das  Facit  der  Untersuchungen  ergiebt  sich  aus  folgenden 
Sätzen: 

,ySoll  eine  Definition  des  Raumes  gegeben  werden,  so  mufs 
dabei  zunächst  die  logische  Forderung  erfüllt  sein,  dafs  in 
diese  Definition  Nichts  eingeführt  wird,  was  uns  erst  durch 
den  zu  definierenden  Begri£f  gegeben  ist  oder  ihn  Yoraussetzt. 
Bei  einer  Definition  des  Raumes  „werden  daher  nur  solche 
Begriffe  benutzbar  sein,  die  aufser  für  den  Raum  auch  für 
andere  von  ihm  unabhängige  Fundamentalformen  des  Erken- 
nens  erforderlich  sind^^.  (Wundt)  Es  darf  in  der  Definition 
keine  ursprüngliche  Raumanschauung  übergangen  werden,  die 
später  stillschweigend  angenommen  wird,  und  nichts  in  ihr 
aufgestellt  werden,  was  keine  Grundanschauung  des  Raumes 
ausdrückt" 

„Der  Raum  steht  in  Beziehung  zu  den  Begriffen: 

1)  Gröfse;  2)  Richtung;  3)  Stetigkeit;  4)  Veränderung; 
5)  Zahl  (da  diese  zum  Messen  aller  Gröfsen  dient). 

Grassmanns  Definition: 

„Der  Raum  ist  ein  System  dritter  Stufe.'' 

Wundts  Definition: 

„Der  Raum  ist  eine  unendliche  stetige  Gröfse,  in  der 
jedes  Element  durch  drei  unabhängig  von  einander  yeränder- 
liche  Richtungen  bestimmt  isf 

Hierzu  treten  folgende  Fundamentaldefinitionen: 

„Das  Element  des  Raumes  heifst  Punkt/' ^) 

„Die  Bestimmung  des  Punktes  durch  drei  Richtungen 
heifst  seine  Lage." 


^)  Man  vergleiche  meine  Aasführangen  zu  dem  Zitat  yon  Bosanes. 


•—     153    - 

^Der  Raum  ist  an  allen  Orten  und  nach  allen  Richtungen 
gleich  be8cha£Fen^  d.  h.  an  allen  Orten  und  nach  allen  Rich- 
tungen können  gleiche  Konstruktionen  vollzogen  werden/' 

Sehr  wichtig  ist  folgende  Stelle:  „Thatsächlich  ist  klar, 
dafs  eine  Definition  des  Raumes  nicht  möglich  ist,  ohne  dafs 
man  den  Begriff  der  Geraden  und  des  Punktes  verwendet/'^) 

Schliefslich  giebt  Do  na  dt  folgende  Definition  des  Raumes: 

,,1)  Der  Raum  ist  eine  unendliche  stetige  Grolse,  in  der 
jedes  Element  durch  drei  unabhängig  von  einander  veränder- 
liche Richtungen  bestimmt  wird. 

2)  Im  Räume  lassen  sich  an  allen  Orten  und  nach  allen 
Richtungen  Konstruktionen  vollziehen  (Bedingungen  für  die 
Gleichheit  zweier  Konstruktionen). 

3)  Zu  jeder  Richtung  im  Räume  existiert  eine  entgegen- 
gesetzte Richtung  von  übereinstimmender  Lage.^) 

Hierzu  treten  die  folgenden  Fundamentaldefinitionen:  ad  1) 
Jedes  Element  des  Raumes  heifst  Punkt  ;^)  die  Bestimmung 
des  Punktes  durch  die  Richtungen  heifst  seine  Lage. 

ad  2)  und  3)  Die  Konstruktion,  welche  zwei  entgegen- 
gesetzte Richtungen  von  übereinstimmender  Lage  zusammen- 
fafst,  heifst  Gerade.  Die  Konstruktion,  welche  zwei  verschie- 
dene Richtungen  von  übereinstimmender  Lage  zusammenfafst, 
heifst  Winkel."*) 

Die  weiteren  Ausfährungen  werden  noch  bei  der  Behand- 
lung des  Begriffs  Axiom  Berücksichtigung  finden. 


')  Nicbt  den  Begriff  der  Geraden,  sondern  den  Begriff  der  Richtung! 
Femer  ist  zu  bedenken  der  Zwiespalt  in  der  Darlegung:  Baum  a  priori, 
Ton  da  aus  über  KGrper  etc.  zum  Punkt  —  und  nun  der  Baum  nicht 
ohne  Punkt  definierbar  1 1 

*)  Was  soll  der  Zusatz  „von  übereinstimmender  Lage"?  siehe  weiter 
unten. 

")  Das  Baumelement  ist  Tom  Punkt  sehr  scharf  zu  unterscheiden! 
BODst  wären  Linien,  Fl&chen,  EOrperelemente  allß  identisch.  —  Yergl. 
Zitat  aus  Bosanes. 

*)  Aus  dieser  Stelle  geht  hervor,  dafs  Donadt  unter  übereinstim- 
mender Lage  versteht,  dafs  die  beiden  Bichtungen  einen  Punkt  gemein- 
sam haben,  resp.  von  ein  und  demselben  Punkt  ausgehen.  Es  wäre 
wohl  klarer  gewesen,  statt  „von  übereinstimmender  Lage**  zu  sagen  „mit 
gemeinsamem  Ausgangspunkt**. 
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J.  C.  Becker,  AbhandluDgen  aus  dem  Grenzgebiete  der 
Math,  und  Philosophie.  —  Zürich  1870.^) 

In  der  ersten  derselben,  betitelt:  Kants  und  Gausse ns 
Ansicht  über  die  Natur  des  Raumes,  stellt  sich  Becker  voll- 
ständig auf  Kants  Standpunkt  und  weist  Gaussens  und 
Trendelenburgs  Einwürfe  zurück.  Die  zweite:  Die  Axiome 
der  Geometrie,  beschäftigt  sich  mit  Riemanns  Arbeit  über 
die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen.  Dabei 
ergiebt  sich  als  Konsequenz  der  in  Abhandlung  I  aufgestellten 
Ansichten  eine  Zurückweisung  der  Riemannschen  Raum- 
lehre.    Es  heifst  dann: 

„Diese  Arbeit  (Riemanns  Abhandlung)  erinnert  sehr  an 
eine  jugendliche  Verirrung  Kants,  nämlich  an  dessen  Ver- 
such, die  Thatsache  zu  erklären,  daTs  der  Raum  nur  drei  Di- 
mensionen habe.  *  Warum  der  Raum  nur  drei  Dimensionen 
habe'  gehört  ebenso  wie  die  Frage,  Varum  zwei  gerade  Li- 
nien sich  nur  in  einem  Punkte  schneiden  können',  und  die 
übrigen,  welche  Riemann  sich  stellen  mufste,  ehe  er  die 
Euklidischen  Axiome  für  Hypothesen  erklärte,  und  zwar 
für  unbegreifliche,  in  das  Gebiet  derjenigen  Fragen,  von  denen 
Kant  sagt,  dafs  man,  ehe  man  sie  zu  beantworten  suche,  sich 
zuerst  fragen  müsse,  ob  man  sie  vernünftiger  Weise  auch 
stellen  dürfe ....  —  Und  sicher  hat  ihn  die  erwähnte  eigene 
jugendliche  Verirrung  zu  der  Aulserung  geführt:  *Es  ist  schon 
ein  grofser  und  nötiger  Beweis  der  Klugheit  und  Einsicht,  zu 
wissen,  was  man  vernünftiger  Weise  fragen  solle.'*' 

„Sobald  wir  eine  Vorstellung  vom  Räume  haben,  erkennen 
wir  ihn  sofort  als  einen  von  drei  Dimensionen  und  mit  einer 
Gewifsheit,  die  nur  unmittelbare  Anschauung  geben  kann. 
Hat  die  Frage,  warum  hat  der  Raum  gerade  drei  Dimensionen? 
den  Sinn:  woher  schöpfe  ich  dieses  Urteil?  d.  h.  was  ist  sein 
Erkenntnisgrund?  so  lautet  die  Antwort:  die  Anschauung 
überzeugt  mich  davon.  Will  ich  aber  die  Thatsache  selbst 
erccründen,  d.  h.  frage  ich  nach  einem  Realgrunde,  aus  dem 


^)  Die  hierher  gehörige  Abhandlung  3  aasführlich  besprochen  von 
Sextus  Empiricus  Id  Hoffmanns  Zeitschrift,  Band  III.  p.  466 — 473  (Ab- 
handlung 1  in  H.  Z.  ni.  p.  ^74—281;  No.  2  in  H.  Z.  III.  p.380— 388;  No.  4 
in  H.  Z.  III  p.  539—641).    Ferner  besprochen  in  Schi.  Z.  XV.  p.  93. 
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sich  diese  Eigenschaft  als  notwendige  Konsequenz  ergäbe  ^  so 
frage  ich  etwas  Unvernünftiges/^ 

Becker  kommt  zu  dem  Schlufs,  dafs  Biemann  infolge 
falscher  Fragestellung  und  unter  Yerkennung  der  a  priori 
Torhandenen  Erkenntnisse  auf  Abwege  geraten  sei,  und  stellt 
auch  hier  wieder  die  Ansicht  Kants  als  die  allein  richtige  hin. 
Die  dritte  Abhandlung  handelt:  „Über  die  Grundbegriffe  der 
Geometrie  und  die  Bewegung  als  Hilfsmittel  bei  geometrischen 
Untersuchungen/'  _ 

V.  Porstner,  Grundrifs  etc.  —  Berlin  1826. 

,,Die  unendliche  Ausdehnung,  welche  bleibt^  wenn  wir 
uns  in  der  Vorstellung  die  ganze  uns  umgebende  Körperwelt 
als  vernichtet  denken,  heilst  Raum/' 

„Der  Raum  ist  eine  stetige  Gröfse  und  hat  nichts 
weiter  als  Ausdehnung.'' 

„Den  Begriff  vom  Räume  erhalten  wir  nicht  erst  durch 
die  Erklärung  der  Geometrie  vom  Räume,  sondern  haben  ihn 
bereits  in  uns;  die  Geometrie  erklärt  nur,  was  sie  unter  Raum 
verstanden  wissen  will.  —  Die  Anzahl  der  Ausdehnungen  im 
Räume,  in  Hinsicht  ihrer  verschiedenen  Richtungen,  ist  unend- 
lich; wir  nehmen  aber  aus  dieser  unendlichen  Menge  von 
Ausdehnungen  drei  heraus,  welche  wir  vorzugsweise  bei  den 
Körpern  betrachten,  die  wir  aber  für  jeden  besonderen  Körper 
wieder  durch  Entlehnungen  suchen  müssen." 


Helmholtz,    Über   die  Thatsachen,    die   der   Geometrie 
zum  Grunde  liegen.  —  Göttinger  Nachrichten  1868.^) 

')  Vergl.  Biemann,  Die  Hypothesen  etc.  Göttinger  Abhandlungen 
1867.  —  Vergl.  Helmholtz,  Pop.  wies.  Vorles.  ÜI.  2:  „Über  den  Ur- 
sprnog  etc."  p.  36:  „Den  analytiBchen  Weg  hat  zuerst .  .  .  B.  Biemann 
in  Gfittingen  eingeschlagen  (s.  vor.  Notiz).  Dieser  Weg  hat  den  eigen- 
tümlichen Vorzug,  dafs  alle  Operationen,  die  in  ihm  vorkommen,  reine 
rechnende  GrGfsenbestimmnngen  sind,  wobei  die  Gefahr,  dafs  sich  ge- 
wohnte Anschaaangsthatsachen  als  Denknotwendigkeiten  nnterschieben 
könnten,  ganz  wegf&llt." 

Femer  Krause,  Kant  und  Helmholtz  über  den  Ursprung  und 
die  Bedeutung  der  Baumanschauung  und  der  geometrischen  Axiome; 
bespr.  in  Schi.  Z.  XXIV.  p.  34. 
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p.  194:  „Die  analytische  BehaDdlung  der  Frage,  wodurch 
sich  der  Raum  unterscheide  von  anderen  abmefsbaren,  mehr- 
fach ausgedehnten  und  kontinuierlichen  Grofsen,  empfiehlt  sich 
in  diesem  Falle  gerade  durch  den  umstand,  dafs  sie  der  An- 
schaulichkeit ermangelt,  und  deshalb  den  auf  diesem  Gebiete 
so  schwer  zu  vermeidenden  Täuschungen  durch  die  besondere 
Begrenztheit  unserer  Anschauungen  nicht  ausgesetzt  ist.^ 

Die  ferneren  Ausführungen  Helmholtzs  werden  bei  Be- 
sprechimg der  Begriffe  Kongruenz  und  Bewegung  noch  ganz 
besondere  Berücksichtigung  finden;  es  seien  hier  nur  noch  die 
Resultate  angegeben: 

p.  197:  ,J.  Der  Raum  von  n  Dimensionen  ist  eine  n-fach 
ausgedehnte  Mannigfaltigkeit/'^) 

p.  198:  y,n.  Es  wird  die  Existenz  von  beweglichen  aber  in 
sich  festen  Körpern,^)  beziehlich  Punktsystemen,  vorausgesetzt.'' 

p.  200:  „HL  Es  wird  vollkommen  freie  Beweglichkeit  der 
festen  Körper  vorausgesetzt.'' 

p.  201:  ,jy.  Endlich  müssen  wir  dem  Räume  noch  eine 
Eigenschaft  beilegen,  die  der  Monodromie  der  Funktionen 
einer  komplexen  Gröfse  analog  ist,  und  die  sich  darin  aus- 
spricht, dafs  zwei  kongruente  Korper  auch  noch  kongruent 
sind,  nachdem  der  eine  eine  Umdrehung  um  irgend  eine  Bo- 
tationsa^e  erlitten  hat." 

p.  219:  „Wenn  unsere  Annahmen  I  bis  IV  erfallt  sind, 
so  ist  das  allgemeinste  System  der  Geometrie  das,  was  sich 
nach  den  Regeln  unserer  gewöhnlichen  analytischen  Geometrie 
ergeben  würde,  wenn  man  diese  anwendete  auf  ein  kugelähn- 
liches Gebilde  von  drei  Dimensionen,  dessen  Gleichung  in  vier 
rechtwinkligen  Koordinaten  X,   Y,  Z^  S  ausgedrückt  wäre: 

X«  +  p  +  z»  +  (s  +  By  =  ü«. 

Hierin  können  X,  F,  Z  nicht  unendlich  werden,  wenn 
nicht  R  =  oo.  Letzterer  spezieller  Fall  entspricht  unserer 
wirklichen  Geometrie  gemäfs  den  Axiomen  des  Euklides.  Es 
können  X,  T,  Z  dann  endliche  Werte  nur  haben,  wenn  /S  =  0, 


')  Oder  eine  Mannigfaltigkeit  von  n  Dimensionen.    Beide  Ausdrücke 
rühren  von  Biemann  her. 

*)  Wir  haben  jetzt  dafür  den  Ausdruck  „starre  Körper**. 
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waa  die  Gleichung  eines  ebenen  Gebildes  ist.  In  diesem  Sinne 
müssen  wir  den  Raum  des  Euklides  den  Bäumen  von  ersterer 
Anzahl  der  Dimensionen  gegenüber,  mit  Riemann  als  ebenen 
Raum  bezeichnen.'^ 

p.  221:  „V.  Der  Raum  bat  drei  Dimensionen"^) 
p.  221:  y^YI.  Der  Raum  ist  unendlich  ausgedehnt." 
^iese  sechs  Postulate  geben  die   genügende    Grundlage 
zur  Entwicklung  der  Raumlehre  ab." 


Schmitz-Dumont,  Die  mathematischen  Elemente  der 
Erkenntnistheorie.  —  Berlin  1878.*) 

„Die  Einsicht  in  die  Fehler  des  Herbart^schen  Versuchs 
Terbunden  mit  dem  Bestreben,  eine  philosophische  Grundlage 
für  mehrere  fremd  nebeneinanderstehende  Stammbegri£fe  der 
mathematischen  Wissenschaften  zu  finden,  führten  Riemann 
zu  den  Untersuchungen,  welche  zu  einer  algebraischen  Raum- 
theorie sich  entwickelten;  einem  Schema,  innerhalb  dessen 
unser  Weltraum  eine  Stelle  finden  sollte." 

„Es  wird  sich  zeigen,  dafs  in  diesen  (Riemanns)  meta- 
mathematischen Raumtheorieen  Herbarts  logische  Erschlei- 
chung mit  analytischen  Zeichen  wiederholt  wurde;  dafs  hier- 
durch aber  bei  dem  unbeschrankten  analytischen  Schematismus 
ein  ti-facher  Raum  entstehen  mufste,  während  Her  hart  bei 
dem  dreifachen  stehen  blieb,  weil  er  nyr  Begriffe  verwandte, 
die  logisch  waren,  obschon  deren  Richtigkeit  aus  Herbarts 
Deduktion  nicht  zu  folgern  ist  Jener  n-fache  Raum  wurde 
nicht  als  eine  Erschleichung  erkannt,  weil  man  über  die  lo- 
gische Natur  der  analytischen  Symbolik  im  Unklaren  war, 
und  sie  nur  empirisch  je  nach  den  vorliegenden  Bedürfnissen 
handhabte." 

Verfasser  kommt  dann  auf  die  Pangeometrie  zu  sprechen, 
die  er  als  verfehlt  nachweist^  weil  die  inhaltsschwere  Vorfrage 


')  NB.  etwas  abgeändert 

*)  Man  vergleiche  zu  den  folgenden  AasfÜhrongen  die  Zitate  aus 
J.  C.  Becker,  Abhandlungen  aus  dem  (Grenzgebiete  von  Mathematik 
und  Philosophie.  Femer:  Schmitz -Dumont,  Die  Bedeutung  der  Pan- 
geometrie; besprochen  in  Schi.  Z.  XXIII.  p.  84. 
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nicht  beachtet  worden  sei,  ob  die  Formeln  in  jeder  Hinsicht 
eindeutig  blieben. 

,,Sei  eine  Prämisse  noch  so  phantastisch  oder  gar  in  sich 
widerspruchsvoll,  sobald  sie  zum  elementaren  Bausteine  ge- 
stempelt wird;  kann  man  in  logischem  Fortschritte  aus  der- 
gleichen Elementen  Gebilde  zusammenfügen;  aber  diese  Ge- 
bilde vertragen  ebensowenig  eine  logische  Deutung  wie  die 
Elementarprämisse/^  ^) 

„Riemann  unternahm  es  die  Phantasiegebilde  der  Pan- 
geometrie  mit  den  anschaulichen  Gebilden  der  gemeinen  Geo- 
metrie in  logischen  Konnex  zu  bringen,  oder  wenigstens  die 
Möglichkeit  ihrer  anschaulichen  Konstruktion  glaubhaft  zu 
machen." 

,,Was  ßiemann  nun  thatsächlich  fertig  brachte,  oder 
andere  in  seinem  Sinne,  war  die  anschauliche  Konstruktion  der 
Verbindungsart  verschiedener  pangeometrischen  Gebilde,  aber 
nicht  die  Gebilde  selbst." 

„Die  Vorstellung  ist  allerdings  aufgefordert,  sich  dies, 
nämlich  ein  Übergehen  in  völlig  verschiedenen  Arten  der 
Bestimmungsweise  einer  Ausdehnung,  durch  Übergehen  des 
Punktes  zur  Linie,  Fläche,  Korper  annehmbar  erscheinen  zu 
lassen;  aber  beim  Körper  sagt  die  Vorstellung  plötzlich  halt/^ 

„Wird  die  Verbindung  der  Begriffe  Gröfse  und  Richtung 
geleugnet,  die  Abstraktion  erlaubt  ganz  davon  abzusehen,  nun 
dann  entstehen  Formeln,  welche  in  der  Arithmetik  ihre  ein- 
deutige Geltung  besitzen,  aber  angewendet  auf  ein  Nebenein- 
ander sinnlos  sind;  und  diese  Sinnlosigkeit  wird  nicht  ver- 
nünftig dadurch,  dafs  man  sie  mit  dem  Worte  ^n-fache  Mannig- 
faltigkeit' bezeichnet." 

„Statt  dessen  wurde  die  kühne  Hypothese  gesetzt:  jene 
analytischen  Formeln  dürften  auf  den  Begriff  eines  Raumes 
überhaupt  gedeutet  werden." 

„Je  dunkler  der  Begriff  einer  n-fachen  Mannigfaltigkeit 
war,  desto  vielversprechender  erschien  er  der  Spekulation.  . ." 

Es  wird  dann  auseinander  gesetzt,  welche  Gründe  es  er- 

^)  Es  wird  also  der  Nicht-Euklidischen  Geometrie  nicht  nur  die  An- 
schaulichkeit resp.  die  Vorstellbarkeit  abgesprochen,  sondern  sogar  jede 
Möglichkeit  einer  logischen  Deutung. 
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moglichten,  den  irrigen  Satz  aufzustellen,  ^^dafs  der  Raum  der 
Geometrie  ebenso  wie  derjenige  der  Physik  und  Astronomie 
zunächst  eine  Vorstellung  sei  von  demselben  Bewufstseins- 
gehalt  wie  jede  beliebige  andere  Vorstellung^',  und  hauptsäch- 
lich angeführt  der  Mangel  an  richtigen  Definitionen  für  Vor- 
stellung, Anschauung  und  Begriff  und  auch  für  Dimension. 

Mit  diesen  Zitaten  möge  die  Besprechung  der  Raum- 
begriffe resp.  der  Eigenschaften  des  Raumes  ihren  Abschlufs 
finden.  Naturgemäfs  liefs  sich  die  Betrachtung  des  Raumes 
von  derjenigen  der  Körper  etc.  nicht  immer  hinreichend  tren- 
nen, und  so  werden  wir  im  III.  Kapitel,  das  von  den  räum- 
lichen Gebilden  handelt,  noch  wiederholt  auf  das  Raumproblem 
zurückgreifen  müssen.  Entgegen  der'  ursprünglichen  Absicht 
sind  auch  eine  Reihe  von  Zitaten  hinzugekommen,  die  den 
modernen  Ansichten  über  das  Raumproblem  Ausdruck  ver- 
leihen.^) Es  schien  mir  aber  der  Vollständigkeit  halber  not- 
wendig, wenigstens  einigermafsen  dem  etwaigen  Verlangen  des 
Lesers  entgegenzukommen,  das  Wichtigste  über  diese  Arbeiten 
kennen  zu  lernen,  ohne  die  Originalarbeiten  selbst  studieren 
zu  müssen.  Vielleicht  wird  auch  der  eine  oder  andere  Leser 
durch  die  mitgeteilten  Proben  sich  veranlafst  fühlen,  diesen 
Fragen  nachzugehen;  freilich  wird  der,  welcher  sich  eingehen- 
der mit  den  angeregten  Fragen  beschäftigen  will,  sich  höch- 
stens durch  den  Litteraturnachweis  befriedigt  fühlen:  doch  er- 
laube ich  mir,  auch  hier  noch  einmal  ausdrücklich  auf  das 
III.  Kapitel  zu  verweisen,  das  über  manche  wesentliche  Punkte 
sich  ausführlicher  verbreitet. 


Funcke,  Grundlagen  der  Raumwissenschafl,  Hannover  1S76,  bespr.  in 

H.  Z.  IX.  p.  23—28  (280/83;  363/66;  430/31). 
Beltrami,  Nicht-Euklidische  Geometrie,  1888  (Giornale  di  Matern atiche), 

bespr.  in  H.  Z.  ü.  p.  130—132. 


')  Es  liegt  ja  in  der  Tbat  dem  eigentlichen  Zwecke  des  vorliegen- 
den Werkes  ziemlich  fem,  auf  das  BAumproblem  intensiver  einzugehen. 
Man  vergleiche  übrigens  noch  H.  Z.  VIT.  p.  260—253  den  Bericht  Hoff- 
manns  über  Hoppes  Vortrag:  „Über  den  Baumbegrifif*  und  H.  Z.  VIU 
p.  406-410. 
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IL  Kapitel. 

Die  Geometrie. 

Nachdem  so  der  RauDi;  das  Gebiet  (Feld,  Sphäre)  der 
Geometrie,  festgelegt  ist,  möge  nun  eine  Vergleichung  der  An- 
sichten erfolgen  über  den  Begri£f  der  Geometrie  selbst,  an  die 
sich  eine  Besprechung  der  geometrischen  Rauragebilde,  des 
Gegenstandes  der  Geometrie,  anschliefsen  wird. 

Es  soll  gleich  an  dieser  Stelle  auf  die  Verschiedenheit  der 
Herleitung  der  räumlichen  Gebilde  hingewiesen  werden  und 
eine  Entscheidung  darüber  getroffen  werden,  welcher  Weg 
vorzuziehen  sei;  vom  Körper  über  Fläche,  Linie  zum  Punkt  oder 
umgekehrt.*)  Verfasser  schickt  voraus,  dafs  er  durchaus  für 
den  ersteren  Weg  eintritt.^)  Es  scheint  sich  hier  eine  histo- 
rische Folge  geltend  zu  machen:  während  wir  in  früheren 
Zeiten  die  Lehrbücher  der  Geometrie  ihren  Ausgang  vom 
Ponkt  nehmen  sehen,  diesem  abstraktesten  Raumgebilde,  findet 
man  in  den  Lehrbüchern  der  letzten  Jahrzehnte  mit  wenigen, 
verschwindenden  Ausnahmen  den  naturgemäfseren  Weg  ein- 

^)  Vergl.  za  dem  Folgenden:  Bartholomäi  a.  a.  0.  p.  1, 
„Die  Anfänge  der  Mathematik  können  auf  mehrfache  Weise  gefafst 
werden.  Erstens  nämlich  kann  man  untersuchen,  wie  die  Mathematik 
nach  und  nach  entstand,  aus  welchen  ersten  Sätzen  sie  sich  entwickelte, 
unter  welchen  Bedingnngen  diese  gefunden  wurden.  Zweitens  kann  man 
fragen,  wie  die  Mathematik  anfange  und  anfangen  müsse,  dafem  sie 
schnell,  sicher  und  dem  Wesen  der  Wissenschaft  gemSis  gelernt  werden 
soll.  Drittens  kann  man  sich  in  den  reinen  Gedanken  versetzen  und 
untersuchen,  wie  die  Mathematik  dem  Begriffe  nach  anfangen  müsse. 
Wir  bekommen  also  dreierlei  Anfänge:  den  historischen,  den  pädagogi- 
schen und  den  philosophischen.  —  Wer  den  einen  sucht,  kann  die 
anderen  nicht  ignorieren,  nnd  die  philosophische  Betrachtung  zumal 
mischt  sich  überall  von  selbst  ein.*' 

')  Was  den  Unterricht  betrifft;  im  Verlaufe  der  geklärten  Auffassung 
kann  dann  daneben  auch  der  zweite  Weg  eingeschlagen  werden  und 
wird  gewißi  nicht  ohne  Erfolg  zur  Hebung  des  Verständnisses  herange- 
zogen. Nur  ist  zu  bedenken,  dafs  wir  bei  der  zweiten  Betrachtungsweise 
ein  mechanisches  Prinzip,  dasjenige  der  Bewegung  (vergl.  weiter  unten 
den  Abschnitt  über  „Bewegung*^),  in  die  rein  geometrischen  Betrach- 
tungen einmischen.  —  Vergl.  Kapitel  III. 

Schotton,  der  planimetr.  UntorricLt.  11 
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geschlageD^  vielleicht  eine  Folge  der  Bestrebungen,  die  Raum- 
lehre in  der  Volksschule  einzuführen  resp.  eine  Folge  des 
propädeutischen  Unterrichts  auf  den  höheren  Schulen.')  Es 
ist  einleuchtend,  dafs  die  Fläche  ursprünglich  nur  als  Grenze 
des  Körpers,  die  Linie  als  Grenze  der  Fläche,  der  Punkt  als 
Grenze  der  Linie  aufgefafst  worden  ist  und  dafs  erst  im  Laufe 
der  Entwicklung  des  geometrischen  Denkens  die  Gebilde  Fläche, 
Linie,  Punkt  als  selbständige  Elemente  oder  Baumgebilde  an- 
gesehen wurden.  Es  ist  schon  ein  höherer  Standpunkt,  ein 
Ergebnis  geometrischer  Bildung,  dafs  wir  diese  Elemente  los- 
gelöst vom  geometrischen  Körper  an  und  für  sich  betrachten. 
Es  wird  sich  aus  den  weiter  unten  anzuführenden  Zitaten  er- 
geben, dafs  die  Überzeugung  von  der  Ursprünglichkeit  der 
Vorstellungen  von  Flächen,  Linien,  Punkten  als  Grenzen  sich 
immer  mehr  Anhänger  erworben  und  dafs  dieselbe  wohl  jetzt 
als  allgemein  gültig  bezeichnet  werden  darf.  Es  scheint  auch 
kein  Grund  etwa  methodischen  Charakters  vorzuliegen,  vom 
naturgemäfsen  Wege  abzuweichen,  da,  wie  schon  erwähnt,  der 
Punkt  das  abstrakteste  Raumgebilde  ist  und  sicher  für  den 
Schüler  das  schwierigste;  ich  glaube  kaum,  dafs  ein  eben  in 
die  Geometrie  eintretender  Kopf  eine  wirklich  sichere  Vor- 
stellung des  mathematischen  Punktes  haben  wird,  gerade  hier- 
bei wird  immer  an  Stelle  des  abstrakten  Begriffs  ein  physi- 
sches Substrat  treten.*) 

')  Vielleicht  aber  auch  eine  Folge  der  philosophischen  Vertiefung 
der  Grundbegriffe. 

*)  Vergl.  H.  Z.  I.  p.  235;  J.  Kober,  Über  die  Definition  der  geome- 
trischen Grundbegriffe :  „Oder  man  geht  umgekehrt  vom  Punkte  aus  (der 
nicht  definiert  wird)  ,  .  .  ." 

„Es  versteht  sich,  dafs  der  Schüler  gewarnt  werden  mnfs,  den  Punkt 
mit  kleinen  Baum-  oder  Flächenteilen  u.  s.  w.  zu  verwechseln,  sowie  den 
Raum  als  notwendig  erfüllt  zu  betrachten." 

Ferner  H.  Z.  IL  p.  42;  Giala,  Zu  dem  Aufsatze  von  J.  Kober:  „Es 
kommt  mir  vor  Allem  darauf  an  zu  betonen,  dafs  die  Geometrie  nichts 
anderes  ist  als  eine  bestimmte  Art  und  Weise,  die  Dinge  der 
Natur  zu  betrachten.** 

„  .  .  .  .  Die  Betrachtung  der  Gegenstande  in  Beziehung  auf  ihre 
GrÖfse,  ihre  Gestalt  hat  sich  zu  der  Wissenschaft  ausgebildet,  welche 
Geometrie  heifst  und  die  ich  demnach  als  einen  Zweig  der  Natur- 
wissenschaft ansehe." 
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Bei  den  Zitaten  über  den  Begriff  der  Geometrie  sollen 
nur  die  von  cler  gewöhnlichen  Form  abweichenden  gegeben 
werden.*) 

J.  K.  Becker,  Elemente  der  Geometrie  auf  neuer  Grund- 
lage. —  Berlin  1877. 

Die  Aufgabe  der  Geometrie  besteht  in  der  Beschreibung 
und  Vergleichung  der  möglichen  räumlichen  Vorstellungen 
und  der  Erklärung  ihrer  Eigenschaften  auf  Grundlage  der  uns 
unmittelbar  bekannten  Eigenschaften  des  Raumes  selbst  und 
der  daraus  folgenden  Gestaltungsgesetze. 


J.  K.  Becker,  Lehrbuch  der  Elemente  der  Geometrie.  — 
Berlin  1877. 

Die  Geometrie  lehrt  uns  die  Dinge  nach  ihren  räum- 
lichen Eigenschaften  unter  einander  vergleichen.  Das^u 
gehören  die  Eigenschaften  der  Form  oder  Gestalt,  der  Gröfse 
und  der  Lage.*) 

Brewer,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  1822. 
Die  Geometrie  ist  die  Wissenschaft  von  der  Ausmessung 
des  Raumes. 

Ebensperger,  Leitfaden  der  Geometrie. — Nürnberg  1850. 

Die  Wissenschaft,  welche  sich  mit  den  Begriffen,  der  Dar- 
stellung und  Vergleichung  der  stetigen  Gröfsen  (d.  h,  Linien, 
Winkel,  Flächen  und  Körper)  beschäftigt  und  die  Wahrheit 


^)  Hier  wird  als  gewöhnliche  Definition  vorausgesetzt:  Die  Geometrie 
ist  die  Lehre  von  den  Raum  gröfsen.  —  Wie  ich  über  diesen  Ausdruck 
denke,  habe  ich  am  Anfang  des  ersten  Kapitels  ausgeführt;  übrigens 
verweise  ich  auf  die  von  mir  dort  gegebene  Antwort  auf  die  Frage,  was 
ist  Geometrie. 

*)  Es  wird  sich  empfehlen  im  Unterricht  auf  den  Qoterschied  von 
Gröj&e  und  Gestalt  näher  einzugehen,  und  ganz  besonders  zu  betonen, 
dafa  diese  beiden  räumlichen  Eigenschaften  vollständig  unabhängig  von 
einander  sind.  Auch  ergiebt  sich  ungezwungen  an  dieser  Stelle  schon 
ein  Hinweis  auf  Gleichheit  und  Ähnlichkeit. 

11* 
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der  gefundenen  Sätze  durch  sichere  und  überzeugende  Schlüsse 
beweiset,  heifst  Geometrie. 


F.  Fischer,  Anfangsgründe  der  Mathematik.  —  Leipzig 
1887. 

Es  ist  die  Aufgabe  der  Geometrie,  die  Eigenschaften  der 
Figuren  zu  ermitteln,  welche  sich  aus  ihren  Grofsenbeziehungen 
ergeben,  vor  allem  aber  ihre  Grofse  zu  bestimmen,  oder  sie 
zu  messen.  —  (Die  Figur  wird  definiert  als  die  bildliche  Dar- 
stellung irgend  eines  Gebildes,  das  aus  den  bekannten  Raum- 
gröfsen  zusammengesetzt  ist  oder  selbst  ein  solches  ist.) 


Gilles,  Lehrb.  der  ebenen  Geometrie.  —  Heidelberg  1887. 

Die  Geometrie  ist  die  Lehre  von  der  Raumgrofse,  welche 
durch  stetige  Bewegung  in  der  reinen  Anschauung  entsteht, 
indem  man  mit  geschlossenen  Augen,  überhaupt  unabhängig 
von  der  Aufsenwelt  die  Raumgebilde  konstruieren  kann. 


Legendre,  Die  Elemente  der  Geometrie  (ed.  Grelle).  — 
Berlin  1844. 

Die  Geometrie  ist  eine  Wissenschaft,  welche  das  Mafs  dt'r 
Ausdehnung  zum  Gegenstande  hat. 


Joh.  Müller,  Lehrbuch  der  elementaren  Planimetrie.  — 
Bremen  1870. 

Die  Aufgabe  der  Geometrie  ist  die  wissenschaftliche 
Betrachtung  der  Raumgebilde. 


Schindler,  Elemente  der  Planimetrie.  —  Berlin  1883. 

Wissenschaft  heifst  das  Wissen  der  Beziehungen  zwi- 
schen den  gleichartigen  Grofsen.  Diese  Beziehungen  sind  am 
einfachsten  bestimmbar,  wenn  sämtliche  Verschiedenheiten 
durch  eine  gemeinsame  Einheit  bestimmt  werden  können. 
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Geometrie  heifst  die  Grand-Wissenschaft  Yon  den  mefs- 
baren  ausgedehnten  oder  Raumgröfsen. 


Seeger,  Elemente  der  Geometrie.  —  Wismar  1887. 

Alles  Arbeiten  auf  dem  Gebiete  der  Geometrie  verfolgt 
einen  der  beiden  nachstehenden  Zwecke: 

Entweder  untersucht  man,  wenn  gewisse  Beziehungen 
zwischen  den  Bestandteilen  eines  geometrischen  Gebildes  ge- 
geben sind,  welche  anderen  Beziehungen  —  als  unzertrennlich 
mit  jenen  verknüpft  —  dann  ebenfalls  stattfinden  müssen,  und 
sammelt  die  Resultate  dieser  Untersuchung  in  einzelnen  geo- 
metrischen Sätzen  (Lehrsätzen,  Theoremen). 

Oder  man  stellt  sich  die  Aufgabe,  ein  einfacheres  oder 
komplizierteres  —  in  vielen  Fällen  sich  auf  einen  einzelnen 
Punkt  oder  eine  einzelne  Gerade  reduzierendes  —  geometrisches 
Gebilde  zu  konstruieren,  das  zu  einem  geg.  Gebilde  in  geg^ 
Beziehungen  steht,  oder  dessen  Bestandteile  in  geg.  Beziehungen 
zu  einander  stehen.  ^ 

Thibaut,  Grundrifs  der  reinen  Mathematik.  —  Göttingen 
1822. 

Die  Geometrie  ist  die  Wissenschaft  der  Konstruktion 
im  Raum;  sie  stellt  die  Regeln  dar,  nach  denen  bestimmte 
Gestalten  in  ihm  erzeugt  werden,  und  leitet  daraus  die  Gesetze, 
Eigenschaften  und  gegenseitigen  Beziehungen  derselben  ab. 


Ziegler,  Grundrifs  der  ebenen  Geometrie.  —  Landshut 
1881. 

Die  Geometrie  lehrt  die  Abhängigkeit  räumlicher  Eigen- 
schaften. 

Ulrich,  Lehrbuch  der  reinen  Mathematik.  —  Göttingen 
1836. 

Die  Geometrie  ....  beschränkt  sich  auf  die  Nachweisung 
der  Gesetze  und  Bedingungen,  an  welche  die  Konstruktionen 
im  Räume  gebunden  sind,  und  auf  die  Darstellung  und  Yer- 
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gleichung  der  Eigenschaften,  die  an  den  räumlichen  Gegen- 
ständen als  solchen  wahrgenommen  werden. 


Klügel. 

Geometrie  ist  die  Wissenschaft  von  den  Formen  ausge- 
dehnter Gröfsen.  Sie  unterscheidet  sich  von  der  Analysis  da- 
durch, dafs  sie  eigentlich  nicht  rechnet,  die  Gröfsen  nicht 
auf  eine  Einheit,  weder  eine  bestimmte  noch  unbestimmte  be- 
zieht, sondern  die  Vergleichungen  teils  durch  Zerlegungen  und 
Zusammensetzungen  macht,  teils  die  Gröfsen  paarweise,  nach 
ihren  Verhältnissen  vergleicht.  Die  Geometrie  nimmt  die 
Bilder  der  intellektuellen  Gröfsen  selbst  zu  Symbolen  .... 


Lambert,  Organon.  I.  B.  S.  502.  (Entnommen  aus 
Pfleiderer.) 

„Den  Begriff  der  Ausdehnung  haben  wir  unmittelbar  durchs 
Gefühl,  mittelbar  auch  durchs  Sehen.  —  Die  Wissenschaft  der 
Gröfse  der  Ausdehnung  ist  die  Geometrie.'^ 


Arneth,  System  der  Geometrie.  —  Stuttgart  1840. 

„Die  Form,  die  Gestalt,  der  mathematische  Körper,  der 
Raum,  welchen  der  physische  Körper  einnimmt,  ist  das  aus 
der  äufseren  Wahrnehmung  durch  Abstraktion  Erhaltene,  Ge- 
gebene, Mögliche,  Denkbare  und  der  Gegenstand  geometrischer 
Untersuchung." 

„Die  Geometrie  zerfällt  notwendig  in  die  drei  Teile: 

die  Lehre  von  den  Linien, 

die  Lehre  von  den  Flächen, 

die  Lehre  von  den  Körpern. 

Ein  jeder  dieser  Teile  besteht  in  der  Untersuchung  über 
die  Natur  und  Beschaffenheit  des  Bildungsgesetzes  der  ent- 
sprechenden Raumgröfsen  und  über  die  Relationen,  die  aus 
Verbindungen  derselben  hervorgehen.  Bei  der  Verbindung 
von  Raumgebilden  hat  man  nicht  blofs  auf  ihre  Gröfse,  son- 
dern auch  auf  ihre  Lagen  und  Richtungen  zu  sehen.^' 
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Bartholomäi,  Geradlinige  Planimetrie.  —  Jena  1851, 
y^Die  Geometrie  hat  die  Gesetze  zu  entwickeln,  welchen 
die  Gröfsen  als  ruamliche  unterworfen  sind.  Der  allgemeine 
Teil  der  Geometrie  hat  die  verschiedenen  Arten  der  Raum- 
formen nachzuweisen.  Es  sind  deren  vier:  Körper^  Fläche^ 
Linie,  Punkt." 

„Die  Geometrie  zerfällt  in  ihren  einzelnen  Teilen  in  Ele- 
mentarlehre und  Beziehungslehre.  Jene  hat  die  Gegenstände 
an  und  für  sich  zu  betrachten,  diese  die  Gegenstände  verschie- 
dener Klassen  aufeinander  zu  beziehen.'^ 


He Imh oltz,  Popul.-wissensch.  Vorträge.  III.  p.  21.  Über 
den  Ursprung  und  die  Bedeutung  der  geometr.  Axiome. 

p.  25;  ,;Die  Geometrie  ist  die  mathematische  Lehre  vom 
Räume." 

Bretschneider,  Lehrgebäude  der  niederen  Geometrie.  — 
Jena  1844. 

,,An  jedem  durch  die  Sinne  wahrnehmbaren  Gegenstande 
unterscheidet  man  zweierlei:  nämlich  den  Stoff,  aus  dem  er 
besteht,  und  den  Raum,  den  er  einnimmt;  ersterer  wird  die 
Materie,  letzterer  die  Form  genannt.  Denkt  man  sich  von 
einem  Gegenstande  die  Materie  mit  allen  ihren  Eigenschaften 
gänzlich  hinweg,  so  bleibt  für  die  Vorstellung  nichts  mehr 
als  die  Form  desselben  übrig.  Die  Wissenschaft  nun,  welche 
sich  mit  der  Untersuchung  der  Eigenschaften  und  der  gegen- 
seitigen Abhängigkeit  der  verschiedenen  Formen  beschäftigt, 
heifst  Geometrie." 

„Um  nun  die  Eigenschaften  und  die  wechselseitige  Ab- 
hängigkeit der  verschiedenen  Gattungen  geometrischer  Gröfsen 
zu  erforschen,  ist  es  vor  allem  nötig,  die  Art  und  Weise 
kennen  zu  lernen,  auf  welche  sie  im  Räume  untereinander 
verbunden  sein,  oder  mit  andern  Worten  die  Lage  zu  unter- 
suchen, welche  sie  gegeneinander  einnehmen  können." 

(Geometrie  der  Lage  „es  liegt  in  der  Natur  ihrer  Auf- 
gabe, daüs  sie  die  geometrischen  Gröfsen  vornehmlich  als  gar 
nicht  oder  wenigstens  als  unvollständig  begrenzt  betrachtet.'^ 
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,,Das  zweite  Hauptgeschäft  der  Geometrie  besteht  in  der 
Vergleichung  ihrer  Gröfsen  untereinander/*  „Die  Vergleichung 
selbst  aber  mufs  der  Natur  der  Sache  nach  notwendig  auf 
einen  doppelten  Gegenstand  gerichtet  werden^  nämlich  auf  die 
Gestalt  und  auf  die  Quantität  oder  den  räumlichen  Ge- 
halt der  geometrischen  Gröfsen/'  (Geometrie  der  Gestalt, 
Geometrie  des  Mafses.) 

,;Das  dritte  Hauptgeschäft  der  Geometrie  besteht  in  der 
Ermittlung  der  gegenseitigen  Abhängigkeit  der  einzelnen 
geometrischen  Gebilde,  d.  h.  in  der  Aufsuchung  der  Grund- 
gesetze, nach  denen  alle  die  mannigfachen  Erscheinungen  der 
Raumwelt  untereinander  verbunden  sind  und  sich  organisch 
auseinander  entwickeln.  Diese  Grundgesetze  umfassen  aber 
nicht  allein  die  Lage,  sondern  auch  die  Gestalt  und  die  Quan- 
tität der  geometrischen  Gröfsen;  ihre  Aufsuchung  und  spezielle 
Anwendung  bildet  daher  für  die  oben  erwähnten  drei  Haupt- 
teile der  Geometrie  den  gemeinsamen  Vereinigungspunkt  und 
gewissermafsen  die  Krone  der  ganzen  Wissenschaft."  (Orga- 
nische Geometrie.)  

Grelle,  Über  Parallelen-Theorien  und  das  System  in  der 
Geometrie.  —  Berlin  1816. 

p.  18:  „Die  Geometrie  ist  die  Wissenschaft  der  Gröfsen 
im  Baume,  die  durch  ihre  Grenzen  bestimmt  werden." 

p.  30:  „Der  Gegenstand  der  Geometrie  ist  also  der  Raum." 

p.  31:  „Der  Raum  kann  begrenzt  oder  ganz  oder  zum 
Teil  unbegrenzt  sein.  Nur  durch  seine  Grenzen  ist  ein  Raum 
von  dem  andern  verschieden  und  zwischen  denselben  Grenzen 
liegt  nur  ein  und  derselbe  Raum.  Deshalb  hat  die  Geometrie 
insbesondere  die  Grenzen  der  Räume  zum  Gegenstande." 


Schmitz-Dumont,  Die  math.  Elem.  der  Erkenntnis  .  .. 

„Die  Geometrie  operiert  mit  den  Begriffen  des  Neben- 
einander, d.  h.  mit  den  beiden  heterogenen  Begriffen  Ent- 
fernung und  Richtung.  Entfernung  oder  Gröfse  ist  allge- 
mein durch  die  arithmetischen  Zeichen  symbolisierbar;  die 
Richtung  aber  nur  unter  bestimmten  Bedingungen." 
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Grelle,  Lehrbuch  der  Elemente  der  Geometrie  etc.  — 
Berlin  1826. 

p.  1.  ,,Die  Geometrie  ist  die  Wissenschaft  von  der  Gröfse 
und  Gestalt  begrenzter  Bäume/' 

Nachdem  sodann  die  Gebilde  des  Raumes  betrachtet  sind, 
heifst  es: 

p.  3.  ,,Das  Verfahren,  durch  welches  man  die  Grofse  und 
Gestalt  der  Figuren  vergleicht,  das  heifst,  durch  welches 
man,  vermittelst  Figuren,  von  deren  Grofse  und  Gestalt  man 
ursprüngliche  Vorstellungen  hat,  von  beliebigen  Figuren  klare 
Vorstellungen  ausdrückt,  heifst  Messen.  Dieses  Messen  ist 
der  Gegenstand  der  Geometrie.  Deshalb  heifst  sie  auch 
Mefskunst.^^ 

Grelle  teilt  die  Geometrie  an  späterer  Stelle  in  zwei  Haupt- 
und  verschiedene  Unterabteilungen  ein.  Die  erste  Hauptabtei- 
lung ist  der  Lehre  von  den  geraden  Linien  und  den  Ebenen 
gewidmet  (sowohl  Figuren,  wie  Körper  werden  betrachtet),  die 
zweite  Hauptabteilung  den  krummen  Fluchen  und  Linien. 


Fenkner,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Braunschweig  1888. 

p.  1.  „Die  Geometrie  ist  die  Lehre  von  den  Baum- 
gröfsen." 

p.  4.  „Die  Geometrie  beschäftigt  sich  nicht  nur,  wie  oben 
angegeben,  mit  den  unter  Baumgröfsen  bestehenden  Bezieh- 
ungen, sondern  auch  mit  der  Zusammenstellung  gegebener 
Baumgröfsen  zu  einer  vorgeschriebenen  Form,  d.  h.  mit 
Konstruktionen.'* 

Francoeur,  Vollst.  Lehrkurs  der  reinen  Mathematik. 
Obersetzt  von  Külp.  —  Bern,  Ghur  u.  Leipzig  1843. 

Ersten  Bandes  drittes  Buch:  Elementar- Geometrie. 

p.  3.  „Die  Geometrie  ist  die  Wissenschaft,  welche  sich 
zar  Aufgabe  macht,  die  Ausdehnung  zu  messen,  und  die  Formen 
und  Eigenschaften  derselben  näher  zu  betrachten/' 


V.  Forstner,  Grundrifs  der  Elemente  d.  r.  Math.  —  Berlin 
1826. 
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,,Eme  stetig  ausgedehnte  oder  kontinuierliche 
Grofse  ist  eine  solche  Gröfse^  deren  Teile  so  zusammen- 
hängen, dafs  der  Anfang  des  einen  Teiles  zugleich  das  Ende 
des  andern  Teiles  ist. 

Die  Geometrie  ist  derjenige  Teil  der  reinen  Mathematik, 
welcher  sich  mit  den  stetig  ausgedehnten  Grofsen  beschäftigt/^ 


Frankenbach;  Lehrb.  d.  Math.  I.  —  Liegnitz  1889. 
;,Die  Geometrie  beschäftigt  sich  mit  der  Darstellung  und 
Betrachtung  räumlicher  Gebilde.'^ 


Grunert,  Lehrb.  d.  Math.  IL  —  Brandenburg  1870. 
„Die  Geometrie,  im  weitesten  Sinne  des  Wortes,  ist  die 
Wissenschaft  vom  Räume." 

m 

Man  ersieht  aus  den  mitgeteilten  Zitaten,  dafs  die  Ele- 
mentar-Geometrie  im  wesentlichen  als  Geometrie  des  Mafses 
aufgefafst  wird.  Nur  Arneth  in  seinem  Systeme  der  Geo- 
metrie und  Bretschneider  in  seinem  Lehrgebäude  der  nie- 
deren Geometrie  gehen  auch  auf  die  Geometrie  der  Lage  ein. 
Besonders  die  Ausführungen  des  letzteren  erscheinen  durch 
ihre  Ausführlichkeit  und  die  Zusammenfassung  der  beiden 
Zweige  der  Geometrie  in  der  „organischen  Geometrie'^  von 
besonderem  Werte.  Im  Vergleich  mit  den  übrigen  Zitaten  ist 
ferner  von  origineller  Bedeutung  dasjenige  von  Schmitz- 
Dumont.  Dadurch,  dafs  hier  die  Begriffe  festgestellt  werden, 
mit  denen  die  Geometrie  bei  der  Betrachtung  ihrer  Objekte 
operiert,  wird  auf  das  Natürlichste  die  Einteilung  gewonnen. 
Operieren  wir  mit  dem  Begriff  der  Entfernung  allein,  so  han- 
delt es  sich  um  Geometrie  des  Mafses,  operieren  wir  mit  dem- 
jenigen der  Richtung  allein,  so  haben  wir  Geometrie  der  Lage. 
Werden  die  Beziehungen  zwischen  beiden  aufgesucht,  so  ent- 
wickelt sich  die  organische  Geometrie. 
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III.  Kapitel. 

Die  Baumgebilde. 

(Körper,  Flache,  Linie,  Punkt.) 

Während  das  Gebiet  der  Geometrie  der  Raum  selbst  als 
solcher  ist,  so  haben  wir  jetzt  kennen  gelernt,  dafs  der  Gegen- 
stand der  Geometrie  die  Raumgröfsen  sind,  wobei  das  Wort 

Gröfsen  in  rein  mathematischem  Sinne  zu  nehmen  ist,  d.  h. 

»  

ohne  den  Inbegriff  der  Ausdehnung.  Es  ist  deshalb  auch 
immer  mehr  ein  anderer  Ausdruck  aufgekommen,  durch  den 
eine  falsche  Vorstellung  oder  eine  Verbindung  falscher  Eigen- 
schaften mit  dem  Begriff  glücklich  vermieden  wird.  Es  ist 
an  Stelle  des  Ausdrucks  Raumgröfsen  der  Ausdruck  Raum- 
gebilde  oder  räumliches  Gebilde  getreten.^) 

Die  räumlichen  Gebilde  sind  nun  folgende:  Korper,  Fläche, 
Linie,  Punkt.  ^)  Die  Anordnung  in  dieser  Weise  ist  als  die 
einzig  berechtigte  oben  nachgewiesen.')  Die  verschiedenen 
Ansichten  und  Erklärungen  werden  dazu  dienen,  die  Erkenntnis 
des  Gegenstandes  der  Geometrie  klar  zu  legen.  ^)     Von  zwei 


*)  Man  vergleiche  meine  Aasführnngen  am  Anfang  des  ersten  Kapitels. 

^  Man  Tergl.  hierzu:  Donadt,  Das  mathematiBche  Ranmproblem 
etc.  p.  32:  „Schon  Hume  erklärt  in  seiner  Abhandlung  über  die 
menschliche  Natur,  dals  wir  uns  Linien  nicht  anders  vorstellen  als  in 
Flächen  und  diese  nur  in  Körpern  und  diese  wieder  nur  im  Räume,  wir 
abstrahieren  nur  von  einer  resp.  zwei  Abmessungen. 

Wir  sind  durchaus  nicht  im  Stande,  wie  Erdmann  meint,  den 
Baum  zu  Körpern,  Flächen,  Linien  zu  verengen,  wir  können  höchstens 
Flächen  und  Linien  als  Verengungen  von  Körpern  auffassen,  denn  wir 
können  uns  Flächen  und  Linien  nur  als  Grenzen  von  Körpern,  d.  h.  an 
Raumgebilden  vorstellen.'* 

")  Eotpitel  L  —  Man  vergleiche  Hoffmann,  Die  Prinzipien  des 
1.  Baches  von  Euklids  Elementen  in  H.  Z.  IIL;  p.  141:  „Er  (Euklid) 
fällt  so  zu  sagen  mit  der  Thflre  ins  Haus,  fängt  gerade  mit  dem  Schwie- 
rigsten, mit  dem  Punkte  an,  während  uns  doch  die  gesamte  Natur 
darauf  hinweist,  die  Raum  Wissenschaft  mit  dem  Körper  zu  beginnen.*' 

*)  Die  ausführliche  Behandlung  der  Grundbegriffe  möge  ihre  Recht- 
fertigung u.  a.  finden  in  den  Ausfährungen  des  Aufsatzes:  Mahnung  an 
die  Mathematiker  von  Dir.  Dr.  MfiUer  (Neustrelitz)  in  H.  Z.  VL  p.  261 
—278.  —  Der  Aufsatz  enthält  anfserordenÜich  viel  Beherzigenswertes 
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besouderen  Gebilden  wird  besonders  gebandelt  werden  müssen, 
von  der  Ebene  und  der  geraden  Linie;  diese  sind  noch  mannig- 
fach der  Gegenstand  der  besonderen  Betrachtung  gewesen,  dafs 
sie  aufserhalb  der  allgemeinen  Behandlung  einen  Platz  für 
sich  haben  müssen. 

Die  schon  oben  vorangestellte  Erklärung  des  geometri- 
schen Körpers  sei  der  Übersicht  halber  hier  noch  einmal 
erwähnt. 

Geometrischer  Körper  ist  der  durch  Abstraktion  gewonnene 
ideelle  Raumteil,  dessen  reelles  Substrat  ein  Körper  der  uns 
umgebenden  Sinnen  weit  ist.^)  Beim  Körper  haben  wir  —  aber 
auch  nur  bei  ihm  allein  —  wirklich  reelle  Bilder  in  der 
Aufsenwelt,^)  so  dafs  man  behaupten  darf,  der  Körper  allein 
ist  wirklich  vorstellbar,  rein  anschaulich  auch  in  der  äufseren 
Anschauung.^) 


und  Bollte  keinem  Lehrer  der  Mathematik  nDbokannt  sein.  —  Man  yergl. 
IL  Z.  Vr.;  p.  467/68.  —  Ferner  V.  Schlegel,  Über  Ziele  und  Methoden 
der  Schulgeometrie;  in  H.  Z.  VII.  p.  179— 18i. 

^)  Die  analytische  Definition  des  festen  Körpers  ist  folgende: 

Helmboltz,  Gott.  Nachr.  1868. 

p.  199:  „Zwischen  den  2  n Koordinaten  eines  jeden  Pnnktpaares, 
welches  einem  in  sich  festen  Körper  angehört,  besteht  eine  von  der  Be- 
wegung des  letzteren  unabhängige  Gleichung,  welche  filr  alle  kongruenten 
Puoktpaare  die  gleiche  ist.'* 

')  Heimholte,  Göttioger  Nachrichten,  1868. 

p.  198:  „  ....  da  wir  es  in  der  Geometrie  stets  mit  idealen  Ge- 
bilden zu  thnn  haben,  deren  körperliche  Darstellung  in  der  Wirklichkeit 
immer  nur  eine  Annäherung  an  die  Forderungen  des  Begriffes  ist,  und 
wir  darüber,  ob  ein  Körper  fest,  ob  seine  Flächen  eben,  seine  Kauten 
gerade  sind,  erst  mittels  derselben  Sätze  entscheiden,  deren  ihatsäch- 
liehe  Richtigkeit  durch  die  Prüfung  zu  erweisen  wäre." 

')  Helmholtz,  Pop.-wiss.  Vortr.  lll.  2.  „Über  den  Ursprung  etc." 

p.  28:  „Unter  dem  yiel  gemifsbranchten  Ausdrucke  „sich  vorstellen" 
oder  „sich  denken  können,  wie  etwas  geschieht*'  verstehe  ich  —  und 
ich  sehe  nicht,  wie  man  etwas  anderes  darunter  verstehen  könne,  ohne 
allen  Sinn  des  Ausdrucks  aufzugeben  — ,  dafs  man  sich  die  Reihe  der 
sinnlichen  Eindrücke  ausmalen  könne,  die  man  haben  würde,  wenn  so 
etwas  in  einem  einzelnen  Falle  vor  sich  ginge.  Ist  nun  gar  kein  sinn- 
licher Eindruck  bekannt,  der  sich  auf  einen  solchen  nie  beobachteten 
Vorgang  bezöge,  wie  für  uns  eine  Bewegung  nach  einer  vierten,  för  (jene) 
Flächenwesen  eine  Bewegung  nach  der  uns  bekannten  dritten  Dimension 
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Bretschneider  geht  noch  weiter  und  spricht  auch  der 
Vorstellung  der  Körper  jede  Anschaulichkeit  ab;  wie  aus  dem 
folgenden  Zitat  hervorgeht,  das  hier  seine  Stelle  finden  möge, 
wenn  auch  einige  Punkte  darin  berührt  werden,  die  erst 
später  besprochen  werden. 

Bretschneider,  Lehrgebäude  der  niederen  Geometrie. 

^^Unbegrenzte  geometrische  Grofsen  können  wir  schon 
ihrer  endlosen  Ausdehnung  halber  nicht  sinnlich  darstellen, 
aber  ebensowenig  ist  dies  mit  den  yollbegrenzten  möglich. 
Wir  vermögen  nur  uns  Bilder  derselben  zu  verschaffen,  indem 
wir  physische  Korper  so  formen,  dafs  ihre  räumliche  Aus- 
dehnung der  der  abzubildenden  geometrischen  Grofsen  mög- 
lichst genau  entspricht ,  und  dafs  diejenigen  Abmessungen, 
welche  etwa  den  letzteren  mangeln,  so  gering  als  möglich 
aasfallen.  Dies  thun  wir  z.  B.,  wenn  wir  einen  Punkt  durch 
ein  Tüpfelchen  Tusche,  eine  Linie  durch  einen  feinen  Faden, 
eine  Fläche  durch  einen  dünnen  Papierbogen  u.  s.  w.  dar- 
stellen. Alle  diese  Dinge  haben  stets  drei  Abmessungen  und 
können  schon  um  deswillen  keine  wahren  geometrischen  Punkte, 
Linien  und  Flächen  sein.  Allein  auch  nicht  einmal  geome- 
trische Körper  lassen  sich  auf  diese  Art  zur  Anschauung  bringen, 
weil  sich  die  Form  von  dem  zu  dem  physischen  Körper  ver- 
wendeten Stoffe  nicht  trennen  läfst  Es  fehlt  daher  allen 
diesen  Bildern  gleich  die  erste  Eigenschaft  geometrischer 
Grofsen,  die  Durchdringlichkeit." 

Es  läfst  sich  diesen  AusHihrungen  eine  gewisse  Berech- 
tigung nicht  absprechen;  so  ist  z.  B.  auch  die  Farbe  eine 
Eigenschaft^  die  sich  von  der  Vorstellung  eines  Körpers  schwer 
oder  gar  nicht  trennen  läfst.  Es  scheint  mir  aber  der  Schwer- 
punkt bei  diesen  Betrachtungen  auf  einem  anderen  Gebiete  zu 
liegen;  nicht  darauf  kommt  es  an,  ob  wir  die  physischen  Eigen- 


de«  Raamei  w&re,  so  ist  ein  solches  „Vorstellen"  nicht  möglich,  ebenso- 
wenig als  ein  von  Jagend  auf  absolat  Blinder  sich  wird  die  Farben  „vor- 
stellen" können,  wenn  mnn  ihm  auch  eine  begriffliche  Beschreibung 
derselben  geben  würde." 

Man  vergl.  Lotze,  Psychologie  p.  327  nnd  Deinhardt,  Gymnasial- 
onierrieht  p.  177  oben. 
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schafteil  von  einem  Körper  wegdenken  können  ^  sondern  dar- 
auf, dafs  es  wirklich  räumliche  oder  körperliche  Gebilde  in  der 
Aufsenwelt  giebt,  dafs  wir  von  den  mathematischen  Körpern 
wirklich  reelle  Bilder  haben:  was  diese  Bilder  sonst  noch, 
aufser  der  Körperlichkeit,  für  Eigenschaften  haben,  das  kommt 
gar  nicht  in  Betracht;  deshalb  gelingt  es  uns  auch,  in  ge- 
ringerem oder  höherem  Mafse,  von  diesen  Eigenschaften  zu 
abstrahieren  und  uns  geometrische  Körper  vorzustellen. 

Da  es  sich  bei  der  Betrachtung  von  Körpern  auch  um 
ein  Messen  derselben  handelt,  so  möge  gleich  hier  erwähnt 
werden,  dafs  wir  dieses  Messen  der  nach  allen  Richtungen 
ausgedehnten  Körper  nur  nach  drei  Hauptrichtungen  auszuführen 
haben,  um  über  die  Gröfse  der  Körper  unterrichtet  zu  sein. 
Diese  drei  Hauptrichtungen  heifsen  Dimensionen  oder  Ab- 
messungen."*) 

Die  Grenzen  des  Körpers  heifsen  Flächen. *)  Diese  sind 
nicht  Teile  des  Körpers;  denn,  wenn  sie  Teile  des  Körpers 
wären,  so  müfsten  sie  wiederum  von  dem  übrigen  Körper  abge- 
grenzt sein  und  es  würde  sich  um  die  Grenzen  dieser  Teile  handeln 
und  so  in  infinitum.  Die  Grenzfläche  eines  Körpers  gehört 
weder  zum  Körper  selbst,  noch  zu  dem  Raum,  von  dem  der 
Körper  abgegrenzt  ist;  sie  ist  die  Stelle,  wo  J^örper  und  übriger 
Raum  aneinander  stofsen;  eine  Fläche  nimmt  keinen  Teil  des 
Raumes  ein,  die  Eigenschaft  der  Undurchdringlichkeit  (Festig- 
keit) läfst  sich  ihr  auch  nicht  einmal  in  Gedanken  beilegen. 
Die  Flächen  sind  daher  vollständig  unvorstellbar.  Auf  alle 
äufsere  und  innere  Anschaulichkeit  mufs  jetzt  verzichtet  werden. 
Unser  ganzes  Anschauungsvermögen  ist  ein  dreidimensionales.^) 


')  Man  vergleiche  den  Artikel  Dimension. 

')  Jedoch  mufs  auch  ausdrftcklich  darauf  aufmerksam  gemacht 
werden,  dafs  es  Flächen  gieht,  welche  nicht  vollständige  Körper  be- 
grenzen, gewissermafäen  ans  dem  Baum  ein  Stück  ausschneiden,  sondern 
die  nur  einen  Teil  des  Raumes  von  dem  anderen  Teil  des  Raumes  ab- 
grenzen; dahin  gehört  z.  B.  die  unbegrenzte,  unendliche  Ebene. 

^  Wundt,  System  der  Philosophie,  p.  121:  „Zunächst  kann  eine 
solche  Gliederung  nur  an  einem  Ganzen  der  Anschauung  vorgenommen 
werden,  welches  eine  Mannigfaltigkeit  von  Elementen  enthält,  die  zu 
einander  in  bestimmten  Relationen  stehen,  um  dann  weiterhin  auch  aaf 
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Gebilde  von  einer  anderen  Anzahl  von  Dimensionen  können  wir 
uns  weder  in  der  äufseren  noch  in  der  inneren  Anschauung 
vorstellen;  wir  können  sie  nur  in  Gedanken  setzen.  An  die 
Stelle  von  Vorstellungen  treten  Begriffe.  Für  die  Flächen  giebt 
es  keine  reellen  Bilder.  Die  Flächen  begrenzen  also  Raumteile, 
d.  b.  Körper^  trennen  sie  von  dem  übrigen  Baum.  Der  Körper 
liegt  auf  der  einen  Seite  von  der  Fläche  aus,  der  Raum  auf  der 
anderen«  Die  Fläche  selbst  aber  hat  keine  Seiten;  man  kann 
nicht  Yon  einer  linken  und  rechten  Seite  der  Fläche  sprechen, 
sondern  nur  sagen  links  von  ihr,  rechts  von  ihr  oder  oberhalb 
und  unterhalb;  bei  der  Fläche  selbst  fallen  gewissermafsen 
linke  und  rechte  (resp.  obere  und  untere,  vordere  und  hintere) 
Seite  zusammen.^)  Da  die  Flächen  Grenzen  nicht  Teile  des 
Korpers  sind,  so  nehmen  sie  auch  wie  gesagt  gar  keinen  Raum 
ein,  sie  sind  genau  genommen  eine  Negierung  des  Raumes.^) 
Wenn  sie  trotzdem  als  nach  zwei  Dimensionen  ausgedehnt 
angesehen  und  demgemäfs  betrachtet  werden,  so  ergiebt  sich 
hier  eine  anfserordentliche  Schwierigkeit  Sie  sind  zugleich 
Null  und  doch  auch  zugleich  Gröfsen,  denn  wir  können  sie 
teilen  und  können  sie  aus  Teilen  zusammensetzen;  aber  da  sie 
nacb  einer  Dimension  keine  Ausdehnung  haben,  so  sind  sie 
Null,  denn  wir  können  andererseits  uns  Flächen  aufeinander 
gelegt   denken  in   beliebiger  Anzahl,   ohne   dafs    ein  Körper 

solche  Mannigfaltigkeiten  übertragen  za  werden,  welche  nur  begrifflich 
zfx  denken,  in  der  Anschaaung  aber  blofs  in  der  Form  stellvertretender 
Vorstellungen  festzuhalten  sind.**  Zu  den  Mannigfaltigkeiten,  die  nur 
yybegriffllich  zu  denken"  sind,  gehören  aber  unstreitig  auch  die  zwei- 
fache und  einfache  and  nnllfache  Mannigfaltigkeit  des  Baumes:  Flächen, 
Linien  und  Punkte. 

^)  Hierzu  zu  yei^gleichen:  £.  Müller,  Elemente  der  Geometrie.  I.  8. 
16—17.  26.  31—82.  —  IL  Einleitung. 

*)  Auf  folgende  Yeranschaulichungsmittcl,  deren  eines  sich  im  Lehr- 
buch von  Wunder  findet,  w&hrend  das  zweite  Reidt  in  seiner  Anlei- 
tung zum  mathematischen  Unterricht  anführt,  sei  ganz  besonders  hin- 
gewiesen, da  sie  von  vorzüglichem  Werte  erscheinen.  1)  In  einem 
Glase  Wasser  und  Öl:  die  Grenzfläche  ist  weder  Wasser  noch  öl;  auch 
nicht  etwa  irgend  etwas  den  Raum  erfüllendes,  sondern  nur  der  Ort  (die 
Stelle),  wo  Wasser  und  öl  aneinander  grenzen,  die  Berührungsfläche. 
—  8)  Wie  weit  kann  man  in  einen  Körper  hineinstechen,  ohne  aus  der 
Grenzfläche  heraus  zu  gehen? 
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daraus  entsteht:  man  würde  deshalb  auch  richtiger  sagen,  in 
einander  legen;  es  handelt  sich  also  um  Gröfsen  ganz  beson- 
derer Art  Aufserdem  ist  der  Ausdruck,  dafs  die  Flachen  nur 
nach  zwei  Richtungen  (Hauptrichtungen)  ausgedehnt  sind  (zwei 
Dimensionen  haben),  in  dieser  Form  offenbar  falsch.  Es  mufs 
vielmehr  heifsen,  ein  imendlich  kleiner  Teil  einer  Fläche  (ein 
Flächenelement,  vergl.  weiter  unten)  ist  nur  nach  zwei  Dimen- 
sionen ausgedehnt  (hat  nur  zwei  Dimensionen)  [analog  ein 
unendlich  kleiner  Teil  einer  Linie  (ein  Linienelement)  ist  nur 
nach  einer  Dimension  ausgedehnt  (hat  nur  eine  Dimension). 
Man  denke  nur  an  die  Baumkurven,  so  wird  man  diesen  Aus* 
führungen  zustimmen  müssen].  Nur  eine  Fläche  giebt  es, 
von  der  wir  schlechtweg  sagen  können,  sie  ist  nur  nach  zwei 
Dimensionen  ausgedehnt,  das  ist  die  Ebene,  und  nur  eine 
Linie  giebt  es,  die  nur  nach  einer  Dimension  ausgedehnt  ist, 
das  ist  die  gerade  Linie.  Für  alle  anderen  Raumgebilde  von 
der  Art  der  Flächen  und  Linien  gilt  diese  Bestimmung  nur 
in  der  oben  präzisierten,  genauen  Ausdrucksweise.  Doch  Ton 
der  Ebene  und  geraden  Linie  soll  weiter  unten  ausführlich 
gehandelt  werden. 

Die  Grenzen  der  Flächenteile  sind  Linien.  Was  von  den 
Flächen  gesagt  ist,  gilt  auch  von  den  Linien,  sie  sind  unvor- 
stellbar, ohne  reelle  Bilder.*)     Sie  begrenzen  Flächenstücke, 


*)  Man  vcrgl.  J.  C.  Becker,  Abhandlangen  aas  dem  Grenzgebiete 
der  Math.  etc.  II L 

„Während  wohl  niemand  ernstlich  behaupten  wird,  er  habe  von 
einer  Fläche  eine  anschauliche  Vorstellung,  ohne  anf  beiden  Seiten  den 
Ranm  mit  vorzastellen,  so  durfte  doch  mancher  glauben,  mit  der  Linie 
verhalte  es  sich  anders;  d.  h.  diese  sei  auch  unabhängig  von  irgend  einer 
Fläche,  deren  Grenze  sie  ist,  gewissermafsen  frei  im  Räume  schwebend 
vorstellbar.  Dies  ist  aber  nur  Selbsttäuschung.  Ich  frage  jeden  auf 
sein  Gewissen,  ob  das  wirklich  eine  Linie  ist,  was  er  so  anschaulich 
und  unabhängig  von  jeder  Fläche  frei  im  Räume  sich  vorzustellen  ver- 
mag, und  nicht  vielmehr  ein  sehr  dünner  Faden,  dem,  wenn  auch  nur 
eine  sehr  geringe,  aber  doch  immer  noch  eine  Breite  zukommt,  und 
der  gänzlich  verschwindet,  sobald  die  Breite  verschwindet?  .  .  .  Wie  in 
der  empirischen,  so  kann  auch  in  der  reinen  Anschauung  eine  Linie  nur 
als  Grenze  einer  Fläche  oder  eines  Teils  derselben  vorgestellt  werden. 
Sie  ist  durchaus  nichts  als  die  Grenze  einer  Fläche. 
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d.  h.  Felder,  trennen  diese  von  der  übrigen  Fläche.  Das  Feld 
liegt  auf  der  einen  Seite  von  der  Linie  aus,  die  unendliche 
Fläche  auf  der  anderen.  Auch  die  Linie  hat  selbst  keine 
Seiten  (vergl.  die  Ausführungen  bei  den  Flächen). 

Die  Grenzen  der  Linienteile  sind  Punkte.  Ihnen  fehlt  auch 
die  letzte  noch  übrig  gebliebene  Dimension.  Sie  sind  ohne 
jegliche  Ausdehnung.  Auch  sie  sind  unvorstellbar,  ohne  reelle 
Bilder.  Sie  begrenzen  Linienteile,  d.  h.  Strecken,  trennen  diese 
von  der  übrigen  Linie.  Auf  der  einen  Seite  vom  Punkt  aus 
liegt  die  Strecke,  auf  der  anderen  die  übrige  Linie.  Der  Punkt 
selbst  hat  keine  Seiten  (s.  o.).^) 

Beim  Punkte  findet  sich  gewohnlich  in  den  Lehrbüchern 
die  Bemerkung,  dafs  er  unvorstellbar  sei.  Als  wenn  nicht 
auch  schon  Flächen  und  Linien  unvorstellbar  wären.  Dafs 
wir  uns  Bilder,  aber  keine  reellen,  von  diesen  Raumgebilden 
machen,  geschieht  auf  die  Weise,  dafs  wir  einen  Körper  uns 
vorstellen,  der  nach  einer  resp.  zwei  Dimensionen  im  Ver- 
hältnis zu  der  resp.  den  übrigen  entweder  sehr  klein  oder  sehr 
grofs  gedacht  wird.  Dabei  behalten  wir  aber  immer  die  Vor* 
Stellung  eines  Korpers.  Ein  Gebilde,  das  nach  einer  oder  meh- 
reren Dimensionen  wirklich  Null  ist,  bleibt  absolut  unvorstell* 
bar.  Je  grofser  wir  die  bleibenden  Dimensionen  im  Verhältnis 
zum  weggedachten  annehmen,  um  so  mehr  nähert  sich  die 
Vorstellung  des  Körpers  derjenigen  einer  Fläche  oder  Linie, 
aber  in  sie  übergehen  würde  sie  erst  beim  wirklichen  Null- 
werden einer  Dimension  —  und  dies  ist  in  der  Anschauung, 
auch  in  der  inneren,  unmöglich.^) 

Im  Verlaufe  der  Ausbildung  des  geometrischen  Denkens 
kam  man  nun  so  weit,  dafs  man  auch  die  nicht  vorstellbaren 
Raumgebilde  Fläche,  Linie,  Punkt  —  nicht  vorstellbar,  weil 
sie  keine  reellen  Bilder  besitzen  —  als  selbständige  Gebilde 
auffafste,  sie  von  ihrer  ursprünglichen  Eigenschaft  als  Grenzen 
befreite  und  ihre  logische  Möglichkeit  annahm  und  damit  über- 
haupt die  logische  Möglichkeit  von  Gebilden  von  anderer,  aller- 


^)  Vergl.  Dn  Bois-Beymond,  Reden.  I.  Folge.  1886.  p.  112:  „Der 
PuDkt  ist  die  im  Raamc  Torgestellte  NegatioD  des  Ranmes.** 
•)  Vergl.  Herbart,  Psychologie  p.  122. 

Sehotten,  der  planimotr.  Unterricht.  1*2 
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dings  geringerer  als  dreifacher  Mannigfaltigkeit.^)  Aber  die 
Betrachtung  dieser  Gebilde  von  zweifacher^  einfacher  und 
nullfacher  Mannigfaltigkeit  ist  im  dreifachen  Räume  logisch 
möglich  und  in  gewisser  Hinsicht  mit  der  Anschauung  in 
einen  gewissen  Einklang  zu  bringen,  und  so  werden  diese 
Gebilde  auch  schon  in  der  Elementargeometrie  als  Begriffe, 
die  unserem  Denken  a  priori  gegeben  sind,  angesehen  werden 
dürfen.^) 

Es  dürfte  nicht  ohne  Interesse  sein  an  dieser  Stelle  auf 
die  bekannte  Hypothese  Helmholtz'  von  zweidimensionalen 
Wesen  näher  einzugehen,  um  die  Folgerungen  aus  ihr  auf  ihre 
Richtigkeit  zu  prüfen  und  festzustellen,  inwiefern  diese  Be- 
trachtungen Yon  Wert  sind  für  die  Erörterung. der  räumlichen 
Grenzgebilde,  wenn  wir  dieselben  als  selbständige  Objekte 
unserer  geometrischen  Betrachtung  auffassen.    Es  heifst  da: 

Helmholtz,  Popul.-wissensch.  Vorträge.  lU.  2,  „Über  den 
Ursprung  etc."') 

p.  27.  „Denken  wir  uns  —  darin  liegt  keine  logische 
Unmöglichkeit  —  verstandbegabte  Wesen,  von  nur  zwei  Di- 
mensionen, die  an  der  Oberfläche  irgend  eines  unserer  festen 
Körper  leben  und  sich  bewegen.  Wir  nehmen  an,  dafs  sie 
nicht  die  Fähigkeit  haben,  irgend  etwas  aufserhalb  dieser 
Oberfläche  wahrzunehmen,  wohl  aber  Wahrnehmungen,  ähnlich 
den  unsrigen,  innerhalb  der  Ausdehnung  der  Fläche,  in  der  sie 
sich  bewegen,  zu  machen.  Wenn  sich  solche  Wesen  ihre 
Geometrie  ausbilde,  so  würden  sie  ihrem  Räume  natürlich 
nur  zwei  Dimensionen  zuschreiben.  Sie  würden  ermitteln,  dafs 
ein  Punkt,  der  sich  bewegt,  eine  Linie  beschreibt,  und  eine 
Linie,  die  sich  bewegt,  eine  Fläche,  was  für  sie  das  vollstän- 
digste Raumgebilde  wäre,  was  sie  kennen.     Aber  sie  würden 


*)  Man  vergleiche  das  obige  Zitat  aus  Wundt,  System  der  Philo- 
sophie. 

'}  Man  vergleiche  hierzu  die  Ausfahrangen  von  Schmitz-Dumont 
in  „Die  mathematischen  Elemente  der  Erkenntnistheorie^'  im  Zitat  auf 
Seite  188,  Fufsnote  1. 

^)  Man  vergleiche  hierzu  den  Aufsatz  von  Gilles:  Bedenkliebe 
Richtungen  in  der  Mathematik,  in  H.  Z.  XT,  p.  5 — 24  und  die  dazu  ge- 
lieferten  Bemerkungen  in  demselben  Bande  p.  274—281.  p.  436/36. 
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sich  ebensowenig  von  einem  weiteren  räumlichen  Gebilde,  was 
entstände,  wenn  eine  Fläche  sich  aus  ihrem  flächenhaften 
Räume  herausbewegte,  eine  Vorstellung  machen  können,  als 
wir  es  können  von  einem  Gebilde,  das  durch  Herausbewegung 
eines  Körpers  aus  dem  uns  bekannten  Räume  entstände/' 

An  diese  Ausführungen  Helmholtz'  möchte  ich  folgende 
Bemerkungen  knüpfen.  Wenn  diese  Helmholtzschen  Flächen- 
wesen sich  Linien  aus  der  Bewegung  von  Punkten  entstanden 
vorstellten,  so  würde  schon  hier  ein  Unterschied  mit  unserem 
Vorstellungsvermögen  zu  tage  treten,  denn  offenbar  würden 
sich  diese  Flächenwesen  doch  nur  solche  Linien  vorstellen 
können,  die  auf  ihrer  Fläche  möglich  sind,  nicht  aber  Linien 
ganz  beliebiger  Art.  Alle  sogenannten  doppeltgekrümmten 
Linien  z.  B.  würden  ausgeschlossen  sein.  Denken  wir  uns  die 
Fläche  krumm,  so  würden  unter  Umständen  unsere  geraden 
Linien  wegfallen.  Ferner  würde  die  Unendlichkeit  der  Linien 
nicht  allgemein  gedacht  werden  können,  z.  B.  bei  Flächen- 
wesen, die  auf  der  Oberfläche  eines  Würfels  lebten,  würden 
die  geraden  Linien  am  Ende  ihres  Flächenstückes  begrenzt 
sein.  Und  wie  müisten  sie  über  ihre  Fläche  selbst  denken? 
Ein  bewufstes  Übergehen  auf  eine  andere  Fläche  des  Würfels 
ist  unmöglich  anzunehmen,  da  hiermit  dreidimensionales 
Denken  verbunden  sein  würde.  Ferner  würden  diese  Flächen- 
wesen nicht  ermitteln,  dafs  die  Linien  bei  der  Bewegung 
Flächen  beschreiben,  wie  Helmholtz  meint,  sondern  diese  Fähig- 
keit müfste  dahin  ganz  bedeutend  eingeschränkt  werden;  sie 
würden  nur  ermitteln  können,  dafs  Linien  Stücke  ihrer  Fläche 
beschreiben.  Sie  würden  sich  überhaupt  keine  beliebigen, 
unbegrenzten  Flächen  resp.  unendliche  Flächen  denken  oder 
vorstellen  können,  sondern  nur  die  eine  einzige,  auf  der  oder 
in  der  sie  leben.  ^) 

Unseren  Körpern  entsprechen  bei  diesen  Flächenwesen 
Figuren,  aber  nicht  solche  von  beliebiger  Art,  sondern  solche, 
die  der  Bedingung  unterworfen  sind,  Teile  der  bestimmten 
Fläche  zu  sein. 


*)  Denn  die  Yorstellang  beliebiger  uDendlieber  Flächen  ist  nor  im 
dreidimcnBionalen  Räume  möglich  und  dieser  fehlt  ja  dem  Denken  der 
FlilchenweBen. 

12* 
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Wir  sehen  also,  dafs  die  Vorstellungen  dieser  Flächen- 
wesen von  den  unsrigen  ganz  verschieden  sein  würden.  Die 
Vorstellungen  derselben  würden  von  einer  grofsen  Zahl  von 
Bedingungen  abhängig  sein,  die  Bewegung  würde  nicht  mehr 
eine  beliebige  sein,  sondern  nur  eine  solche,  die  den  Gesetzen 
der  Fläche  unterworfen  wäre,  kurz  das  Vorstellen  oder  Denken 
geometrischer  Gebilde  ist  mit  dem  unsrigen  nicht  zu  vergleichen 
und  es  fallen  damit  die  Folgerungen,  die  Helmholtz  aus 
seinen  Ausführungen  zieht. 

Diese  meine  Bedenken  werden  bestätigt  durch  folgende 
Stellen  der  Helmholtzschen  Abhandlung  selbst: 

p.  30.  „Es  ist  klar,  dafs  die  Wesen  auf  der  Kugel  bei 
denselben  logischen  Fähigkeiten,  wie  die  auf  der  Ebene,  doch 
ein  ganz  anderes  System  geometrischer  Axiome  aufstellen 
müfsten,  als  jene  und  wir  selbst  in  unserem  Räume  von  drei 
Dimensionen.'^ 

Ebenda:  „Daraus  geht  hervor,  dafs  an  einer  solchen 
Fläche  (der  Oberfläche  eines  eiförmigen  Körpers)  sich  nicht 
einmal  ein  so  einfaches  Baumgebilde,  wie  das  Dreieck  ist, 
ohne  Änderung  seiner  Form  von  einem  Orte  nach  jedem 
andern  fortbewegen  lassen  würde."*) 

Ebenda:  „Daraus  folgt  weiter,  dals  es  eine  besondere 
geometrische  Eigenschaft  einer  Fläche  ist,  wenn  sich  in  ihr 
liegende  Figuren  ohne  Veränderung  ihrer  sämtlichen  längs  der 
Fläche  gemessenen  Linien  und  Winkel  frei  verschieben  lassen, 
und  dafs  dies  nicht  auf  jeder  Art  von  Fläche  der  Fall  sein 
wird.  Die  Bedingung  dafür,  dafs  eine  Fläche  diese  wichtige 
Eigenschaft  habe,  hatte  schon  Gaufs  in  seiner  berühmten 
Abhandlung  über  die  Krümmung  der  Flächen  nachgewiesen. 
Sie  ist,  dafs  das,  was  er  das  „Mafs  der  Krümmung''  genannt 

hat  ( ),  überall  längs  der  ganzen  Ausdehnung  der  Fläche 

gleiche  Gröfse  habe.'' 


')  Wie  ist  es  mit  unendlich  kleinen  Gebilden?  Ziehen  wir  endliche 
Gebilde  in  Betracht,  so  wurden  doch  schon  Strecken,  d.  h.  hier  Stücke 
von  Linien,  nicht  ohne  Änderung  ihrer  Form  bewegt  gedacht  werden 
können;  diese  ganze  Betrachtungsweise  ist  aber  überhaupt  nnr  für  ein 
dreidimensional  denkendes  Wesen  möglich. 
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p.  35.  ;,Wir  als  Bewohner  eines  Raumes  von  drei  Di* 
mensionen  und  begabt  mit  Sinneswerkzeugen  ^  um  alle  diese 
Dimensionen  wahrzunehmen,  können  uns  die  verschiedenen 
Falle,  in  denen  flächenhafte  Wesen  ihre  Rauraanschauung  aus- 
zubilden hätten ;  allerdings  anschaulich  vorstellen/)  weil  wir 
zu  diesem  Ende  nur  unsere  eigenen  Anschauungen  auf  ein 
engeres  Gebiet  zu  beschränken  haben.  Anschauungen,  die  man 
hat,  sich  wegdenken  ist  leicht;«  aber  Auschauungen,  für  die 
man  nie  ein  Analogon  gehabt  hat,  sich  sinnlich  vorstellen  ist 
sehr  schwer.  Wenn  wir  deshalb  zum  Räume  von  vier  Dimen- 
sionen übergehen,  so  sind  wir  in  unserem  Yorstellungs ver- 
mögen gehemmt  durch  den  Bau  unserer  Organe  und  die  damit 
gewonnenen  Erfahrungen,  welche  nur  zu  dem  Räume  passen, 
in  dem  wir  leben.*^ 

Der  Ansicht  Helmholtz',  dafs  wir  uns  die  Raumanschau- 
angen  flächenhafter  Wesen  anschaulich  vorstellen  könnten,  „weil 
wir  zu  diesem  Ende  nur  unsere  eigenen  Anschauungen  auf  ein 
engeres  Gebiet  zu  beschränken  haben'',  kann  ich  nicht  zustimmen. 
Auch  bin  ich  nicht  der  Meinung,  dafs  „Anschauungen,  die 
man  hat,  wegdenken'^  leicht  ist.  Im  Gegenteil,  ich  halte  dies 
fQr  thatsächlich  unmöglich  und  halte  daran  fest,  dafs  unser 
anschauliches  Denken  nur  ein  dreidimensionales  ist,  dafs  die 
Mannigfaltigkeiten  von  geringerer  Anzahl  ebensowenig  vor- 
stellbar sind,  als  die  von  höherer,  *)  und  dafs  es  sich  bei  räum- 


')  Jeden&lls  aber  doch  nur  so  lange,  als  wir  uns  die  betreffende 
Fläche  anschaulicli  vorstellen  können.  Abgesehen  davon  geht  aus  den 
Helmholtzschen  Ausführungen  meines  Erachtens  nicht  hervor,  dafs  wir 
DOS  die  Raumanschannngen  flächenhafter  Wesen  anschaulich  vorstellen 
könnten.  Allerdings  die  Fälle,  in  denen  die  Flächenwesen  ihre  Baum- 
anschannng  auszubilden  hätten,  sind  anschaulich  vorstellbar  —  man 
vergleiche  die  obigen  Ausführungen  über  die  Vorstellbarkeit  der  räum- 
lichen Gebilde  — ,  damit  aber  noch  keineswegs  diese  Baumanschauungen 
selbst. 

*)  Yergl.  Schlegel,  Über  den  sogenannten  vierdimensionalen Baum. 
-  Berlin  1889. 

„Ja  selbst  unsere  Zeichnungen  von  Linien  und  Figuren  auf  einer 
Ebene  entsprechen  ja  keineswegs  genau  den  reinen  geometrischen  Kon< 
stmktionen  unserer  Phantasie,  sondern  sind  nur  mehr  oder  weniger  grobe 
Veranschauliclmngümittel  für  das  Auge,    und  der  einzige  Unterschied 
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liehen  Gebilden  yon  anderer  Dimensionenzahl  als  drei  um 
begriffliche,  nicht  anschauliche  Denkobjekte  handelt.  Der 
Gegenstand  erscheint  wichtig  genug,  um  noch  folgendem  Zitat 
zu  den  Ausführungen  von  Helmholtz  aus  Donadt,  Das 
mathematische  Raumproblem,  hier  eine  Stelle  zu  geben,  das 
von  besonderem  Werte  erscheint.  Die  Aufserung  Kants: 
„Wir  können  von  den  Anschauungen  anderer  denkenden  Wesen 
gar  nicht  urteilen,  ob  sie  an»,  die  nämlichen  Bedingungen  ge- 
knüpft seien,  welche  unsere  Anschauungen  einschränken  und 
für  uns  allgemein  gültig  sind,''  weist  mit  Recht  darauf  hin, 
dafs  die  Denkbedingungen  für  anders  denkende  Wesen  wahr- 
scheinlich ganz  andere  sind  und  dafs  den  Ausführungen  Helm- 
holtz' stillschweigend  die  Voraussetzung  zum  Grunde  liegt, 
dafs  die  Flächen wesen  ebenso  denken  wie  wir,  mit  dem  ein- 
zigen Unterschiede,  dafs  ihnen  die  dritte  Dimension  verschlossen 
ist.  Aber  diese  Voraussetzung  ist  ganz  unberechtigt,  wenig- 
stens liegt  kein  Grund  für  ihre  Annahme  vor.  Der  Denk- 
prozefs  anderer  Wesen  kann  ein  von  dem  unsrigen  wesentlich 
verschiedener  sein,  so  dafs  er  infolge  dessen  auch  mit  unserem 
Denken  gar  nicht  erfafst  werden  könnte. 

Weitere  berechtigte  Einwürfe  gegen  die  Hypostasierung 
solcher  fingierten  Wesen  und  ihrer  Geometrie  haben  Weifsen- 
born  (Über  die  neueren  Ansichten  vom  Räume  und  den  geo- 
metrischen Axiomen;  Vierteljahrsschrift  für  wissenschaftliche 
Philosophie,  herausgegeben  von  Avenarius.  Bd.  II.  p.  222)  und 
Krause  in  seiner  Schrift  „Kant  und  Helmholtz''y(Lahr 
1878)  gemacht.  —  Eine  fernere  Würdigung  der  Helmholtz- 
schen  Hypothese  findet  sich  bei  Schmitz-Dumont,  Die  mathe- 
matischen  Elemente   der   Erkenntnistheorie.     „Man   brauchte 


zwischen  den  oben  genannten  Arten  von  Eonstruktionen  nnd  denjenigen, 
welche  den  vierdimensionalen  Raum  zu  Hilfe  nehmen,  besteht  darin, 
dafs  wir  uns  die  letzteren  eben  nicht  vorzastellen  und  daher  auch  nicht, 
ihrer  richtigen  Beschaffenheit  entsprechend,  zu  veranschaulichen  im 
Stande  sind/' 

Es  scheint  mir  von  Bedeutung,  auf  den  Ausdruck  „Yeranschau- 
lichnngsmittel",  den  Schlegel  hier  gebraucht,  besonders  aufmerksam 
zu  machen,  da  darin  liegt,  dafs  es  sich  nicht  um  eine  thatsächlichc 
Anschauung  —  weder  eine  äufsere  noch  innere  —  handelt. 
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sich  ja  nur  Flächen wesen  vorzustellen,  in  deren  Welt  eine 
körperliche  Ausdehnung  nicht  bestand;  sollten  diese  nicht  auch 
nar  in  zwei  Dimensionen  vorstellen?  Die  empiristische 
Auffassung  forderte  dies  apriorisch;  weil  ja  alle  Vorstellung 
nur  durch  Wahrnehmung  entstehen  sollte. 

Es  wurde  hier  wieder  einmal  Vorstellung  und  Begriff  ver- 
wechselt, verleitet  durch  das  alte  Erbteil  der  Spraehmetaphysik, 
welche  von  ^^geometrischen  Vorstellungen'^  spricht. 

Allerdings,  wenn  solche  Wesen  nur  Wahrnehmungen  in 
zwei  Dimensionen  machen,  so  wird  auch  die  einfache  sinnliche 
Reproduktion  nur  diesen  gleiche  Vorstellungen  erzeugen;^) 
denken  werden  sie  jedoch  wie  jedes  denkende  Wesen  über- 
haupt, nämlich  nach  drei  Dimensionen,  (oder  es  handelt  sich 
um  einen  von  unserem  Denken  völlig  verschiedenen  und  daher 
f&r  uns  durch  unser  Denken  nicht  zu  erkennenden  Denkprozefs. 
D.  Verf.,  vei^l.  meine  obigen  Ausführungen)  und  je  nach  Ver- 
anlassung auch  die  zweidimensionalen  Wahrnehmungen  zu 
dreidimensionalen  Vorstellungen  kombinieren  können/' 

Schmitz-Dumont  geht  dann  näher  auf  die  Planimetrie 
dieser  Flächen  wesen  ein,  die  er  als  eine  ideelle  schildert,  die 
sich  nirgendwo  auf  die  ihnen  wahrnehmbaren  Gegenstände  an- 
wenden läfst,  und  identifiziert  ihr  Axiomensystem  mit  dem 
unseren.     Besonders  geht  der  Beweis  noch  darauf  aus,  dafs 


')  Der  gemessene  Kreis  ist  kein  Gegenstand,  sondern  ein  Begriff 
(gezeichnete  Linien  sind  keine  gprapbischen  Repräsentationen  von  Vor- 
stellungen, sondern  von  Begriffen);  denn  eine  geometrische  Yor- 
etellung  ist  unmöglich.  Was  man  gemeiniglich  geometrische  Vor- 
stellung nennt,  hat  weder  Farbe,  noch  sonst  ein  sinnliches  Merkmal, 
weil  die  Geometrie  yorschreibt,  von  allen  solchen  zu  abstrahieren.  Wir 
können  die  Vorstellung  eines  Körpers,  eines  Stückes  Papier,  Holz  oder 
feurige  Linien  in  dieser  oder  jener  geometrischen  Figur  fassen;  die  geo- 
metrische Figur  als  solche  ist  aber  niemals  etwas  anderes,  als  die  leere 
Form  jener  Vorstellung,  eine  Kombination  von  Denkbegriffen;  und  läfüt 
sich  deshalb  nicht  vorstellen,  sondern  nur  denkend  bestimmen.  Das 
übliche  „ich  stelle  mir  eine  Figur  anschaulich  vor**  heifst  logisch  ge- 
sprochen: ich  stelle  mir  einen  Gegenstand  vor,  konstruiert  aus  sehr 
dfinnen  Dnlhten  oder  leuchtenden  Bändern,  oder  ein  Raumvolum,  be- 
grenzt von  sehr  dünnen  Blattern;  aber  so,  dafs  deren  Begrenzungen 
möglichst  genau  den  geometrischen  Begriffen  von  der  geforderten 
Fignr  entsprechen.'* 
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die  ideellen  Flächenwesen  eine  ideelle  gerade  Linie  sich  kon- 
struieren würden^  welche  mit  der  unsrigen  identisch  sein  würde, 
;,weil  sie  allein  dem  logischen  Begriffe  identische  Richtung 
genügt." 

Ich  habe  mich  mit  der  Widerlegung  der  Helmholtzschen 
Hypothese  eingehender  beschäftigt,  um  darzuthun^  dafs  es 
sich  bei  den  räumlichen  Gebilden  FlächC;  Linie  und  Punkt 
nicht  um  anschauliche  Vorstellungen,  sondern  um  Begriffe 
unseres  Denkens  handelt,  schon  da,  wo  sie  als  Grenzen,  viel- 
mehr aber  noch  da,  wo  sie  als  selbständige  Gebilde  betrachtet 
werden. 

Werden  diese  Raumgebilde  losgetrennt  yon  der  ursprüng- 
lichen Vorstellung  an  und  für  sich  betrachtet^  so  erweitert 
sich  zwar  damit  im  allgemeinen  der  Begriff  der  geometrischen 
Gröfse,  des  räumlichen  Gebildes^  aber  ohne  dafs  wir  dadurch 
s  etwa  neue  Eigenschaften  erhalten;  noch  ferner  liegt  es,  dafs 
sie  durch  diese  Betrachtungsweise  au  Anschaulichkeit  gewinnen, 
wie  aus  den  Ausführungen  hervorgeht. 

Durch  die  Betrachtungsweise  der  nicht  körperlichen  räum- 
lichen Gebilde  findet  auch  meine  oben  ausgesprochene  Be- 
hauptung, dafs  der  Punkt  das  abstrakteste  Element  der  Geo- 
metrie sei,  ihre  Bestätigung.  Wir  gelangen  vom  Körper  zur 
Fläche,  von  der  Fläche  zur  Linie,  von  der  Linie  zum  Punkt, 
indem  wir  successive  von  einer  Ausdehnung  (Dimension)  ab- 
strahieren (eine  Ausdehnung  nach  der  andern  zu  Null  werden 
lassen),  so  dafs  also  für  den  Punkt  das  gröfste  Maus  von  Ab- 
straktion erforderlich  ist 

Es  erübrigt  noch  auf  den  Begriff  Element  näher  einzu- 
gehen; wir  verstehen  unter  Element  eines  räumlichen  Gebildes 
einen  unendlich  kleinen  Teil  desselben,  jedoch  schon  von  der 
ganz  bestimmten  Art  des  entsprechenden  Gebildes.  Ein  Flächen- 
element ist  daher  ein  Stück  Fläche,  allerdings  unendlich  klein 
gedacht ,  aber  doch  schon  von  denselben  Eigenschaften,  die 
die  Fläche  selbst  hat,  also  vor  allen  Dingen  von  zweifacher 
Ausdehnung.  Es  geht  schon  aus  dieser  allgemein  gültigen 
Begriffsbestimmung  hervor,  dafs  es  falsch  ist,  den  Punkt  als 
das  Raumelement  zu  bezeichnen.  Der  Punkt  ist  ein  Element 
xar'  i^Qox'fivy   das   wir  durch  Litegration   zu  nichts  anderem 


V. 
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summieren  kÖDneD^  als  wieder  zum  Punkt.  Der  Punkt  ist  die 
absolute  Negation  des  Raumes,  seine  Ausdehnung  nach  allen 
Richtungen  gleich  Null  —  und  so  wenig  wie  wir  in  der  Arith- 
metik durch  Addition  von  Null  etwas  anderes  als  Null  erhalten, 
können  wir  durch  Vervielfältigung  des  Punktes  etwas  anderes  als 
den  Punkt  erhalten.  Denken  wir  uns  zwei  voneinander  getrennte 
Punkte,  so  wird,  auch  weun  sie  nur  durch  einen  unendlich  kleinen 
Abstand  getrennt  sind,  doch  schon  eben  in  diesem  unendlich 
kleinen  Abstand  das  Linienelement  gedacht,  und  es  handelt 
sich  nicht  mehr  um  den  Begriff  Punkt.  Der  Punkt  hat  in 
einer  Beziehung  mit  dem,  was  er  negiert,  dem  Raum,  Ähn- 
lichkeit, nämlich  in  der  Gestaltlosigkeit.  Wie  wir  den  unend- 
lichen Raum  ohne  Gestalt  oder  Form  denken  —  denn  sonst 
würden  wir  ja  Grenzen  denken  —  so  ist  auch  der  Punkt  ge- 
staltlos; wir  können  nicht  von  einem  runden  oder  eckigen 
Punkte  sprechen,  und  es  wird  sich  empfehleu,  hierauf  im  Unter- 
richte besonders  aufmerksam  zu  machen,  um  das  Wesen  des 
Punktes  klar  zu  legen.  Die  Extreme  unendlicher  Raum  und 
Punkt  berühren  sich  in  der  gemeinsamen  Eigenschaft  der  Ge- 
staltlosigkeit. 

Ganz  verschieden  vom  Punkte  ist  das  Linienelement,  es 
hat  schon  eine  Dimension  und  durch  Integration  erhalten  wir 
die  Linie  selbst  oder  ein  Stück  derselben,  je  nachdem  wir  die 
Grenzen  der  Integration  wählen.  Es  fragt  sich  nun,  ob  das 
Linienelement  auch  schon  als  von  der  bestimmten  Art  der 
Linie  gedacht  werden  müsse,  ob  es  schon  von  bestimmter  Ge- 
stalt ist,  oder  ob  jedes  Linienelement  als  gerade  aufzufassen 
ist.  Ich  bin  der  Meinung,  dafs  schon  das  Element  als  von 
bestimmter  Art  zu  denken  ist,  dafs  also  z.  B.  das  Element 
der  Kreislinie  verschieden  ist  von  dem  Elemente  der  Ellipse 
oder  demjenigen  der  geraden  Linie.  Die  gegenteilige  Meinung 
vertritt  Helmholtz,  wie  aus  der  folgenden  Stelle  hervorgeht. 
In  dem  Aufsatze  über  die  Tfaatsachen,  die  der  Geometrie  zu 
Grande  liegen,  in  den  Göttinger  Nachrichten  1868,  sagt  er: 
,^  der  That  sind  die  unendlich  kleinen  Flächenele- 
mente einer  beliebigen  krummen  Fläche  alle  als  eben  zu 
betrachten,  und  also  alle  einander  kongruent,  wenn  von  ihrer 
Begrenzung  abgesehen  wird.^' 
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Helmholtz  tritt  dadurch  in  Widerspruch  zu  der  an 
anderer  Stelle  zitierten  Äuüserung,  dafs  wir  auf  einem  eiför- 
migen Körper  ein  Dreieck  nicht  von  einem  Orte  an  einen 
anderen  bewegt  denken  können  ohne  Änderung  der  Form, 
sonst  hätte  er  das  unendlich  kleine  Dreieck  ausdrücklich  aus- 
nehmen müssen.  Ich  trete,  wie  schon  aus  meinen  Ausfüh- 
rungen bei  der  Betrachtung  des  Linienelementes  hervorgeht, 
für  die  Meinung  ein,  dafs  auch  das  Flächenelement  schon  eine 
besondere  Gestalt  oder  Form  habe  —  dieser  Ausdruck  darf 
nicht  miüsverstanden  werden;  es  handelt  sich  nicht  darum,  ob 
das  Flächenelement  dreieckig  oder  viereckig  gedacht  wird, 
sondern  ob  es  eben  oder  von  bestimmter  Krümmung  ist  — ; 
eine  weitere  Frage  würde  die  sein,  in  welcher  Gestalt  —  in 
anderem  Sinne  —  das  Flächenelement  zu  denken  sei,  als 
Dreieck,  Viereck  oder  etwa  als  kleine  Kreisfläche.  Entspre- 
chend der  Betrachtung  endlicher  Figuren  wird  man  die  ein- 
fachste Gestalt  zu  wählen  haben  und  das  Flächenelement  als 
Dreieck,  ebenes  oder  sphärisches  zu  denken  haben;  je  nachdem 
es  sich  um  das  Element  einer  Ebene  oder  einer  krummen 
Fläche  handelt.  Vielleicht  wäre  es  denkbar,  das  Flächenele- 
ment aller  krummen  Flächen  als  ein  unendlich  kleines  Kugel- 
dreieck aufzufassen  im  Gegensatz  zum  ebenen  Flächenelement; 
aber  schon  hierbei  würde  eine  Ungenauigkeit  unterlaufen,  die 
gerade  bei  diesen  Betrachtungen  vermieden  werden  muls,  da 
unstreitig  der  Ausspruch  Riemanns  wohl  zu  beachten  ist: 
„Auf  der  Genauigkeit,  mit  welcher  wir  die  Erscheinungen  ins 
Unendlichkleine  verfolgen,  beruht  wesentlich  die  Erkenntnis 
ihres  Kausalzusammenhangs.^' 

Man  vergleiche  hiermit  auch  den  folgenden  Ausspruch 
desselben  Forschers: 

„Die  Frage  über  die  Gültigkeit  der  Voraussetzungen  der 
Geometrie  im  Unendlichkleinen  hängt  zusammen  mit  der 
Frage  nach  dem  inneren  Grunde  der  Mafsverhältnisse  des 
Raumes.  Bei  dieser  Frage,  welche  wohl  noch  zur  Lehre  vom 
Räume  gerechnet  werden  darf,  kommt  die  obige  Bemerkung 
zur  Anwendung,  dafs  bei  einer  diskreten  Mannigfaltigkeit  das 
Prinzip  der  Mafsverhältnisse  schon  in  dem  Begriffe  dieser 
Mannigfaltigkeit  enthalten  ist,  bei  einer  stetigen  aber  anders- 
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woher  hmzakommen  mufs.  Es  mufs  also  entweder  das  dem 
Räume  zu  Grunde  liegende  Wirkliche  eine  diskrete  Mannig- 
faltigkeit bilden,  oder  der  Grund  der  MafsYerhältnisse  aufser- 
halb,  in  darauf  wirkenden  bindenden  Kräften,  gesucht  werden/' 

Das  Element  des  geometrischen  Körpers  ist  identisch  mit 
dem  des  Baumes;  es  handelt  sich  hier  nur  um  die  Grenzen 
der  Integration.  Fassen  wir  das  hier  in  Betracht  kommende 
Element  als  Baumelement  auf,  so  ist  sicherlich  die  Gestalt  des 
Elementes  ohne  jegliche  Bedeutung,  und  so  wird  es  auch  er- 
laubt sein  von  der  Form  des  Korperelementes  als  einer  wesent- 
lichen Begriffsbestimmung  abzusehen. 

Als  gemeinsamen  Namen  aller  dieser  Elemente,  des 
Punktes,  des  Linienelementes,  des  Flächenelementes,  des  räum- 
lichen (körperlichen)  Elementes  darf  man  wohl  dann  die  Be- 
zeichnung Raumelemente  wählen,  wobei  man  jedoch  sich  be- 
wuist  sein  mufs  der  Bedeutung  dieses  Ausdrucks  im  Vergleich 
mit  dem  Baumelement. 

Ist  man  yom  Korper  ausgehend  zur  Erkenntnis  von 
Flächen,  Linien  und  Punkten  gekommen,  indem  man  successive 
die  Grenzen  der  Baumgebilde  betrachtet  hat,  und  hat  man 
durch  Abstraktion  die  Grenzgebilde  Fläche,  Linie  und  Punkt 
als  selbständige  Gebilde,  als  Baumelemente,  gewonnen,  so  wird 
nun  eine  zweite  Betrachtungsweise  ihre  Stelle  finden  dürfen, 
diejenige,  die  die  Baumelemente  auseinander  durch  Bewegung^) 
entstehen  läfst. 

Die  hauptsächlichsten  Darstellungen  dieser  Betrachtungs- 
weise werden  aus  den  Zitaten  hervorgehen.  Sie  sind  wesent- 
lich nicht  voneinander  verschieden  und  wir  können  in  Über- 
einstimmung mit  denselben  kurz  etwa  folgendes  aufstellen. 

Denkt  man  sich  einen  Punkt  in  Bewegung  und  nimmt  an, 
dafs  er  eine  Spur  seines  Wege?  hinterläfst,  so  wird  diese 
Spnr  eine  Linie  sein.^ 


')  Man  vergleiche  den  Artikel  Bewegung;  doch  sei  auch  hier  schon 
auf  Wnndt,  System  der  Philosophie,  p.  127 — 134,  hingewiesen. 

*)  Der  Punkt  beschreibt  eine  Linie,  so  lautet  der  gewöhnliche  kürzere 
Ausdruck  für  den  genaueren,  wie  er  im  Text  steht.  Genommen  ist  der 
Autsdmck  wohl  von  dem  Beispiel,  das  wir  zu  dieser  Erklärung  beifügen. 
Der  Ausdruck,  der  Funkt  ei*zeugt  eine  Linie,  dürfte  am  besten  vermieden 
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(So  hinterläfst  eiu  sich  rasch  bewegender  glühender  Körper 
auf  der  Netzhaut  ein  Bild  der  verschiedenen  Lagen,  die  er 
nach  und  nach  eingenommen^  und  wir  haben  infolge  dessen  das 
Bild  einer  Linie.) 

Denkt  man  sich  eine  Linie  (Stück  einer  Linie,  Strecke) 
in  Bewegung,  so  wird  diese  unter  Umständen,  wenn  man 
wiederum  annimmt,  dafs  eine  Spur  ihres  Weges  zurückbliebe, 
eine  Fläche  beschreiben. 

Denkt  man  sich  eine  Fläche  (Stück  einer  Fläche)  in  Be- 
wegung, so  wird  diese  unter  Umständen  einen  Körper  be-^ 
schreiben. 

Der  Korper  beschreibt  wieder  einen  Körper.*) 

Warum  der  breitere  Ausdruck  „Denkt  man  sich  in  Be- 
wegung*' anstatt  „bewegt  sich''  gewählt  ist,  wird  aus  den 
folgenden  Betrachtungen  hervorgehen,  die  vorläufig  hier  eine 
Stelle  finden  mögen,  während  später  dem  Begriffe  der  Bewegung 
noch  eine  ausführlichere  Behandlung  zu  teil  werden  soll. 

>  Die  mechanische  Bewegung  kann  im  wesentlichen  eine 
dreifache  sein,  die  Ortsveränderung  eines  starren  Körpers  z.  B. 
fliegender  Ball,  eine  drehende  Bewegung  um  eine  Aze  z.  B. 
Thüren,  Blätter  eines  Buches  (Rotation),  drittens  eine  drehende 
Bewegung  um  einen  Punkt  z.  B.  Bewegung  eines  an  einen 
Faden  gebundenen  Steines. 

Zur  Kenntnis  einer  mechanischen  Bewegung  gehört,  dafs 
wir  ihre  Richtung,  Geschwindigkeit,  Dauer  (Gröfse)  kennen. 
In  der  Geometrie  abstrahieren  wir  von  zweien  dieser  Eigen- 
schaften vollständig,  von  der  Geschwindigkeit  und  der  Dauer, 


werden,  da  er  zu  falschen  VorBtellangen  Anlafs  geben  könnte;  es  sei 
übrigens  darauf  hingewiesen,  dafs  der  Ausdruck:  denkt  man  sich  einen 
Punkt  in  Bewegung,  Ewar  allgemein  gebräucblicfa,  aber  ungenau  ist.  — 
S.  Artikel  Bewegung  und  die  folgenden  vorläufigen  Betrachtungen. 

^)  Es  mufs  aber  ausdrücklich  erwähnt  werden,  dafd  weder  alle 
Flächen  als  durch  Bewegung  von  Linien,  noch  alle  Körper  als  durch 
Bewegung  von  Flächen  beschrieben  angesehen  werden  können.  Dafs 
noch  hinzugesetzt  ist  „unter  Umständen"  wird  gerechtfertigt  durch  die 
Erwägung,  dafs  z.  B.  eine  gerade  Strecke  in  ihrer  Richtung  bewegt  ge- 
dacht, keine  Fläche  beschreiben  würde,  sondern  die  betreffende  Gerade, 
der  sie  angehört.  Als  Beispiel  diene  ein  fliegender  Pfeil,  also  eine 
Strecke,  die  wiederum  eine  Linie  beschreibt. 
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und  betrachten  nur  die  Richtung,  wir  können  es  vielleicht  so 
ausdrücken,  dafs  wir  sagen ^  es  handelt  sich  nur  um  das 
Resultat  der  Bewegung,  nicht  um  den  Vorgang  selbst.  Damit 
sind  wir  auch  über  die  Schwierigkeit,  die  raumlosen  Raum- 
gebilde uns  bewegt  zu  denken,  hinweg,  denn  in  Wirkh'chkeit 
können  wir  uns  einen  abstrakten  Raumteil,  einen  mathemati- 
schen Körper  gar  nicht  in  Bewegung  denken,  yiel  weniger 
noch  eine  Fläche,  Linie  oder  einen  Pankt.  Wir  können  uns 
nur  ein  kongruentes  Raumgebilde  an  einer  andern  Stelle  des 
Raumes  vorstellen;  es  handelt  sich  also  in  der  Geometrie 
eigentlich  nur  darum  ein  bestimmtes  Gebilde  uns  an  einer  be- 
stimmten Stelle  im  Räume  zu  denken,  an  einer  andern  Stelle 
des  Raumes,  als  an  der,  wo  wir  es  erst  betrachtet  habend. 
Da  die  mathematischen  Raumgebilde,  wie  auseinandergesetzt 
ist,  dem  Gesetze  der  Undurchdringlichkeit  nicht  unterworfen 
sind,  so  können  wir  uns  femer  an  ein  und  derselben  Stelle 
mehr  als  ein  Raumgebilde  denken,  können  in  Gedanken  Raum- 
gebilde zur  Deckung  bringen  (Kongruenz). 

Von  den  Betrachtungen,  die  sich  an  diese  Art  der  Be- 
wegung knüpfen,  vollständig  verschieden  sind  nun  diejenigen, 
die  sich  nicht  mit  Raumveränderungen,  um  uns  kurz  so  aus- 
zudrücken, starrer  Gebilde  beschäftigen,  sondern  die  Gebilde 
selbst  in  Bewegung  sehen,  so  z.  B.  die  Veränderungen,  die 
mit  einer  Figur  vor  sich  gehen,  wenn  wir  ein  Element  der- 
selben vemidern.  Diese  letzteren  Erwägungen  geben  uns  eine 
Reihe  von  Sätzen  als  Grundvorstellungen  aus  der  reinen  An- 
schauung, die  bisher  eines  weitläufigen  Beweises  für  bedürftig 
angesehen  wurden. 


*)  Kicht  handelt  es  eich  um  eine  Bewegung  im  eigentlichen  Wort- 
sinne, z.  B.  wenn  gesagt  wird,  dafs  ein  Punkt  eine  Linie  beschreibe,  so 
haben  wir  uns  das  genau  nicht  so  zu  denken,  dafs  der  Punkt  sich  von 
der  Stelle  bewege  und  nach  und  nach  eine  Reihe  von  Lagen  annehme, 
—  denn  das  ist  ja  nicht  möglich,  da  der  Punkt  ja  nichts  ist,  als  eine 
Stelle,  ein  Ort  im  Räume  —  sondern  wir  betrachten  in  Wirklichkeit 
eine  Reihe  von  unendlich  vielen  verschiedenen  Punkten  in  ihrer  Qe- 
samtheif ,  indem  wir  sie  in  Gedanken  zum  Bild  einer  Linie  zusammen- 
fassen. Es  erscheinen  daher  die  Ausdrücke  der  neueren  Geometrie 
Panktreihe  und  Träger  der  Panktreihe  besonders  glücklich  gewählt. 
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Als  hauptsächlichstes  Merkmal  der  Bewegung  geometri- 
scher Gebilde  hat  jedenfalls  zu  gelten  ^  dafa  wir  von  der  ur- 
säehliehjen  Kraft  gan^L  abstrahieren^  daher  denn  auch  die  Be> 
wegung  genau  genommen  nicht  eine  Bewegung  der  Objekte 
ist,  sondern  eine  von  dem  denkenden  Subjekt  willkürlich  dem 
geometrischen  Gebilde  substituierte  Bewegung.  Es  wird  später 
auf  den  Begriff  der  Bewegung  noch  tiefer  eingegangen  werden, 
hier  mögen  diese  wenigen  Bemerkungen  genügen,  um  den  Stand- 
punkt des  Verfassers  im  allgemeinen  kurz  zu  charakterisieren. 

Es  folgen  nun  die  Zitate: 

August,  L.  d.  M.  L  —  Berlin  1852. 

,;§  1.  Die  Geometrie,  d.  i.  Lehre  von  den  Raumgrofsen, 
geht  yon  gewissen  Grundvorstelluugen  aus,  welche  im  Bewufst- 
sein  eines  jeden  Menschen  leicht  hervorgerufen  werden. 

§  2.    Erste  Grundvorstellung. 

Die  erste  einfachste  Grundvorstellung  ist  die  des  mathe- 
matischen Punktes,  der  sich  von  jedem  noch  so  kleinen 
im  Räume  befindlichen  Gegenstande  dadurch  unterscheidet,  dafs 
er  keinen  Stoff  und  keine  Grofse,  also  auch  keine  Teile  hat. 

§  3.     Zweite  Grundvorstellung. 

Die  zweite  Grundvorstellung  ist  die  der  Linie,  einer 
blofsen  Länge  ohne  Breite,  die  man  sich  durch  Bewegung 
eines  Punktes  im  Räume,  als  Spur  desselben,  entstanden  denken 
kaun.  [Wenn  der  in  Bewegung  gedachte  Punkt  seine  Richtung 
nie  ändert,  so  entsteht  eine  gerade  Linie;  wenn  er  nie  dieselbe 
Richtung  behält,  so  entsteht  eine  krumme  Linie.] 

§  4.     Dritte  Grundvorstellung. 

Die  dritte  Grundvorstellung  ist  die  Fläche,  welche  Länge 
und  Breite  hat.  Gewisse  Flächen  können  durch  Fortbewegung 
einer  Linie  entstanden  gedacht  werden.  [Ist  dabei  die  bewegte 
Linie  eine  gerade  und  wird  sie  so  bewegt,  dafs  jeder  ihrer 
Punkte  wieder  eine  gerade  Linie  aber  in  einer  andern  Richtung 
bildet,  so  ensteht  eine  ebene  Fläche  oder  Ebene.  Eine  Fläche 
ist  krumm,  wenn  kein  Teil  derselben  eben  ist.] 

§  5.     Vierte  Grund  Vorstellung. 

Die  vierte  Grundvorstellung  ist  die  des  geometrischen 
Körpers  d.  i.  eines  von  allen  Seiten  begrenzten  Raumes,  der 
also  ausser  der  Länge  und  Breite  noch  eine  dritte  Ausdehnung 
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in  die  Tiefe  oder  Hohe  hat.  Man  gelangt  zu  der  Vorstellung 
des  mathematischen  Körpers ,  wenn  man  sich  von  einem  be- 
sondern physikalischen  d.  h.  in  der  Natur  ausser  uns  wahr- 
genommenen Körper  den  Stoff  wegdenkt,  so  dafs  nur  noch  die 
Gestalt  im  Räume  zurQckbliebe. 

§  6.  Man  sieht  leicht  ein,  dafs  die.  Grenzen  eines  geo- 
metrischen Korpers  Flächen/ dafs  die  Grenzen  der  Flächen 
Linien  und  die  Grenzen  der  Linien  Punkte  sind/' 

Ich  habe  diese  Auseinandersetzungen  in  dieser  ausführ- 
lichen Weise  angeführt,  weil  erstens  der  Gang  hier  gerade 
der  entgegengesetzte  des  unsrigen  ist,  und  zweitens  weil  uns 
dieselben  als  Typus  einer  grofsen  Anzahl  von  Lehrbüchern 
dienen  können.  Es  soll  nun  auf  dieselben  näher  eingegangen 
werden. 

Ad  §  1.  Der  Ausdruck  „leicht  hervorgerufen  werden^' 
dürfte  als  ein  glücklicher  zu  bezeichnen  sein,  wenn  damit  an- 
gedeutet werden  soll,  dafs  die  Grundvorstellungen  a  priori 
im  menschlichen  Bewufstsein  vorhanden  sind  und  nur  der 
Weckung  bedürfen;  allerdings  müfsten  dann  die  Grundvor- 
stellungen selbst  andere  resp.  anders  angeordnete  sein  als 
die  vom  Verfasser  angegebenen. 

Ich  mochte  diese  Gelegenheit  benutzen,  um  gleich  hier  — 
ohne  den  nachherigen  Betrachtungen  über  Ebene  und  gerade 
Linie  vorzugreifen  —  meine  Ansicht  auszusprechen,  dafs  Ebene 
und  gerade  Linie  allerdings  Grundvorstellungen  sind  d.  h.  a 
priori  im  menschlichen  Bewufstsein  vorhandene  Vorstellungen, 
dafs  aber  die  Verallgemeinerung  dieser  Ansicht  auf  Flächen 
und  Linien  überhaupt  durchaus  unstatthaft  ist.  Damit  ist 
zugleich  mein  Standpunkt  gegenüber  den  Augustschen  Grund- 
vorstellungen ausgesprochen. 

ad  §  2.  August  bezeichnet  als  einfachste  Grundvor- 
stellung die  des  mathematischen  Punktes.  Es  stimmt  das 
damit  überein,  dafs  er  den  Punkt  als  Grund  Vorstellung  über- 
haupt ansieht  und  diese  Ansicht  liefse  sich  wohl  an  und  für 
sich  nicht  eben  bestreiten.  Aber  wir  gelangen  zu  den  grofsten 
Schwierigkeiten,  wenn  wir  nun  aus  diesem  einfachsten  Grund- 
begriff die  andern  systematisch  entwickeln  wollen.  Aufserdem 
erscheint   es   ungeheuer  schwierig,   wenn  wir  den  Puukt  als 
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einen  Grundbegriff')  oder  als  eine  Grundvorstellung  annehmen, 
für  diesen  Begriff  eine  positive  Definition  zu  finden.  Überall 
da,  wo  der  Punkt  definiert  wird,  anders  als  aus  dem  Grenz- 
begriff  der  Linie,  ist  die  Definition  eine  negative,  wie  wir  aus 
verschiedenen  der  folgenden  Zitate  sehen  werden.  Damit  liegt 
aber  die  Unzulänglichkeit  der  Definition  zu  Tage  und  mit  der 
Definition  zugleich  fallt  die  Möglichkeit  des  Punktes  als  erste 
Grundvorstellung.  —  August  fQgt  femer  Eigenschaften  an,  die 
er  fQr  Definition  ausgiebt  —  nebenbei  ein  Fehler,  den  wir 
ausserordentlich  häufig  finden,  und  der  hauptsächlich  zur  Ver- 
wirrung der  Grundbegriffe  beigetragen  hat  —  Eigenschaften, 
die  dem  Punkte  nicht  allein  zukommen.  Was  den  Ausdruck 
betrifft  „er  hat  keine  Grofse,  also  auch  keine  Teile'',  so  ver- 
weise ich  auf  meine  obigen  Ausfahrungen  am  Anfang  dieses 
Kapitels. 

ad  §  3.  Im  allgemeinen  gilt  auch  hier,  was  ich  zur 
Definition  des  Punktes  bemerkt  habe.  Ausserdem,  was  lässt 
sich  wohl  denken  unter  den  Worten  „eine  blofse  Länge  ohne 
Breite''?  Sind  Länge  und  Breite  hier  als  Qualitäten  oder 
Quantitäten  zu  verstehen?  Doch  jedenfalls  als  Quantitäten, 
aber  hier  wird  ja  geantwortet  auf  die  Frage,  was  ist  eine 
Linie,  wir  könnten  also  nur  eine  Qualität  bekommen,  wenn 
es  sich  nicht  um  eine  Definition  handelte.  —  Die  übrigen  Worte 
des  §  3  gehören  in  die  Betrachtungen  über  die  gerade  Linie. 

ad  §  5.  Aus  den  Worten  des  Verfassers  „Man  gelangt" 
bis  zum  Schlufs  des  §  geht  hervor,  dafs  auch  er  die  Vorstel- 
lung des  Körpers  allein  für  möglich  hält,  denn  bei  Punkt,  Linie 
und  Fläche  hat  er  eine  derartige  Angabe,  wie  man  zur  Vor- 
stellung des  räumlichen  Gebildes  gelange,  unterlassen.  Dafs 
dies  richtig  ist,  wenn  auch  August  es  nicht  ausdrücklich  aus- 
spricht, geht  auserdem  auch  daraus  hervor,  dafs  es  in  der 
That  nichts  in  der  Natur  aufser  uns  Wahrgenommenes  giebt, 
bei  dem  wir  durch  Wegdenken  des  Stoffs  zur  Vorstellung  der 
Fläche  oder  der  Linie  oder  des  Punktes  gelangten.  —     ^ 

^}  Dieser  Ausdruck  ist  der  genauere;  denn  nicht  um  Grundvor- 
stellungen  bandelt  es  sich,  sondern  um  Grundbegriffe.  Der  mathe- 
matiscbe  Punkt  ist  ein  durch  Abstraktion  erhaltener  Begriff,  keine 
Yorstellung. 
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ad  §  6.  Was  hier  als  eine  Folge  der  vorhergehenden 
Betrachtungen  hingestellt  wird^  ist)  wie  nachgewiesen,  das  Ur- 
sprüngliche der  Betrachtung^  die  Grundlage.  Nach  den  Aus- 
ftihrungen  von  August  ist  es  gar  nicht  leicht  einzusehen,  dafs 
die  Flächen  die  Grenzen  der  Korper  sind  etc.,  sondern  man 
bringt  bei  dieser  Betrachtungsweise  zu  dem  Begriffe,  resp.  der 
Gmndyorstellung  Fläche  etwas  ganz  neues  hinzu,  was  nicht 
einmal  als  eine  allgemein  gültige  Eigenschaft  aufgefasst  werden 
darf:  sonst  würden  durch  diesen  §  6  nachträglich  die  Fläche 
nnd  die  übrigen  Grundvorstellungen  als  unselbständig  hin- 
gestellt.   

Baltzer,  Elem.  d.  Math.  —  Leipzig  1874. 

„1.  Der  Raum  ist  ohne  Unterbrechung  und  über  jede 
Grenze  hinaus  ausgedehnt.  Ein  Ort  im  Räume  ohne  Aus- 
dehnung gedacht,  heifst  ein  Punkt  Ein  Ausgedehntes  ist 
entweder  eine  Linie,  oder  eine  Fläche,  oder  ein  Raum  im  engeren 
Sinne  (Körper,  6xbqb6v^  solidum). 

Auf  einer  Linie  lassen  sich  unendlich  viele  Punkte  unter- 
scheiden, auf  einer  Fläche  unendlich  viele  Linien,  in  einem 
Räume  unendlich  viele  Flächen.  Eine  Linie  ist  zu  beiden 
Seiten  eines  auf  ihr  liegenden  Punktes  ausgedehnt  (in  die 
Lange),  eine  Fläche  ist  zu  beiden  Seiten  einer  auf  ihr  liegen- 
den Linie  ausgedehnt  (in  die  Länge  und  Breite^),  ein  Raum 
ist  zn  beiden  Seiten  einer  in  ihm  liegenden  Fläche  ausgedehnt 
(in  die  Länge,  Breite  und  Dicke);  Linie,  Fläche,  Raum  heifsen 
deshalb  nach  1,  2,  3  Dimensionen  ausgedehnt  Eine  Linie 
kann  als  Bahn  (Ort,  xonoq)  eines  bewegten  Punktes,  eine 
Fläche  als  Bahn  einer  bewegten  Linie,  ein  Raum  als  Bahn 
einer  Fläche  betrachtet  werden.^' 

„2.  Linien  werden  begrenzt  durch  Punkte  (Endpunkte), 
Flächen  durch  Linien  (Umfang,  nsQiiierQog^  7t£QupsQna\  Räume 
durch  Flächen  (Oberfläche,  iTtifpaveia,  superficies),  und  haben 
zwischen  ihren  Grenzen  bestimmte  Gröfse.     Die  Gröfse  einer 


')  Genau  genommen  dürfte  doch  nnr  gesagt  werden,  dafs  die  Fläche 
za  beiden  Seiten  der  Linie  nach  der  Breite  aasgedehnt  sei,  denn  die 
Ausdehnung  nach  der  Länge  ergiebt  sich  doch  schon  darans,  dass  sie 
entlang  der  ganzen  Linie  nach  beiden  Seiten  ausgedehnt  ist. 

Sohottan,  der  planimelr.  Unterricht.  IS 
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Linie  heifst  ihre  Länge,  die  Grofse  einer  Fläche  ihre  Fläche 
(Fächeninhalt,  area,  ifißadov^  iiti<pccv£ia) ,  die  Grofse  eines 
Raumes  sein  Yolam  (Korperinhalt,  Volumen^  capacitas,  fftsgeov)] 
diese  Grössen  werden  extensive  genannt  im  Gegensatz  zu  nicht 
ausgedehnten  (intensiven)  Gröfsen/' 

Baltzer  geht  also  auch^  wie  es  früher  allgemein  üblich 
gewesen  zu  sein  scheint,  vom  Punkt  aus  und  bezeichnet  ihn 
als  „einen  Ort  im  Saume  ohne  Ausdehnung  gedacht'^  Man 
findet  diese  Erklärung  auch  bei  andren  nicht  gerade  selten  und 
fast  ebenso  oft  die  im  wesentlichen  mit  ihr  übereinstimmende 
Erklärung  des  Punktes  als  einer  blofsen  Stelle  im  Räume. 

Es  kann  nicht  geleugnet  werden,  dafs  beide  Erklärungen 
auf  den  ersten  Blick  etwas  Bestechendes  haben  und  als  sehr 
glücklich  gewählt  erscheinen.  Wenn  man  aber  genauer  darüber 
nachdenkt;  so  handelt  es  sich  doch  nur  um  ein  Spiel  mit  Worten, 
eine  vielleicht  zur  Anschaulichkeit  dienende  Erklärung,  aber 
keine  wirkliche  Definition.^) 

Es  geht  mit  dieser  Erklärung  wie  mit  den  andern  Er- 
klärungen des  Punktes  —  wenn  man  ihn  nicht  aus  dem  Grenz- 
begriff der  Linie  erhält  —  sie  enthält  ein  negatives  Moment, 
die  Bestimmung  „ohne  Ausdehnung  im  Räume  gedacht'^  Ob 
wir  nun  dafür  Punkt  oder  Stelle  oder  Ort  sagen,  bleibt  an 
sich  gleichgültig,  wir  haben  es  hier  nur  mit  verschiedenen 
Ausdrücken  (Worten)  zu  thun,  aber  nicht  mit  wirklichen  Sach- 
erklärungen. 

Bei  dem  Ausgedehnten  unterscheidet  Baltzer  nicht  sofort 
nach  den  Dimensionen,  sondern  führt  als  ganz  gleich  neben- 
einander Linie,  Fläche,  Raum  an.  Ebenso  tritt  in  dem  folgen- 
den Satz:  „Auf  einer  Linie  lassen  sich  unendlich  viele  Punkte 
unterscheiden,  auf  einer  Fläche  unendlich  viele  Linien,  in  einem 
Räume  unendlich  viele  Flächen"  die  Existenz  einer  mehrfachen 
Mannigfaltigkeit  gar  nicht  hervor.  Auch  sonst  scheint  mir  dieser 
Satz  nicht  glücklich  zu  sein,  oder  wenigstens  der  Ausdruck 
„unterscheiden*'.     Ich  mufs  offen  gestehen,  dafs  ich  mich  ver- 

^)  Dafs  man  im  Unterrichte  z.  B.  die  Schüler  durch  derartige  Be- 
merkungen, wie  blofser  Ort,  blofse  Stelle,  zu  einer  anscbanlichen  Vor- 
stellnng  des  Panktes  hinznlciten  suche,  erscheint  mir  durchaus  erlaubt; 
nur  dürfen  sie  nicht  als  wirkliche  Erklärungen  angesehen  werden. 
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geblich  bemüht  habe  zu  finden  ^  welchen  Sinn  es  haben  soll, 
z.  B.  aaf  einer  Fläche  lassen  sich  unendlich  viele  Linien  unter- 
scheiden. Vielleicht  „denken"?  Das  Wort  „unterscheiden'* 
läfst  fast  den  Gedanken  aufkommen;  als  wenn  die  Fläche  aus 
Linien  zusammengesetzt  sei 

Zu  2.  mochte  ich  für  eine  schärfere  Ausdrucksweise  ein- 
treten, die  in  den  neueren  Lehrbüchern  auch  fast  allgemein 
gehandhabt  wird,  in  den  älteren  aber  fast  durchweg  vernach- 
lässigt erscheint.  Es  ist  der  vielleicht  bequeme^  aber  mifsver- 
ständliche  Gebrauch  des  totum  pro  parte,  Linie  statt  Teil  der 
Linie  (Strecke),  Fläche  statt  Flächenteil  (Feld),  Baum  für 
Baumteil  (Körper). 

Demnach  müfste  es  dann  heifsen,  nicht  „Linien  werden 
begrenzt  durch  Punkte'^,  sondern  Linienteile  werden  be- 
grenzt durch  Punkte  etc.  Ebenso  femer:  „Die  Gröfse  eines 
Linienteils  heifst  seine  Länge''  etc.^) 


Bartholomäi,^)  Philosophie  der  Mathematik,  p.  13.  geht 
von  den  getrennten  Dingen  aus,  deren  Zusammenfassung  den 
Begriff  der  Bichtung  hervorruft;  aus  dem  letztem  resultiert 
wiederum  der  Begriff  der  Distanz.  Losgelöst  von  den  Ob- 
jekten wird  die  Distanz  zu  Null,  verschwindet  alle  Ausdehnung, 
resultiert  der  Punkt.') 

„Der  Punkt  ist  also  das  absolut  Einfache  des  Baumes, 
er  ist  räumlich,  aber  raumlos.  Er  ist  blofs  der  Ort,  den  es 
einem  Etwas  darbietet,  das  leere  Bild,  an  welches  ein  Ding 
angeheftet  werden  kann.'' 

Vom  Begriffe  der  Distanz  (unendlich  viele)  gelangt  Barth o- 
lomäi  zum  Begriffe  des  Körpers  als  des  „Begriffes  dessen,  das 
nach  allen  Bichtungen  Distanzen  zeigf 

Vom  Körper  gelangt  er  zum  Grenzpunkt,  deren  Ge- 
samtheit er  die  Grenze  nennt.  Diese  wird  näher  erörtert. 
Dann  heilst  es:  „Wird  nun  eine  Grenze,  welche  vom  Körper 


*)  S.  oben. 

»)  Besprochen  ia  Sohl.  Z.  VI,  7. 

*)  Man  vergleiche  Kapitel  V,  worin  ich  mich  aasführlich  über  die 
Begriffe  Richtong  und  Abstand  äufsem  werde. 

13* 
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abhängig  ist,  von  demselben  losgelost ,  so  entsteht  dasjenige 
Räumliche,  welches  nicht  nach  allen  Richtungen  Distanzen  hat.^^ 
Die  philosophische  Berechtigung  dieser  Betrachtungsweise 
möge  hier  unerortert  bleiben,  für  den  Unterricht  ist  sie  weder 
direkt,  noch  indirekt  verwertbar,  da  hier  zwei  neue  Begriffe 
vorausgesetzt  werden,  die  in  der  Form,  wie  sie  Barth olomäi 
giebt,  jedenfalls  für  den  SchQler  unverständlich  bleiben.  Auch 
die  Erklärung  des  Punktes  leidet  an  schon  bekannten  Mängeln ; 
der  Zusammenhang  aber  der  verschiedenen  Raumgebilde  ist 
in  dieser  Behandlung  ganz  aus  dem  Auge  gelassen,  Richtung, 
Distanz,  Punkt,  Körper,  Fläche  (und  konsequenterweise  weiter 
Linie,  Punkt),  wo  liegt  da  der  systematische  Zusammenhang? 


Beck,  die  ebene  Geometrie  nach  Legendre.  —  Bern  1842. 
giebt  die  Erklärungen  von  Körper,  Fläche,  Linie  und  Punkt 
in  dieser  Reihenfolge  ohne  besonders  Erwähnenswertes.  Die 
Betrachtungsweise  knüpft  an  die  Grenzbegriffe  an. 


Becker,  J.  K.,  Die  Elemente  der  Geometrie  auf  neuer 
Grundlage.^)  —  Berlin  1877. 

„Was  wir  als  im  Räume  befindlich  uns  vorstellen  oder 
wirklich  darin  wahrnehmen,^)  ist  entweder  ein  Körper,  eine 
Fläche,  eine  Linie  oder  ein  Punkt." 

,^Unter  Körper  verstehen  wir  einen  allseitig  begrenztei\ 
Teil  des  Raumes  (einerlei,  ob  er  mit  Materie  erfüllt  oder  leer 
ist).  —  Fläche  heilst  eine  Stelle  im  Räume,  die  einen  Teil 
desselben  vom  übrigen  absondert,  also  z.  B.  die  Grenze  eines 
Körpers  (dessen  Oberfläche).  Die  Stelle,  in  der  eine  Fläche 
geteilt  oder  begrenzt  wird,  heifst  Linie.  Eine  Linie  endlich 
wird  vom  Punkte  geteilt  und  begrenzt.  Dieser  ist  selbst  nicht 
mehr   ausgedehnt,    und  wenn  man  von  der  Linie,  welche   er 


^)  Eine  ausführliche  Besprechung  findet  eich  in  H.  Z.  YIII.  p.  411  — 
420.  —  Dem  Buche  wird  eine  weite  Verbreitung  gewünscht.  —  Ver- 
gleiche: Beckers  Replik  in  H.  Z.  IX,  p.  17—20 

')  Dafs  wir  eine  Fläche,  Linie  oder  Pnnkt  als  wirklich  im  Räume 
befindlich  wahrnehmen  könnten,  ist  wohl  zu  viel  behauptet. 
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begrenzt,  abstrahieri^  kann  in  ihm  nichts  mehr  gedacht  werden 
als  eine  ausdehnungslose  Stelle  im  Baume  oder  an  einem 
Raumgebilde^  die  sich  von  einer  andern  derselben  Art  nur 
noch  der  Lage  nach  unterscheiden  kanu/^ 

Es  werden  dann  noch  die  drei  Dimensionen  entwickelt. 

Man  sieht  Becker  hat  sich  förmlich  auf  den  Ausdruck 
;,StelIe''  kapriziert,  in  allen  Erklärungen  finden  wir  diesen  vor. 
Wie  schon  oben  erwähnt,  scheint  mir  dadurch  die  eigentliche 
Schwierigkeit  der  Sacherklärung  bei  den  Grundbegriffen  mehr 
umgangen  als  gelöst,  nun  gar  wenn  wir  das  Wort  Stelle  auch 
bei  der  Definition  von  Fläche  und  Linie  verwenden;  denn  die 
Stelle  ist  hier  gar  nicht  denkbar  ohne  dafs  man  schon  eine 
Vorstellung  von  Fläche  und  Linie  hat.^)  Stelle  und  Punkt 
sind  identisch,  aber,  wenn  wir  eine  Fläche  als  eine  Stelle  be- 
zeichnen, so  wird  dabei  die  Vorstellung  {Begriff)  der  Fläche 
vorausgesetzt,  denn  es  handelt  sich  hier  um  eine  Form  der 
Stelle,  etwas  was  an  und  für  sich  gar  nicht  im  Begriff  Stelle 
liegt.  Ich  erinnere  an  meine  obigen  Ausführungen  über  den 
Punkt;  wie  man  bei  ihm  (d.  h.  bei  der  Stelle  xcct  ^Sojrijv) 
von  jeder  Form  oder  Gestalt  abstrahiert,  —  denn  mit  dem 
Begriff  der  Form  oder  Gestalt  ist  unerlässlich  die  Vorstellung 
der  Ausdehnung  verbunden  —  also  nicht  von  einem  vieleckigen 
oder  runden  Punkt  sprechen  darf,  ebensowenig  ist  es  möglich 
die  Stelle  mit  Linie  oder  Fläche  zu  identifizieren,  weil  wir 
damit  der  Stelle  eine  Form  geben  würden. 

Becker  fährt  fort: 

„§  2.  Nicht  der  Teil  des  Raumes  oder  die  Stelle  in  dem- 
selben, als  welche  uns  ein  Körper,  eine  Fläche  oder  Linie  er- 
scheint, ist  Gegenstand  geometrischer  Betrachtung,  sondern 
die  Gestalt  (Figur),  unter  der  dieser  Raum  begrenzt  oder  jene 
Stelle  im  Räume  ausgedehnt  erscheint/' 

Auch  diese  Erklärung  mufs  mit  gewisser  Vorsicht  auf- 
gefafst  werden,  scheint  es  doch  fast,  als  wenn  Stelle  und  Raum- 
teil identifiziert  würden,  was  jedenfalls  nicht  geschehen  darf.') 

^  Oder  genauer  ausgedrückt,  dafa  wir  uns  des  Begriffes  Fläche  etc. 
klar  bewolst  sind. 

^  Denn  die  Stelle  ist  aasdehnungslos,  direkte  Negation  des  Ranmes. 
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Becker,  J.  K./)  Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie.  — 
Berlin  1877. 

p.  4.  Flächen,  Linien  und  Punkte  können  nicht  nur  an 
Eörpeniy  als  deren  Grenzen,  wahrgenommen,  sondern  auch 
selbständig  als  Stellen  (Örter)  im  Baume  gedacht  werden. 


Behl,  Darstellung  der  Planimetrie  nach  induktiver  Methode. 
Hildesheim  1886. 

„Denkt  man  sich  einen  beliebigen  Teil  des  Baumes  all- 
seitig begrenzt,  so  wird  dieser  allseitig  begrenzte  Teil  des 
Baumes  „Körper^'  genannt.  Während  der  Baum  eine  Bewegung 
nach  unendlich  vielen  Bichtungen  (Dimensionen)  gestattet,  fasst 
man  bei  den  Körpern  diese  unendlich  vielen  Bichtungen  in 
drei  zusammen,  nämlich  in  Länge,  Breite  und  Höhe/' 

„Die  Begrenzungen  der  Körper  sind  die  Flächen.  Diese 
sind  aber  nicht  als  zu  den  Körpern  gehörig  zu  betrachten, 
sondern  sie  sind  etwas  für  sich  selbst  Bestehendes.^)  Während 
die  Körper  nach  drei  Dimensionen  ausgedehnt  sind,  tritt  bei 
den  Flächen  eine  Dimension  zurück,  sie  sind  nur  nach  zwei 
Dimensionen  ausgedehnt,  nach  der  Länge  und  Breite.  Die 
Grenzen  der  Flächen  sind  die  Linien '^ 

„Der  mathematische  Punkt  ist  nur  etwas  Gedachtes;  er 
existiert  nur  in  der  Vorstellung." 

Behl  läfst  vollständig  im  Unklaren,  wie  man  von  den 
unendlich  vielen  Bichtungen  im  Baume  zu  den  drei  Bichtungen 
des  Körpers  gelangt,  warum  man  gerade  drei  herausgreift.^) 


^)  Man  Ycrgleiche  auch:  Becker,  J.  C,  Die  Grundlagen  der  Geo- 
metrie. —  Schi.  Z.  XX.  445.  —  und:  Becker,  J.  C,  Über  die  neuesten 
Untersuchungen  in  Betreff  unserer  Anschauungen  vom  Baume.  —  Schi. 
Z.  XVII,  314;  besprochen  ist  das  Werk  in  H.  Z.  X.  p.  422—427. 

*)  Das  ist  doch  per  primum  nicht  richtig. 

^)  Auch  ist  die  gewählte  Ausdrucksweise  geeignet,  zu  irrtümlicher 
Auffassung  zu  verleiten.  Nicht  nur  im  Körper  ist  von  einem  Funkte 
aus  eine  Bewegung  nach  nn endlich  vielen  Richtungen  möglich,  sondern 
sogar  anch  noch  in  der  Fläche.  Eine  genauere  Untersuchung  wurde  auf  den 
Unterschied  von  einfacher  und  mehrfacher  Unendlichkeit  (Mannigfalti<r- 
keit)  Bezug  nehmen  müssen.  Jedenfalls  ist  auch  noch  in  der  Fläche 
eine  Bewegung  nach  unendlich  vielen  Richtungen  möglich. 
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Hier  ist  offenbar  eine  Lücke  in  der  Erläuterung^  wodurch 
allerdings  eine  Schwierigkeit  leicht  übersprungen  wird.  Wenn 
Bebl  sagt,  dafs  die  Flächen  nicht  als  ,yzum  Körper  gehörig  zu 
betrachten^'  sind,  so  meint  er  wohl,  dafs  sie  nicht  als  Teile 
des  Körpers  aufzufassen  sind.  Denn  de  natu  gehören  die 
Flächen  allerdings  zum  Körper  und  siud  nicht  ursprünglich,  wie 
Behl  sagt,  als  „etwas  für  sich  selbst  Bestehendes^'  aufzufassen, 
so  wenig  wie  Linien  und  Punkte.  Schliefslich  sagt  Behl  vom 
Punkte,  er  sei  nur  etwas  Gedachtes,  er  existiere  nur  in  der 
Vorstellung:  gilt  denn  von  mathematischen  Körpern,  von  der 
Fläche  und  Linie  etwas  anderes?  Existieren  diese  etwa  wirk- 
lich? Sie  sind  doch  ebenso  wie  der  Punkt  nur  etwas  Gedachtes 
und  existieren,  wie  der  Punkt,  auch  nicht  einmal  in  der  Vor- 
stellung.^) Der  Punkt  steht  in  seinem  Verhältnis  zur  mensch- 
lichen Vorstellung  auf  derselben  Stufe  wie  Flächen  und  Linien, 
sie  sind  allesamt  unvorstellbar,  weil  keine  reellen  Bilder  der- 
selben existieren;  anders  ist  es  mit  dem  mathematischen  Körper. 


Brewer,  Lehrbuch  der  Geometrie  —  Düsseldorf  1822. 

Nach  der  üblichen  Erklärung  vom  Körper  und  dem  Über- 
gang zur  Fläche  als  der  Grenze  des  Körpers  fährt  Brewer  fort: 

„Die  Schwierigkeit,  welche  die  Anfänger  bei  dem  Begrifife 
der  geometrischen  Fläche  finden,  rührt  daher,  dafs  sie  sich 
dieselbe  abgesondert  von  dem  Körper,  unter  irgend 
einem  körperlichen  Bilde  vorstellen  wollen. 

Allein  es  ist  unmöglich,  sich  dasjenige  unter  einem  körper- 
lichen Bilde  vorzustellen,  dessen  Wesen  darin  besteht,  dafs  es 
kein  Körper  ist.  Die  geometrische  Fläche  ist  wirklich,  aber 
nur  an  den  Körpern;  sie  läfst  sich  ebensowenig  von  dem  Körper 
trennen,  als  sich  die  Grenze  vom  Begrenzten  trennen  läfst/' 

„Legt  man  zwei  genau  abgeschliffene  Lineale  mit  der 
flachen  Seit«  aufeinander,  so  werden  sie  sich  überall  berühren; 
das,  was  sie  trennt,  ist  eine  geometrische  Fläche  im  strengsten 
Sinne  des  Wortes."^ 

*)  Wenn  sie  als  selbständige  Gebilde  aufgefasst  werden. 
*)  Man  vergleiche  das  oben  angeführte  Beispiel  von  Wasser  und  Ol 
in  einem  Gefäfse. 
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,;Obschon  wir  durch  keines  unserer  Werkzeuge  eine  geo- 
metrische Linie  abgesondert  von  der  Fläche  darstellen  können^ 
so  giebt  es  doch  an  den  von  uns  physisch  dargestellten  Linien 
wirklich  geometrische;  z.  B.  die  linke  oder  rechte  Seite  einer 
Bleistiftlinie  ist  eine  geometrische  Linie.^'^) 


Dronke^  Die  Elemente  der  ebenen  Geometrie.  —  M.- 
Gladbach ^  —  geht  vom  Punkte  aus,  der  ^^keine  Ausdehnung, 
sondern  nur  eine  Lage  im  Räume''  hat.') 


Ebensperger,  Leitfaden  der  Geometrie.  —  Nürnberg 
1850.  —  entwickelt  die  Baumgebilde  vom  Körper')  ausgehend, 
als  Grenzen.  —  Er  fahrt  dann  fort: 

§  4.  „Körper,  Flächen  und  Linien  können  vergröfsert 
und  verkleinert  werden  und  sind  also  Gröfsen.  Der  Punkt, 
welcher  nicht  vergröfsert  oder  verkleinert  werden  kann,  ist 
demnach  keine  Gröfse;  er  kann  nur  gedacht  werden^)  und 
bezeichnet  blofs  eine  Stelle  im  Räume/' 


Euklid,  Elemente.  —  ed.  Dippe.  HallC;  —  geht  bekannt- 
lich vom  Punkte  aus,  den  er  definiert: 

„Ein  Punkt  ist,  was  keine  Teile  hat."  Dafs  diese  De- 
finition uugenügend  und  unhaltbar,  ist  schon  daraus  erwiesen. 


^)  Die  Darstellung  Brewers  stimmt  mit  meinen  Ausführungen  im 
wesentlichen  üherein;  auch  hier  wird  der  Hauptpunkt  der  Schwierigkeit 
darin  gefunden,  dafs  eben  nur  EOrper  yoretellbar  sind  und  dafs  alle  ver- 
uieintlichen  Vorstellungen  von  Flächen,  Linien  und  Punkten  nichts  anderes 
als  körperliche  Bilder  oder  steilyertretende  Vorstellungen  sind. 

')  Die  Definition  des  Punktes  ist  nicht  ohne  Geschick  umgangen. 

')  Der  definirt  wird  als:  „eine  Gröfse,  welche  nach  drei  Richtungen 
ausgedehnt  ist/*  Si^^^  physischer  Körper  ist  zugleich  ein  geometrischer, 
aber  nicht  umgekehrt."  —  Diese  Bemerkung  ist  recht  gut. 

*)  Flächen  und  Linien  können  auch  nur  gedacht  werden.  —  Darauf 
dafs  Flächen  und  Linien  nicht  ganz  beliebig  —  nach  allen  Richtungen  — 
vergröfsert  resp.  verkleinert  werden  können:  auf  diese  Hauptschwierig- 
keit, die  zugleich  die  Baumgebilde  als  Gröfsen  ganz  besonderer  Art 
charakterisiert,  wird  nicht  eingegangen. 
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dafs  sie  nur  ein  negatives  Moment  enthält,  das  aufserdem  dem 
Punkt  nicht  einmal  allein  zukommt.  Ebenso  sind  die  folgen- 
den Definitionen  von  Linie  und  Fläche  wenig  klar,  aber  es 
ist  hier,  wie  ich  in  der  Einleitung  hervorgehoben,  zu  bedenken, 
dafs  Euklids  Elemente  sicher  kein  Schulbuch  sein  sollten, 
sondern  für  schon  ausgebildete  Mathematiker  bestimmt  waren. 
Inwiefern  die  Erklärungen  in  dieser  Hinsicht  zu  beurteilen 
sind,  möge  hier  unerörtert  bleiben. 

Eober  spricht  sich  in  einem  Aufsatz  in  der  Hoffmann- 
sehen  Zeitschrift,  Band  I,  p.  228—236  über  die  Definitionen 
der  geometrischen  Gnudbegriffe  aus,  den  er  mit  folgenden 
Worten  einleitet:  „Die  Geometrie  soll  durch  die  Schärfe  ihrer 
Entwicklungen  den  übrigen  Wissenschaften  als  Muster  dienen; 
es  ist  also  vom  wissenschaftlichen,  wie  ganz  besonders  vom 
pädagogischen  Standpunkte  unabweisbare  Forderung,  dafs  alle 
Sätze  und  Erklärungen  vollkommen  klar  gedacht  und  kor- 
rekt ausgedrückt,  dafs  die  ersten  Grundwahrheiten  zur  vollen 
Evidenz  und  geistigen  Befriedigung  des  Schülers  gebracht 
werden  müssen.'^ 

Es  werden  dann  folgende  Definitionen  des  Punktes  ver- 
worfen: 1.  „Ein  Punkt  ist,  was  keine  Teile  hat^^  (Euklid). 

Eober  wendet  sich  gegen  diese  Definition  erstens  wegen 
ihrer  sprachlichen  Unvollkommenheit  und  zweitens  wegen  ihrer 
Inhaltsleere,  da  sie  viel  zu  allgemein  ist.  Es  heifst  dann  weiter: 
„Ferner  spricht  diese  Definition  eine  blofse  Negation  aus; 
bevor  man  aber  negieren  kann,-  mufs  man  Vorstellung  und 
Begriff  haben  von  dem,  was  man  negiert,  man  müfste  also 
Iner  die  teilbaren  geometrischen  Gebilde  bereits  kennen.*' 

2.  „Ein  Punkt  ist,  was  keine  Ausdehnung  hat.'' 

3.  „Punkt  ist,  was  keine  Gröfse  hat." 

Diese  Definitionen  sind  im  wesentlichen  mit  denjenigen 
Euklids  identisch  und  unterliegen  daher  denselben  Einwen- 
dungen. *i 

Auch  Hoff  mann  selbst  widmet  in  seiner  Zeitschrift  unter 
dem  Titel:  Die  Prinzipien  des  1.  Buches  von  Euklids  Elementen, 


*)  Man  vergleiche:  Friedlein,  Untersuohan^  der  soj^enannten  De< 
finitionen  Hero'8,  in  H.  Z.  IT.  p.  180. 
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den  Grundbegriffen  ausführliche  Betrachtungen/)  aus  denen 
hier  das  Wesentlichste  wiedergegeben  werden  soll.  Zuerst 
handelt  es  sich  um  die  Euklidische  Definition  des  Punktes.  ^^Dies 
ist  eine  Definition  mit  verneinender  Bestimmung^  sie  ist  also 
fehlerhaft;  sie  sagt  nur  was  der  Punkt  nicht  ist,  aber  nicht 
was  er  ist. 

,,Überdies  ist  die  Definition  in  Ermangelung  des  Gattungs- 
begriffes zu  weit.  Vergl.  Drobisch  Logik  §  119,  4."  In  einer 
längeren  Anmerkung  polemisiert  Hoffmann  bei  dieser  Gelegen- 
heit gegen  ^,die  gangbare  Ansicht,  dafs  der  Punkt  ohne  Aus- 
dehnung und  Gestalt'^  sei,  entsprechend  seinen  Ausführungen 
in  der  Vorschule.*)  —  Dann  wird  Euklids  Definition  der 
Linien  besprochen.  Hoffmanns  Bemerkung,  dafs  ,,die  Er- 
klärung so  klingt,  als  gäbe  es  auch  eine  Linie  mit  Breite^' 
scheint  mir  nicht  zuzutreffen,  dagegen  ist  es  richtig,  wenn  er 
sagt:  „Wenn  dem  Begriff  Linie  das  Merkmal  Breite  überhaupt 
und  schlechterdings  nicht  zukommt,  dann  hat  es  keinen  Sinn^ 
dieses  Merkmal  im  Denken  wegzunehmen,  es  zu  negieren.'^ 

Die  spätere  Definition  Euklids,  die  Grenzen  der  Linien 
sind  Punkte,  erkennt  Hoffmann  zwar  als  positiv  an,  spricht 
ihr  aber  die  Berechtigung  ab,  „da  sie  nur  erkläre,  was  ein 
Ding  (Punkt)  an  einem  andern  (Linie)  oder  in  Beziehung  auf 
ein  andres  ist,  nicht  aber,  was  es  an  sich  sei.''  Hieran  schliefsen 
sich  unter  Berufung  auf  Trendelenburg  Bemerkungen  gegen 
die  „gangbare  Ansicht'',  die  die  Raumgebilde  (nur)  als  Grenzen 
auffafst.  Besonders  stehe  dieser  Auffassung  die  Erzeugung 
von  Gebilden  durch  Bewegung  entgegen.^)  Es  heifst  gegen 
Ende  des  Artikels:  „Zuvorderst  fehlt  Euklid  die  metaphysische 
Grundlage,  die  Entwicklung  der  Eigenschaften  des 
Raumes,  ohne  wdche  in  unserer  Zeit  ein  Grundlegung  der 
Geometrie  gar  nicht  mehr  möglich  ist." 

Speziell  mit  dem  Punkt  beschäftigt  sich  auch  eine  kleinere 


•)  H.  Z.  III.  p.  114—143.  —  Man  vergl.  den  offenen  Brief  E.  Müllers 
an  Hoffmann  in  H.  Z.  III.  p.  370 — 375.  —  femer  Hoffmann:  Zu  den 
geometrischen  Grandbegriffen;  in  H.  Z.  XVI.  p.  339/42. 

*)  Man  vergleiche  das  betreffende  Zitat  und  meine  Anmerkungen  dazu. 

^  Man  vergleiche  meine  eigenen  Ausführungen  am  Anfang  dieses 
Kapitels. 
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Abhandlang  von  Fresenius/)  worin  er  ^^Rechenschaft  ab- 
legt über  den  Gedankengang^  der  ihn  zu  folgender  Definition 
des  Punktes  verleitet  hat^': 

y,Er  (der  Punkt)  ist  im  Eaume  das  objektive  Abbild  der 
im  Subjekt  empfundenen  Unteilbarkeit  des  Bewufstseins/'  Als 
entscheidend  bezeichnet  Fresenius  die  Beantwortung  der  Frage: 
^Welchen  Einflufs  auf  die  Art,  wie  uns  die  ganze  Aufsenwelt 
erscheint,  hat  der  subjektive,  der  Einzelstandpunkt,  den  das 
Ich  einnimmt?"  Der  Artikel  schliefst  mit  den  Worten:  „der 
obige  Satz  ist  allerdings  keine  Definition  des  Punktes.  Aber 
dafs  dieser  Satz  die  Erklärung  enthalten  dürfte,  wie  wohl 
einzig  eine  so  bestimmte  und  allgemein  anerkannte  Thatsache 
eines  Orts  im  Baume,  der  absolut  keinen  Teil  des  Raumes 
ausmacht,  in  unser  Bewufstsein  gelangen  konnte,  das  mufs 
ich  noch  immer  festhalten.  Einer  Definition  im  strengen  Sinne 
scheint  mir  allerdings,  jvie  gesagt,  der  Punkt  nicht  ßLhig  zu 
sein.  Sie  wäre  Abgrenzung  von  Dingen  gleicher  Gattung.  Er 
aber  gehört  wohl  zu  keiner  Gattung,  sondern  ist  sui  generis 
und  ein  Ursprüngliches." 


Fabian,*)  Lehrbuch  der  Mathematik.  —  Lemberg  1876, 
sagt  vom  Punkt  „er  bildet  keinen  Teil  des  Raumes  und  be- 
sitzt keine  Ausdehnung."  Da  diese  Bemerkung  bei  den  Flächen 
und  Linien  nicht  gemacht  wird,  so  mufs  angenommen  werden, 
dafs  Flächen  und  Linien  nach  der  Ansicht  Fabians  Teile  des 
Baumes  bilden,  d.  h.  nach  der  eigenen  Erklärung  Fabians 
Körper.  Das  ist  doch  ein  arger  Widerspruch.  Man  sieht, 
dafs  man  bei  den  Grundbegriffen  ungeheuer  vorsichtig  sein 
mufs,    da    selbst   durch    eine    Auslassung    oder    durch    einen 


*)  In  H.  Z.  IV.  p.  350—364.  —  Man  vergleiche:  Fresenius:  Die 
Raumlehre,  eine  Grammatik  der  Natur.  Entwurf  zu  einer  genetischen 
Schulmethode  der  Elementargeomeirie.  —  Besprochen  in  H.  Z.  VII.  p. 
64 — 67.  —  Es  heifst  in  der  Rezension:  „Nirgends  wird  definiert,  nur  an- 
geschaut," und  an  einer  andern  Stelle:  „Der  Verfasser  ist  kein  wissen- 
schaftlicher Skmpulant,  sondern  nimmt  diese  Definitionen  (der  aus  der 
Anschauung  abgeleiteten  Begriffe  von  Körper,  Fläche,  Linie,  Punkt)  ein- 
fach, wie  sie  sich  dem  heschauenden  Geiste  ergehen." 

•)  Besprochen  in  H.  Z.  VII.  p.  296—299. 
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an    sich   richtigen   Zusatz   ein   Mifsverständnis   hervorgerufen 
werden  kann. 

Dafs  Fabian  dies  nicht  wirklich  so  verstanden  wissen 
wollte y  geht  aus  einer  späteren  Stelle  hervor^  wo  er  sagt: 
,^Ein  Punkt  kann  aus  keinem  Stoffe  gemacht,  er  kann  nur 
gedacht  werden/^  „Ebensowenig  kann  eine  Linie  aus  einem 
Stoffe  gemacht  oder  auch  nur  gezeichnet  werden.  Man  kann 
sie  nur  in  Gedanken  begreifen/^  ^) 


Feaux,  Lehrbuch  der  elementaren  Planimetrie.  —  Pader- 
born 1882.  —  geht  vom  Punkte  aus  und  läfst  die  übrigen 
Gebilde  durch  Bewegung  entstehen,  ohne  überhaupt  auf  die 
Grenzbeziehungen  einzugehen.  Bei  der  Definition  des  Punktes 
fUgt  er  hinzu  „der  Punkt  ist  in  der  Raumlehre  gleichsam  das, 
was  die  Null  in  der  Zahlenlehre  isf  Ob  diese  Anmerkung 
eine  glückliche  ist  und  dieser  Vergleich  geeignet,  den  Begriff 
Punkt  klarer  zu  machen,  scheint  mir  doch  zweifelhaft,  wenn 
auch  die  Berechtigung  eines  derartigen  Vergleiches  anerkannt 
werden  soll.*)  

Frischauf,*)  Elemente  der  Geometrie.  —  Graz  1870. 

„Da  die  Fläche  Grenze  eines  Körpers  ist,  so  hat  sie  zwei 
Seiten,^)  eine  gegen  den  Körper  zugewandte  und  eine  von 
demselben    abgewandte.     Dasselbe    gilt    auch    von    der   Linie 

1)  Die  Bezeichnnng  der  räumlicben  Gebilde  als  Begriffe  unserers 
Denkens  ist  die  allein  richtige;  der  falsche  Ansdmck  Vorstellungen  — 
der  aus  Bequemlichkeit  vielleicht  mehr,  als  aus  wirklicher  Üherzeugung 
meist  angewendet  wird,  —  sollte  möglichst  vermieden  werden. 

')  Doch  müfste  diese  Vergleichung  schon  oder  auch  bei  Fläche  und 
Linie  angestellt  werden. 

')  Besprochen  in  H.  Z.  II.  p.  67—61. 

*)  Man  vergleiche  hierzu  meine  Ausführungen  über  den  Begriff  der 
Seite  bei  den  Flächen,  Linien  und  Punkten.  —  Was  man  sich  unter  den 
beiden  entgegengesetzten  Seiten  eines  Punktes  zu  denken  habe,  ist  mir 
unklar.  Bei  der  Fläche  ist  diese  Betrachtung  ja  in  gewissem  Sinne 
richtig  —  wenn  man  sich  des  eigentlichen  Begriffes  Seite  bewufst  ist, 
wird  man  vor  falscher  Auffassung  bewahrt  —  aber  bei  Linie  und  Punkt 
verliert  sie  jede  Berechtigung:  wenigstens  dürfte  man  dann  doch  nicht 
ypn  den  beiden  entgegengesetzten  Seiten  sprechen. 
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und  dem   Punkte.     Diese   beiden   Seiten   werden   entgegen- 
gesetzte Seiten  genannt/^  ^ 

Während  zuerst  die  räumlichen  Gebilde  aus  dem  Begriff 
der  Grenze  entwickelt  werden^  wird  dann  auch  ihre  Erzeugung 
durch  Bewegung  angegeben. 


Gauss,  Hauptsätze  der  Elementar-Mathematik.  •—  Bunzlau 
1885. 

„Der  Raum  ist  teilbar.  Dasjenige,  was  einen  Teil  des 
Raumes  von  dem  andern  trennt,  heifst  eine  Fläche.'' 

,,Jede  Fläche  ist  teilbar.  Dasjenige,  was  einen  Teil  der 
Pläcbe  von  dem  andern  trennt,  heifst  eine  Linie." 

„Jede  Linie  ist  teilbar.  Dasjenige,  was  einen  Teil  einer 
Linie  von  dem  andern  trennt,  heilst  ein  Punkt." 

„Jeder  Punkt  ist  unteilbar.'' 

„Die  beiden  Teile  einer  Linie^  welche  durch  einen  Punkt 
voneinander  getrennt  werden,  heifsen  die  Seiten  des  Punktes. 
Die  Linie  erstreckt  sich  zu  beiden  Seiten  des  Punktes  in  die 
Länge;  sie  hat  eine  Dimension:  Länge." 

Analog  wird  denn  auch  für  Linien  und  Flächen  der  Aus- 
druck „Seiten"  gebraucht;  jedenfalls  ein  eigentümlicher  Ge- 
branch, der  sich  wohl  kaum  empfehlen  dürfte.^) 


Gernerth,  Grundlehren  der  ebenen  Geometrie.  —  Wien 
1857. 

Nach  Betrachtung  der  Flächen  etc.  als  Grenzen  heifst  es, 
,;die  Grenzen  einer  Raumgröfse  geben  nur  an,  wo  diese  Raum- 
grofse  ihr  Ende  hat,  ohne  selbst  ein  Teil  dieser  Raumgröfse 
zu  sein.  Daraus  folgt:  „Es  kann  kein  Teil  eines  Korpers  eine 
Fläche,  kein  Teil  einer  Fläche  eine  Linie^  kein  Teil  einer  Linie 
ein  Punkt  sein,  weshalb  sich  auch  aus  Flächen  kein  Körper, 
aus  Linien  keine  Fläche,  aus  Punkten  keine  Linie  zusammen- 
setzen läfst." 

Die  Entstehung  der  höheren  .(mehrfach  dimensionalen) 
Gebilde  durch  Bewegung  der  um  1  niederen  wird  dann  noch 

^)  Man  vergleiche  die  vorhergehende  Anmerkung. 
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weguDg.  Da  wo  ein  Gebilde  ruht  ist  seine  Stelle;  wenn  diese 
in  Bezug  auf  ein  anderes  Gebilde  bestimmt  wird,  heifst  sie 
seine  Lage/^ 

Bei  der  genaueren  Betrachtung  der  Gebilde  durch  Be- 
wegung entstanden  heiM  es  unter  anderem: 

,,Denkt  man  sich  einen  Punkt  stetig  bewegt  und  fafst 
man  die  Lagen,  in  welchen  er  sich  nacheinander  befindet,  alle 
zusammen,  so  gewinnt  man  die  Vorstellung  einer  Linie:  unter 
Linie  versteht  man  also  die  Gesamtheit  der  Lagen 
eines  bewegten  Punktes,  den  sog.  geometrischen  Ort 
desselben."^) 

Hoch,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  —  Halle  1884. 

Nach  der  Erklärung  von  Flächen  etc.  als  Grenzen  heifst  es: 

„Die  Körper,  Flächen  und  Linien  sind  die  einzigen  im 
Räume  ausgedehnten  Dinge  und  heifsen  daher  Raumgrofsen/' 
„Die  Körper,  Flächen  und  Linien  können  nach  Gestalt,  Gröfae 
und  Lage  miteinander  verglichen  werden.  Die  Punkte  jedoch, 
als  Grenzen  von  Linien,  haben  keine  Gestalt  und  Gröfse,  können 
demnach  nur  in  Bezug  auf  ihre  Lage  miteinander  verglichen 
werden/' 

„HinUrläfst  ein  Punkt  bei  seiner  Bewegung  eine  Spur, 
so  erzeugt  er  eine  Linie"  etc. 


Hoff  mann,  J.  C.  V.,*)  Vorschule  der  Geometrie.  — 
Halle  1874  sagt  unter  anderem,  indem  er  den  Grundbegriffen 
sehr  ausführliche  Betrachtungen  widmet: 


^)  Darauf,  dai^  genau  genommen  ein  Punkt  überhaupt  nicht  in  Be- 
wegung gedacht  werden  kann,  wird  gar  nicht  eingegangen.  Nicht  die 
Gesamtheit  der  Lagen  eines  und  desselben  Panktes  giebt  den  geome- 
trischen Ort,  sondern  die  Gesamtheit  aller  verschiedenen  Punkte,  die 
einer  bestimmten  Bedingung  genügen.  Ebenso  entsteht  die  Linie  nicht 
durch  Bewegung  eines  Panktes,  sondern  dadurch,  dafs  das  denkende 
Subjekt  eine  Vielheit  von  verschiedenen  Punkten  als  einheitliches  Ge- 
bilde erfafst;  die  Punktreibe  wird  in  Gedanken  identifiziert  mit  ihrem 
Träger,  der  Linie.  Man  vergleiche  weiter  oben  die  kurzen  Bemerkungen 
über  Bewegnng  und  später  den  Artikel  „Bewegung". 

')  Besprochen  in  fl.  Z.  V.  p.  237—243. 
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„Willst  du  dir  aber  die  Fläche  abgesondert  vom  Körper 
(isoliert)  vorstellen^  so  kann  sie  dir  schon  ein  feines  Papier- 
blatt Yeranschaulichen;  denke  dir  aber  die  Dicke  desselben, 
die  doch  ohnehin  schon  sehr  gering  ist,  so  unermefslich  (un- 
endlich) klein,  dafs,  wenn  man  sie  noch  kleiner  oder  das  Blatt 
noch  dünner  machen  wollte,  die  ganze  Fläche  verschwinden 
(oder  der  Null  gleich  werden)  würde  (man  sagt  auch,  die  Dicke 
grenzt  an  Null).  Man  nennt  dieses  „unendlich  dünn  machen'^ 
in  der  Gröfsenlehre  „von  der  Dicke  abstrahieren"  (sie  weg- 
denken)." ^ 

Ahnliche  Betrachtungen  stellt  H.  bei  der  Linie  und  dem 

Punkt  an.     Bei   dem   letzteren   fügt   er   noch   hinzu  „er  (der 

Punkt)  ist  gewissermafsen  der  Keim  (Embryo)  der  Linie.*^*) 

Femer:  „Hat  er  Ausdehnung?  Nur  die  kleinstmögliche."    „Er 

hat  die  Ausdehnung  eines  Atoms.     Sonst  —  wäre  er  ein  reines 
Nichts."«) 

„Das  anschauliche   und   bewegbare^)  Bild   eines   solchen 


')  Die  Ausfahrimgen  Hoff  manne  müsaen  mit  grofser  Vorsicht  anf- 
geDommen  werden.  Soll  der  Begriff  Fläche  erläutert  werden,  so  sind 
sie  entschieden  falsch,  ebenso  wie  die  Bemerkung,  dafs  „von  der  Dicke 
abstrahieren"  bedeute  „unendlich  dünn  denken**.  Soll  dagegen  die  Vor- 
stellbarkeit  geschildert  werden,  so  können  die  Bemerkungen  yon  Nutzen 
•ein;  immer  aber  hätte  hervorgehoben  werden  müssen,  dafs  auch  dieses 
onendlich  dünn  gedachte  Blatt  in  Wahrheit  noch  einen  Körper  reprä- 
sentiere, und  dafs  es  sich  auch  in  diesem  Falle  nur  um  ein  Veran- 
schaulichen handle.  Selbst  in  einer  Vorschule  der  Geometrie  mufs 
auf  diesen  wesentlichen  unterschied  von  unendlich  dünn  und  Null  ein- 
gegangen werden,  da  durch  ihre  Gleichsetzung  von  vornherein  falsche 
Vorstellungen  hervorgerufen  werden. 

*)  Auch  diese  Bemerkung  ist  entschieden  falsch;  denn  wenn  der 
Punkt  der  Keim  der  Linie  genannt  wird,  so  geht  daraus  hervor,  dafs 
wir  durch  Zusammensetzung  von  Punkten  eine  Linie  erhalten,  was  dann 
konsequenter  Weise  dazu  führen  würde,  aus  Linien  Flächen  und  aus 
Flächen  Körper  zusammenzusetzen.  Man  vergleiche  meine  obigen  Aus- 
föhmngen  über  die  Elemente  der  geometrischen  Gebilde. 

')  Das  ist  er  auch,  ebenso  wie  in  gewisser  Hinsicht  Flächen  and 
Linien  auch.  —  Zudem  hätte  der  Punkt  diese  kleinstmögliche  Ausdeh- 
nung doch  nach  allen  Richtungen,  er  hätte  drei  Dimensionen,  d.  h.  das 
was  uns  hier  geschildert  wird,  ist  ein  unendlich  kleiner  Körper,  aber 
kein  Punkt. 

*)  Auch  dies  widerspricht  meiner  Auffassung  —  die  übrigens  von 

Schot  ton,  der  planimetr.  Fntorricht.  14 
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unteilbaren  Raumpunktes  in  deiner  Vorstellung  ist  der  ide al- 
mathematische Punkt."^) 

In  zwei  besonderen  Abschnitten  geht  dann  H.  noch  ge- 
nauer ein  auf  die  Erzeugung  der  nfach  ausgedehnten  Gebilde 
durch  Bewegung  eines  (n  —  l)fach  ausgedehnten,  sowie  um- 
gekehrt auf  die  Erzeugung  der  nfach  ausgedehnten  Gebilde  durch 
die  Annahme^  dafs  eine  der  Dimensionen  des  (n  -{-  l)fach  aus- 
gedehnten Gebildes  zu  Null  wird  oder  vieln^ehr  sich  der  Grenze 
0  nähert.  Er  sagt:  ,,Nur  darfst  du  die  Begrenzungselemente 
(Fläche,  Linie*))  nicht  bis  zum  völligen  Verschwinden  ab- 
nehmen lassen,  weil  du  sonst  ein  Nichts  (eine  Null)  erhältst, 
sondern  du  darfst  sie  nur  abnehmen  lassen  sozusagen  bis  zur 
Schwelle  des  Verschwindens/'^) 


Kambly/)  Die  Elementar-Mathematik.  IL  —  Breslau  1884. 

Der  Gang  der  Betrachtung  ist  der  naturgemäfse.  Dann 
wird  noch  hinzugefQgt:  „Es  besteht  also  der  Körper  nicht 
aus  Flächen,  die  Fläche  nicht  aus  Linien,  die  Linie  nicht 
aus  Punkten.  Wohl  aber  entsteht  ein  Körper  durch  Be- 
wegung einer  Fläche,  eine  Fläche  durch  Bewegung  einer 
Linie,  eine  Linie  durch  Bewegung  eines  Punktes.'^ 

„Eine  Linie  ist  demnach  der  Weg  eines  sich  bewegenden 
Punktes."  

Kober^)  giebt  die  beiden  Ableitungen  der  räumlichen 
Gebilde  1)  aus  dem  Grenzbegriff,  2)  aus  der  Bewegung.^) 

sehr  Vielen  ebenfalls  ausgesprooben  wird.  Vergl.  die  Bemerkung  sn 
Henrici  und  Treutlein. 

')  Nicht  der  Punkt  ist  ein  Bild  von  einer  Vorstellung,  sondern  gerade 
umgekehrt  die  Vorstellung  des  Punktes  ein  Bild  des  Begriifes  Punkt. 

')  Warum  nicht  auch  Punkt? 

')  Man  vergleiche  meine  früheren  Bemerkungen  zu  Hoffmanns 
Vorschule. 

*)  Besprochen  in  Schi.  Z.  IV,  21  und  in  H.  Z.  VI,  304.  Vergl.  H.  Z. 
VII.  p.  449—469.  —  Femer  H.  Z.  IX.  190—194. 

^)  J.  Eober,  Leitfaden  der  ebenen  Geometrie.  —  Besprochen  in 
H.  Z.  V.  p.  446—449. 

*)  Man  vergleiche  J.  Koher,  Über  die  Definitionen  der  geometri- 
schen Grundbegriffe.  —  H.  Z.  I.  p.  228—236. 
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Kostler^  Vorschule  der  Geometrie.  —  Halle  1887.  — 
Desgleichen. 

Eostler^  Leitfaden  der  ebenen  Geometrie.  —  Halle  1889. 
—  Desgl. 

Eommerelly  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  —  Tübingen 
1882. 

„Jeder  Korper  wird  von  Flächen  begrenzt/' 

yyWo  zwei  Flächen  sich  begegnen,  entsteht  eine  Linie; 
Linien  bilden  demnach  die  Grenzen  der  Flächen.^' 

,,Durch  den  Schnitt  von  Linien  entstehen  Punkte/' 


Kries,  Lehrbuch  der  reinen  Mathematik.  —  Jena  1817 
behandelt  Flächen  und  Linien  durchaus  als  selbständige  Gebilde. 

^Es  ist  aber  nicht  notwendig,  sich  bei  Gegenständen  der 
Ausdehnung  jedesmal  alle  drei  Abmessungen  in  Verbindung 
vorzustellen.  Wir  können  von  einzelnen  Abmessungen  ab- 
strahieren/' 

So  gelangt  E.  durch  Abstraktion  zum  Begriff  der  Flächen 
und  Linien,  ohne  sie  in  Verbindung  mit  dem  Körper,  d.  h.  als 
Grenzen  des  Korpers  überhaupt  anzusehen.  Von  Interesse 
mochte  noch  der  folgende  Zusatz  sein:  „Länge,  Breite  und 
Dicke  bezeichnen  nicht  bestimmte  Richtungen  der  Ausdeh- 
nung, sondern  drücken  nur  die  Verschiedenheit  derselben 
überhaupt  aus.  V7o  alle  drei  Abmessungen  zugleich  vorkommen, 
da  werden  sie  durch  die  genannten  Ausdrücke  bezeichnet^  wo- 
bei es  ganz  einerlei  ist,  welche  der  drei  Abmessungen  man 
mit  dem  einen  oder  anderen  Namen  belegen  will.  Wo  nur 
zwei  Abmessungen  vorkommen,  werden  sie  durch  Länge  und 
Breite  unterschieden,  ihre  absolute  Richtung  im  Raum  oder 
gegen  unsem  Horizont  mag  übrigens  sein,  welche  es  wolle, 
und  so  bezeichnet  Länge  bei  der  Linie  die  Einfachheit  in 
der  Richtung  der  Ausdehnung,  sie  mag  übrigens  hin- 
gehen, wohin  sie  wilL" 

„Der  Punkt  bezeichnet  nur  eine  Stelle  im  Raum,  ohne 
selbst  einen  TeiP)  des  Raumes  auszumachen.'' 

0  FlSchen  und  Linien  nehmen  doch  anch  keinen  Teil  des  Raumes  ein. 

14* 
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Kroger,  Leitfaden  für  den  Geometrie-Unterricht.  —  Ham- 
burg 1886.  —  Vergl.  Kober. 

Kruse/)  Elemente  der  Geometrie.  I.  —  Berlin  1875  fügt 
der  Entwicklung  der  Raumgröfsen  und  des  Punktes  aus  der 
Betrachtung  des  Körpers  noch  folgendes  hinzu: 

,,Da  die  Fläche  als  Grenze  eines  Raumteils  kein  Teil  des- 
selben, die  Linie  als  Flächengrenze  kein  Teil  der  Fläche  sein 
kann,  so  ist  die  Ausdehnung  der  Fläche  beschränkter  als 
die  des  Raumes,  die  der  Linie  beschränkter  als  die  der  Fläche. 
Diese  Unterschiede  will  man  ausdrücken,  wenn  man 
Linie,  Fläche  und  Raum  als  Gröfsen  yon  einer,  zwei  oder 
drei  Dimensionen  bezeichnet." 

„Punkt,  Linie,  Fläche,  Körper  sind  die  Raumelemente. 
Irgend  eine  Verbindung  von  Raumelementen  wird  ein  geo- 
metrisches Gebilde  genannt." 

Der  folgende  §,  in  dem  Kruse  über  die  Erzeugung  mittels 
der  Bewegung  handelt,  wird  wegen  seiner  allgemeinen  Be- 
trachtungen weiter  unten,  wo  ich  den  Begriflf  der  Bewegung 
selbständig  behandeln  will,  eine  passendere  Stelle  finden. 


Kunze,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Jena  1851  fugt  den 
üblichen  Betrachtungen,  die  er  in  naturgemäfser  Folge  giebt^ 
hinzu: 

„Bei  jeder  Fläche  lassen  sich  im  Raum  zwei  Seiten  unter- 
scheiden; ebenso  bei  jeder  Linie  in  einer  Fläche,  und  bei 
jedem  Punkt  in  einer  Linie."*) 

„Das  Unterscheiden  der  beiden  Seiten^)  einer  Fläche 
verdient  vornehmlich  für  die  Körperlehre  beachtet  zu  werden. 
Es  ist  hier  wichtig,  sich  die  Oberfläche   eines  Korpers  nicht 

>)  Besprochen  in  H.  Z.  Vif.  p.  212—222. 

„Wir  haben  es  hier  mit  einer  sehr  tüchtigen  Arbeit  zu  thun."  ,Jm 
ersten  Hanptstücke  werden  die  Grundbegriffe  eotwickelt,  die  aus  den 
drei  Eigenschaften  materieller  Körper:  der  Ausdehnung  im  Räume,  der 
Teilbarkeit  und  Beweglichkeit  abgeleitet  werden.  Auf  eine  Defi- 
nition des  Raumes  selbst  läfst  sich  der  Verfasser  mit  Recht  nicht  ein.'' 

')  Vergl.  meine  obigen  Ausführungen  über  den  Begriff  der  Seite  bei 
der  Betrachtung  der  Flächen. 

^)  Vergl.  die  vorhergehende  Erklärung. 
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blofs  von  der  äufseren  Seite  vorzustellen,  wie  sehr  oft  ge- 
schieht, sondern  auch  von  der  inneren  Seite,  wo  sie  ganz 
anders^)  erscheint.  £ine  Eugelääche  z.  B.  ist  an  der  äufseren 
Seite  erhaben,  an  der  inneren  hohl/'^) 


Leesekamp,  Die  Elemente  der  ebenen  Geometrie.^)  — 
Kassel  1879  —  geht  vom  Punkt  aus,  von  dem  er  sagt: 

„Ein  Ort  im  Räume  ohne  jede  Ausdehnung  heifst  Punkt/' 
Die  übrigen  Gebilde  läfst  er  durch  Bewegung  entstehen, 
wobei  er  sich  des  Ausdrucks  „Weg"  bedient. 


Legendre,  ed.  Grelle.  —  Berlin  1844  —  bringt  die  Defi- 
nitionen Euklids  über  Fläche  und  Linie.  Dafs  diese  unzureichend 
sind,  geht  auch  hier  wieder  hervor  aus  der  Erklärung  VIII, 
die  Legendre  im  Euklidschen   Sinne  von   dem  Körper  giebt: 

„Korper  heifst,  was  drei  Abmessungen  hat." 

Man  vergl.  hiermit  Erkl.  I.: 

„Die  Ausdehnung  hat  drei  Abmessungen,  Länge,  Breite 
und  Hohe." 

So  kommt  man  zu  dem  merkwürdigen  Resultat:  Die  Aus- 
dehnung ist  ein  Körper. 


Lieber  u.  v.  Lühmann,  Lehrbuch  der  Elementar-Mathe- 
matik.  I.  —  Berlin  1877. 

„Man  erkennt  eine  Raunigröfse  daran,  dafs  sie  Ausdeh- 
nungen oder  Dimensionen  hat." 

„Deren  können  im  Maximum  drei  vorkommen,  aber  es 
können  auch  weniger  sein." 

„Eine  nach  allen  Seiten  rings  begrenzte  Raumgröfse, 
welche  drei  Dimensionen   besitzt,  heifst  ein  Körper."     ,,Stellt 


^)  Aach  bei  der  Ebene? 

')  Besser  wQrde  es  heifsen:  von  der  äufseren  Seite  (dem  Räume 
aofserhalb)  betrachtet  erhaben,  von  der  inneren  Seite  (dem  Räume  inner- 
halb) betrachtet  hohl. 

^)  Besprochen  in  H.  Z.  XII.  p.  120/21 
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man  sich  einen  Körper  vor^  der  sich  zusammenzieht ^  so  dafs 
seine  Dimensionen  kleiner  werden  als  jede  noch  so  kleine  Grofse^ 
so  nähert  man  sich  der  Vorstellung  eines  Punktes/'^) 

Die  Entstehung  der  Raumgehilde  aus  der  Bewegung  der 
um  eine  Dimension  niederen  schliefst  sich  hieran  an. 


Liese,  Angewandte  Elementar-Mathematik.  I.  —  Berlin 
1875. 

;yDer  allgemeine  Baum  hat  unendlich  viele  Ausdehnungen 
oder  Dimensionen  y  unter  denen  drei  senkrecht  auf  einander 
stehende  die  Hauptrichtungen  angeben;  diese  heifsen  Länge, 
Breite,  Höhe.''^ 

„Ein  allseitig  begrenztes  Stück  des  allgemeinen  Raumes 
heifst  ein  mathematischer  Körper/' 

„Er  hat  also  auch  drei  Hauptausdehnungen/'  Die  Flächen 
und  Linien  werden  richtig  erklärt. 


Mehler,  Menger,  vergL  Kober. 


Milinowski,  Die  Geometrie  für  Gymnasien.^)  —  Leipzig 
1881. 

„Punkt,  Gerade,  Ebene  sind  die  Grundgebilde  der 
Geometrie."  ^_ 

Mink,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Elberfeld  1879.  — 
Vergl.  Kober. 

E.  Müller,  Lehrbuch  der  Geometrie.*)  L  —  Braunschweig 
1879. 


^)  Man  nähert  sich  der  Vorstellung,  die  aber  unmöglich  ist.  Jeden- 
falls ist  aber  dieser  Ausdruck  sehr  viel  besser,  als  die  Ausführungen 
Ho  ff  mann  8.    Vergl.  oben. 

')  Der  Unterschied  von  Richtungen  und  Eauptrichtungen,  nach  denen 
gemessen  wird,  ist  richtig  hervorgehoben. 

»)  Besprochen  in  H.  Z.  XIII.  p.  40/41. 

*)  Es  können  aus  diesem  vorzüglichen  Buche,  das  für  die  Grund- 
begriffe der  Geometrie  äufserst  wertvoll  ist,  nur  kurze  Angaben  gemacht 
werden.  Wer  sich  für  diesen  Teil  der  Geometrie  interessiert,  dem  sei 
das  Werkchen  selbst  aufs  augelegentlichste  empfohlen.    Eine  ausführ- 


—     215    — 

Nach  einer  Erklärung  der  Entstehung  der  Fläche  (Ober- 
fläche, Grenzfläche)  heifst  es  weiter: 

,,Eine  Oberfläche  wie  auch  eine  Grenzfläche  ist  Grenze 
der  Extension  des  geometrischen  Körpers  nach  je  zwei  ent- 
gegengesetzten Gegenden.  Die  so  begrenzte  Ausdehnung  nach 
zwei  Gegenden  verschwindet  in  ihr,  wird  in  ihr  aufgehoben 
und  es  bleibt  statt  der  Ausdehnung  des  Körpers  nach  sechs 
Gegenden  für  die  Oberfläche  und  Grenzfläche,  also  für  die 
Fläche  eines  geometrischen  Körpers  überhaupt  nur  eine 
Ausdehnung  nach  vier  Gegenden^)  oder  vier  Ausdehnungen 
nach  Gegenden,  oder  je  zwei  der  Ausdehnungen  nach  ent- 
gegengesetzten Gegenden  wieder  als  eine  Ausdehnung  be- 
trachtet,  zwei  Ausdehnungen  schlechtweg/' 

,,Mit  der  Ausdehnung  nach  einer  Gegend  wird  diese 
Gegend  selbst  in  der  Oberfläche  oder  Grenzfläche  eines  geo- 
metrischen Körpers  überhaupt  aufgehoben  als  Seite/)  ganz 
so  wie  sich  das  Aufserhalb  und  Innerhalb  in  der 
äufseren  und  inneren  Seite  aufhebt  —  Die  Seite  ist  die 
der  Oberfläche  oder  Grenzfläche  gebliebene  Spur  der  Gegend, 
nach  welcher  die  Ausdehnung  des  Innen-  und  Aufsenraumes 
des  geometrischen  Körpers  aufgehoben  ist/' 

der  Ausführlichkeit  der  Betrachtungen  wegen  können  die- 
jenigen über  Fläche,  Linie  und  Punkt  nicht  weiter  hier  ange- 
führt werden,  ein  kurzer  Überblick  ist  aber  wegen  der  Eigen- 
artigkeit der  Behandlung  kaum  möglich,  wenigstens  würde 
wahrscheinlich  ein  kurzes  Referat  unverständlich  bleiben.    Es 


liehe  BezenBion  findet  dch  in  H.  Z.  I.  p.  323 — 332.  Dieselbe  schlierst 
mit  den  Worten:  „Referent  ist  der  Ansicht,  dafs  vorliegendes  Buch, 
dessen  vortrefFliche  Seiten  schon  mehrfach  angedeutet  worden  sind,  für 
den  Lehrer  der  Mathematik  von  ganz  besonderem  Werte  sein  kann, 
wenn  er  einmal  die  Grundvorstellungen  seiner  Wissenschaft  philosophisch 
feststellen  will  ....** 

^)  So  unterscheidet  man  an  der  Fl&che  des  Horizonts  vier  Himmels- 
gegenden. 

^  Die  Seite  ist  an  der  Fläche  und  mittels  dieser  am  Körper.  Die 
Gegend  ist  aufser  ihm.  Dieser  Unterschied  ist  unbeachtet  gelassen,  wenn 
man  sagt,  der  Raum  dehne  sich  nach  allen  Seiten  hin  aus,  statt  von 
allen  Seiten  eines  Körpers  nach  allen  Gegenden.  —  Man  yergl.  meine 
obigen  Ausführungen. 
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sei  daher  nochmals  auf  das  Buch  selbst  hingewiesen^  sowohl 
auf  Teil  I,  dem  diese  Auszüge  entnommen  sind^  wie  auf  Teil  II 
Einleitung,  wo  sie  zu  kürzerem  Ausdruck  kommen.  Von  be- 
sonderem Werte  ist  auch  die  genaue  Bestimmung  des  Begriffes 
Grenze^  die  das  Verständnis  der  geometrischen  Raumgebilde 
wesentlich  erleichtert.       

H.  Müller,^)  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  —  Leipzig 
1874  giebt  die  beiden  üblichen  Ableitungen  (s.  Kober)  aller- 
dings nach  dem  Prinzip  der  Dualität,  das  er  sogleich  an  die 
Spitze  seines  Werkes  stellt. 


Joh.  Müller,  Lehrbuch  der  elementaeen  Planimetrie.  — 
Bremen  1870')  bezeichnet  die  Vorstellung  des  Ortes  —  ebenso 
wie  die  des  Raumes  und  der  Richtung  —  als  eine  einfache 
Grundvorstellung  und  sagt  dann  an  einer  anderen  Stelle: 
yjndem  man  die  Vorstellung  des  Ortes  soviel  als  möglich  ver- 
einfacht, erhält  man  den  einfachen  Ort,  welcher  Punkt  ge- 
nannt wird."  „Der  Punkt  hat  keine  Ausdehnung;  denn  ein 
Raumgebilde,  welches  Ausdehnung  hat,  enthält  mehrere  ein- 
fache Örter  und  ist  deswegen  selbst  kein  einfacher  Ort." 

Die  Raumgebilde  stellt  er  zuerst  als  durch  Bewegung  er- 
zeugt dar^  dann  erst  als  Grenzen.  Drittens  werden  die  Gebilde 
als  abstrakte  Gröfsen  (Begriffe)  behandelt. 

„Die  Fläche  ist  nach  unendlich  vielen,  doch  nicht  mehr 
nach  allen  Richtungen  ausgedehnt"  .  .  . 

„Die  Linie  ist  an  jeder  Stelle*)  nur  nach  einer  Rich- 
tung ausgedehnt  und  teilbar. 

^)  Besprochen  in  H.  Z.  V.  —  p.  449—464. 

*)  Besprochen  in  Sohl.  Z.  V,  61  und  in  H.  Z.  I.  p.  Iö5.  In  der  letz- 
teren Rezension  (von  Schwarz -Elmshorn)  heifst  es  u.  a. :  ,|Die  allge- 
meine Einführung  in  den  Gegenstand  der  Betrachtung  oder,  wenn  man 
will,  die  metaphysische  Grundlage  ist  gerade  die  schwache  Seite  auch 
dieses  Buches.  (Als  besondere  Beispiele  werden  die  Gerade  und  die 
Ebene  erwähnt.)  —  Sonst  verdient  übrigens  auch  die  Einleitung  die  An- 
erkennung, welche  dem  Werke  im  allgemeinen  zukommt.  Sie  giebt 
eine  klare  Auseinandersetzung  über  das  Wesen  der  Sätze,  und  der  Be- 
griff der  Bewegung  ....  wird  sogleich  näher  festgelegt  und  als  ein 
wichtiges  Beweismittel  mit  Recht  festgehalten." 

^)  Wie  es  scheint,  geht  diese  Bemerkung  darauf  hin,  dafs  man  die 
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J.  H.  T.  Müller,  Lehrbuch  der  Mathematik.  —  Halle  1844. 

Müller  giebt  in  klarer  Darstellung  die  übliche  Grenzab- 
leitung, wobei  er  durch  eingestreute  gut  gewählte  Fragen  den 
Gegenstand  dem  Verständnis  nahe  zu  bringen  sucht. 

Von  besonderem  Interesse  für  den  Begriff  der  Seite  ist 
folgende  Bemerkung: 

„So  lange  die  Linie  in  der  unbegrenzten  Fläche  liegend 
gedacht  wird,  so  lange  lassen  sich  auch  an  ihr  zwei  Seiten 
unterscheiden.')  Denkt  man  sich  dagegen  die  Linie  abgeson- 
dert  und  im  B>aume  liegend,  so  giebt  es  unendlich  viele  Seiten, 
von  denen  aus  sie  sich  ansehen  läfsf 

Sämtliche  Raumgebilde  werden  dann  noch  weiteren,  sehr 
eingehenden  Betrachtungen  unterzogen,  die  geeignet  erscheinen, 
iudem  sie  die  Begriffe  von  verschiedenen  Seiten  beleuchten, 
das  Verständnis  aufserordentlich  zu  fordern. 


Nagel,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  —   Ulm   1873 
giebt  das  Übliche  in  richtiger  Darstellung. 


Pfleiderer,  Scholien  zu  Euklids  Elementen.  —  Stutt- 
gart 1827. 

Körper,  Flächen,  Linien  werden  nach  üblicher  Erklärung 
angegeben.     Dann  heifst  es  weiter: 

„Die  Grenzen  endlich  einer  begrenzten  geraden  Linie,  so 
wie  die  Zeichen  eines  genau  bestimmten  Orts  auf  einer  Linie, 
Fläche  oder  Korper,  welche  man  also  ohne  alle  Ausdehnung 
denken  mu&,  heifsen  Punkte.     Daher  definiert  sie  Savilius 


Linie  im  allgemeinen  nicht  als  nach  nur  einer  BichtuDg  ausgedehnt  be- 
zeichnen darf,  sondern  dafs  man  nur  für  das  Linienelement  diesen  Aus- 
druck wählen  darf.  Aber  auch  hier  mufs  man  noch  genau  unterscheiden, 
wie  aas  meinen  obigen  Ausführungen  über  die  Elemente  der  Raumgebilde 
berrorgeht.  —  Vergl.  auch  Kapitel  IV  u.  V. 

^)  Diese  Seiten  lassen  sich  aber  doch  nicht  an  der  Linie  unter- 
Bcheiden,  sondern  an  der  Fläche,  in  der  die  Linie  liegt,  d.  h.  auf  der 
einen  Seite  Ton  der  Linie  aus  liegt  der  eine  Teil  der  Fläche,  auf  der 
anderen  der  andere. 
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(Lect.  ni)  nicht  unpassend  als  Merkzeichen  einer  unteilbaren 
Lage  (Notas  situs  indivisibilis)/' 

Mit  dem  Satze:  ^^Die  Begriffe  von  der  Ausdehnung  sind 
den  Geometem  nicht  eigentümlich^  sondern  schon  in  der  ge- 
meinen Sprache  und  Verkehr  geläufig''  stellt  sich  Pfleiderer 
auf  den  Standpunkt  des  a  priori  im  Menschen  liegenden  Raumes. 
Besonders  geht  dies  auch  aus  den  angeführten  Beispielen  her- 
vor, so  u.  a.:  ;,Wer  eine  Elle  gebraucht^  giebt  nur  auf  ihre 
Länge  acht^  nicht  auf  den  Stoff,  aus  dem  sie  gemacht  ist, 
ihre  Dicke  und  übrigen  Eigenschaften/'  Punkte  und  Linien, 
die  wir  darstellen,  sind  immer  Korper,  bei  dem  einen  ab- 
strahieren wir  von  aller  Ausdehnung,  bei  dem  anderen  von 
jeder  aufser  der  in  die  Länge.  —  (Robert  Simson  nach  Matthias 
Auszug.  Magdeburg  1799.  —  Hauber  Chrestomathia  geome- 
trica.  —  Tübingen  1820.) 

Aus  Kästners  Abhandlungen  wird  u.  a.  zitiert:  Die 
mathematischen  Raumgebilde  Punkt,  Linie,  Fläche  werden 
„freilich  vom  Auge  nicht  gesehen,  aber  bei  dem,  das  das  Auge 
sieht,  können  sie  vom  Verstände  gedacht  werden.''^) 

Da  die  Benennungen  der  geometrischen  Gebilde  „nichts 
in  ihrer  Bildung  haben,  das  auf  äuiseres  Erscheinen  an  einem 
Körper  deutet^',  so  ist  es  „methodischer,  von  der  körperlichen 
Ausdehnung  anzufangen'',  und  von  ihnen  ausgehend  „die  Grenzen 
wahrzunehmen", 

„Euklid  scheint  von  einem  Nichts  anzufangen.'^  „Die  De- 
finition (des  Punktes)  scheint  blofs  zu  sagen,  was  das  Ding 
nicht  ist;  und  sollte  doch  sagen,  was  es  isf  ^ 

„Also  setzt  sie  zum  voraus,  man  verbinde  mit  dem  Worte 
einen  klaren  Begriff  •  .  ."^) 


Rausenberger,  Die  Elementargeometrie  etc.^)  —  Leipzig 
1887. 

Auf  die  Grenzbetrachtungen  folgt  die  Bemerkung: 


»)  Sehr  richtig! 

')  Die   übrigen  Zitate  Pfleiderers   an   dieser  Stelle   werden  von 
mir  anderweitig  verwertet. 

3)  Ausfuhrlich  besprochen  in  H.  Z.  XX,  517—520. 
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^yWie  uns  die  Anschauung  lehrt,  ist  ein  Punkt  keiner 
weiteren  Zerlegung  fähig;  er  ist  das  letzte  Element,  zu  dem 
uns  unsere  Betrachtung^)  führt" 

Es  heifst  dann  weiter: 

„Sowie  wir  der  Anschauung  die  Begriffe  des  Punktes,  d^er 
Linie,  der  Fläche  und  des  Korpers  entlehnen  muTsten,-  ohne 
eine  eigentliche  Definition  derselben,  d.  h.  eine  logische  Zurück- 
führung  auf  einfachere  Begriffe  geben  zu  können,  so  .  .  ." 


Recknagel, ^)  Ebene  Geometrie.  —  München  1885. 

„Für  die  Vorstellung  einer  Fläche,  die  nicht  Grenze  (Ober- 
fläche) eines  Körpers  wäre,  giebt  uns  die  Erfahrung  keinen 
Anhaltspunkt.  Doch  pflegt  man  in  der  Geometrie  auch  an 
Flächen  zu  denken,  ohne  sich  den  Körper,  den  sie  begrenzen, 
zugleich  vorzustellen,  d.  h.  man  abstrahiert  vom  Körper.'^ 

„Es  läTst  sich  der  Punkt  auch  unabhängig  von  der  Linie 
denken  als  einzelne  Stelle  im  Räume;  Linie  ...  als  Spur  eines 
bewegten  Punktes  etc." 


Reidt,  Anleitung  zum  mathematischen  Unterricht^)  — 
Berlin  1886. 

„Der  Unterricht  beginnt  in  der  Regel  mit  einer  Erörterung 
der  Begriffe  Körper,  Fläche  etc." 

JSfan  hüte  sich  hierbei  vor  dem  Bestreben,  diese  Begriffe 
metaphysisch-abstrakt  festzustellen  und  begründen  zu  wollen; 
dafür  hat  der  Anfänger  absolut  kein  Verständnis.  Es  muTs 
hier  genügen,  dieselben  anschaulich  klar  zu  machen."^) 

*)  Aber  doch  die  denkende  Betrachtang,  nicht  die  anschaaende. 
£d  kann  uns  aUo  anch  nicht  die  Anschaunng  über  den  Punkt  be- 
lehren. Man  vergleiche  die  weitere  Ausführung  Rauaenbergers,  worin 
er  mit  sich  im  Widerspruch  erscheint,  wenn  er  sagt,  dafs  wir  der  An- 
flchaoung  einen  Begriff  entlehnen. 

*)  Besprochen  in  H.  Z.  III.  p.  282.  —  Referent  (Hoff mann)  empfiehlt 
das  Bach  angelegentlichst. 

*)  AnsfOhrlich  und  sehr  anerkennend  besprochen  yon  H.  Stade  in 
H.  Z.  XrX.  p.  191—303. 

*)  Mit  dieser  Weisung  des  ausgezeichneten  Pädagogen  wird  wohl 
jeder  Lehrer  einverstanden  sein;  aber  irgend  wann  im  Laufe  des  geo* 
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;,Dars  eine  Fläche  die  Grenze  eines  Körpers  ist^  dafs  die- 
selbe keine  Dicke,  wie  die  Linie  keine  Breite^  der  Punkt  keine 
Länge  hat,  das  versteht  der  SchOler  leicht,  zumal  wenn  ihm 
nicht  Ton  vornherein  zugemutet  wird,  bei  der  Fläche  vom 
Körper  zu  abstrahieren^),  jene  also  von  diesem  gelöst  sich 
vorzustellen.  Vielmehr  ist  hier  ausdrücklich  zu  bemerken,  dafs 
Flächen  nur  an  Körpern  u.  s.  w.  vorkommen  können«  Der 
Schfiler  wird  dann  auf  erläuternde  Fragen,  z.  B.^  wie  tief 
man  mit  einer  Nadel  in  einen  Körper  hineinstechen  dürfe,  da- 
mit die  Spitze  derselben  nicht  aus  der  Grenzfläche  heraus  und 
in  das  Innere  des  Körpers  hinein  gelange,  von  selbst  die  Ant- 
wort finden:  gar  nicht/' 

Die  Entstehung  der  Gebilde  durch  Bewegung  ist  verständ- 
lich, jedoch  mufs  besonders  darauf  aufmerksam  gemacht  werden, 
dafs  es  sich  nicht  um  ein  „Aneinanderreihen^'  von  Punkten 
handelt,  oder  um  ein  „Aufeinanderlegen''  von  Flächen  resp. 
dafs  wir  auf  solche  Weise  nicht  zu  Gebilden  höherer  Ord- 
nung gelangen." 

Dagegen  verwirft  mit  Recht  Reidt  für  den  Anfang  alle 
abstrakten  Untersuchungen  und  unklaren  Definitionen,  wie  die 
Euklidsche  vom  Punkt,  indem  er  auf  deren  Schwierigkeit  hin- 
weist.    Es  heifst  dann  weiter: 

„Wir  müssen  vielmehr  im  Unterricht  eine  Anzahl  von 
Grundbegriffen  als  durch  die  äuTsere  und  innere  Anschauung 
gegeben  annehmen  .  .  ." 

Die  einfachsten  Grundbegriffe^)  dürfen  als  gegeben  voraus- 
gesetzt werden  und  bedürfen  höchstens  der  Erläuterung  und 
Erklärung. 


metrischeD  Unterrichts  müfste  doch  einmal  wieder  auf  die  Grandbegriffc 
zurückgegriffen  werden  nnd  ihnen  eine  eingehendere  Bebandlang  ak  die 
angegebene  gewidmet  werden. 

^)  Mir  erscheint  auch  diese  Forderung  erfüllbar.  Wurde  man  die 
Fläche  etc.  nur  als  Grenze  den  Schüler  auffassen  lassen,  so  würde  doch 
zu  viel  Unklarheit  in  der  Vorstellung  zurückbleiben. 

')  Die  Vorzüglichkeit  dieses  Beispiels  ist  schon  an  anderer  Stelle 
hervorgehoben. 

^  Reidt  rechnet  dazu  auch  den  Winkel.  —  Man  vergleiche  meine 
Abhandlung,  Zur  Definition  des  Winkels,  in  H.  Z.  XX.  p.  481  (Anm.) 
und  die  dem  yorliegenden  Bande  yorangehende  Studie  p.  27. 
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Reidty  Die  Elemente  der  Mathematik.^)  II.  —  Berlin 
1888. 

Nach  Vorübungen  an  bestimmten  Korpern  behandelt  Keidt 
die  Grundbegriffe  nach  den  von  ihm  in  der  Anleitung  gege- 
benen Grundsätzen,  die  hier  nicht  wiederholt  zu  werden  brauchen. 


Rottock,   Lehrbuch   der   Planimetrie.  —  Leipzig  1888. 

—  VergL  Eober. 

Kummer,  Lehrbuch  der  Elementargeometrie.  —  Heidel- 
berg 1869.  —  VergL  Kober. 

Sadebeck,   Elemente   der  Geometrie.  —   Breslau    1872. 

—  Vergl.  Eober. 

Schindler,  Elemente  der  Planimetrie.^)  —  Berlin  1883, 
„Geometrischer    Körper     heifst     die    Ausdehnung     eines 
Körpers."^ 

,,Ein  jeder  geometrische  Körper  lafst  unterscheiden  sein 
erkennbares  Aufsere  und  sein  nicht  erkennbares  Innere.^)  Die 
Wahrnehmung  seines  Äufseren  rührt  her  von  seiner  oben  be- 
findlichen äufsersten  Schicht.'' 

„Oberfläche  heifst  die  oberste  Grenzschicht'^)  eines  geo- 
metrischen Körpers." 

Analog  werden  die  Linien  und  Punkte  behandelt 
„Oberflache  und  Volumen  sind  die  Glieder  eines  geome- 
trischen Körpers.'' 

„Umfang  und  Fläche  sind  die  Glieder  einer  Figur." 
„Länge  und  Punkt  sind  die  Glieder  einer  Linie." 
„Die  Punkte  lassen  Glieder  nicht  mehr  unterscheiden.    Sie 
sind  daher  einfache  Baum- Wahrnehmungen." 

')  Besprochen  in  Schi.  Z.  XXV,  194  und  in  H.  Z.  VI.  p.  174-176; 
Bardey  empfiehlt  »ie  bestens. 

*)  Eine  ansföhrliche  Besprechong  ToUer  Anerkennung  findet  sich  in 
H.  Z.  XVn.  p.  46—67. 

^  Besser  würde  es  heifsen,  geometrischer  Körper  wird  der  physische 
genannt,  wenn  man  ihn  nnr  in  Bezag  auf  seine  Ausdehnung  betrachtet. 

*)  Der  Sinn  dieses  Satzes  ist  meinem  Verständnis  leider  verborgen 
geblieben.    Vielleicht  ist  der  physische  Körper  gemeint. 

^  Damit  wäre  denn  die  Fläche  ein  Teil  des  Körpers. 
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^Punkte  sind  die  einfachsten  Glieder  eines  geomeirischeu 
Körpers." 

Diese  Ableitung  bezeichnet  Schindler  als  Analyse;^)  als 
Synthese  fugt  er  den  Aufbau  der  Gebilde  aus  ihren  Gliedern 
hinzu^  die  Entstehung  der  Gebilde  durch  Bewegung  der  nächst 
niederen.     Dabei  stellt  er  folgenden  Grundsatz  auf: 

„Der  Punkt  ist  eine  unendlich  kleine  ausgedehnte  Gröfse."*) 

Demgemäfs  definiert  er: 

„Eine  Linie  ist  eine  stetige  Punkten-Folge  in  der  Längen- 
ausdehnung." *) 

,,Eine  Fläche  ist  eine  stetige  Linien-Folge  in  der  Breiten- 
ausdehnung." 

„Das  Volumen  ist  eine  stetige  Flächen-Folge  in  der  Aus- 
dehnung der  Dicke." 

Daraus  ergeben  sich  für  ihn  die  Folgerungen: 

„Eine  Fläche  ist  ein  geometrischer  Körper,  dessen  Dicke 
unendlich  klein  ist.''*) 

„Eine  Linie  ist  ein  geometrischer  Körper,  dessen  Breite 
und  Dicke  unendlich  klein  sind." 

„Ein  Punkt  ist  ein  geometrischer  Körper,  dessen  Breite, 
Dicke  und  Länge  unendlich  klein  sind." 

Schlegel,  System  der  Raumlehre.^)  —  Leipzig  1872. 


')  „Analyse  heifst  die  Methode,  durch  welche  die  Glieder  einet 
Körpers  bestimmt  werden." 

„Synthese  heifst  die  Methode,  nach  welcher  die  Körper  aus  ihren 
Gliedern  gebildet  werden." 

*)  Das  ist  ganz  entsprechend  der  Auffassung  der  Fläche  als  einer 
Schicht.  Aher  was  ist  das  für  eine  Erklärung  der  Grundbegriffe !  Richtig 
würde  es  sein,  wenn  es  hiefse:  Unsere  Vorstellung  des  Begriffes  Punkt 
ist  die  einer  unendlich  kleinen  ausgedehnten  Gröfse. 

^)  Wenn  der  Punkt  als  eine  zwar  unendlich  kleine,  aber  doch  immer- 
hin ausgedehnte  Gröfse  definiert  wird,  so  kann  sich  ans  Punkten  auch 
wirklich  eine  Linie  zusammensetzen.  Man  vergleiche  damit  das  Zitat 
aus  Beidts  Anleitung  weiter  oben,  wo  ausdrücklich  davor  gewarnt  wird, 
nicht  an  ein  Aneinanderreihen  von  Punkten  oder  ein  Aufeinanderlegea 
von  Flächen  zu  denken. 

*)  Man  vergleiche  Hoffmanns  Ansichten,  die  in  dem  Zitate  an 
seiner  Vorschule  weiter  oben  zu  ersehen  sind. 

^)  Eine  ausführliche  Besprechung  und  Würdigung  dieses  Bueiiea 
findet  sich  in  H.  Z.  VIII.  p.  46—69. 
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Auf  dieses  ,^ach  den  Prinzipien  der  Grafsmannscken  Aus- 
dehnungslehre"  bearbeitete  Werk  sei  hier  mit  Nachdruck  auf- 
merksam gemacht,  auf  ein  Anführen  von  Zitaten  mufs  ver< 
ziehtet  werden,  da  bei  der  total  verschiedeneu  Hehandhuij?  dos 
Stoffes  dieselben  zu  ausführlich  sein  müfsten.  Vorläufig  scheint 
diese  Bearbeitung  auch  nicht  für  den  Unterricht  einführkur 
and  also   aufserhalb  des  Rahmens  des  vorliegenden   WerkcH. 


Schlegel,  Lehrbuch  der  elementaren  Mathematik.')  II. 
-  Wolfenbüttel  1879. 

Nach  der  Definition  des  Körpers  heifst  es: 

„Von  dem  umgebenden  Räume  wird  der  Körper  getrennt 
durch  eine  Fläche  (Oberfläche),  welche  den  Körj)er  vollständig 
begrenzt  und  gewöhnlich*)  aus  mehreren  gleichartigen 
Teilen  besteht,  welche  Figuren  heifsen" 

„Der  Körper  ist  ein  vollständig  begrenzter  Teil  des  Raumes, 
and  die  Fläche  ist  die  Grenze  des  Körpers." 

Umgekehrt:  ,yJede8  durch  Figuren  vollständig  begn?nzte 
Gebilde  ist  ein  Korper." 

Analog:  „Die  Figur  ist  ein  vollständig  begrenzt^rr  Teil  rl«;r 
Fläche,  und  die  Linie  ist  die  Grenze  der  Figrir." 

Umgekehrt:  „Jedes  durch  Strecken  voll<4täriditr  begrenzt/? 
Gebilde  ist  eine  Figur.^ 

^Die  Strecke  ist  ein  vollständig  b^rgrenzt^r  T'rjl  der  Liritf, 
und  der  Punkt  ist  eine  Grenze  der  .Streik';." 

Umgekehrt:  „Jedes  durch  Punkte  voU-Js^nflrj^  b';^r<-nz»/r 
Gebilde  ist  eine  Strecke."^ 

Diese  Definitionen  werden  dann  f] -ai  7/'/'jt/rri"h^r:/'<*f,,* 
Aach  Schlegel  betont,  dafc  P-rAt«.  L.r..*:r.  .;.:  f  ../.'.•  r,  r,y/.* 
fftr  sich  aulser  unj  eil^^kr^it^   »-or.^rr.   ;.-..'   »r.   ?'.\r'.'fr.    '.^\ 


')  BeiprodieB  in  HZ  11.  p  y-Ä— iZ';         }..   -r  *'    .4-.-    -    /,-. 


„Besonderer  FIei£i  wird  a.if  ij:  .V*d--.t..-.-.    ■..-..  .«..:■*>    .-/   ....   , 
mepfaJeigenwhafUti  sLl^r  ^^»'s^^.r  -  \^'.    ,->'.•.  '..-     .-r.  .:.-     #  ,  .-     ..,  . 
■nf  eniaprecbende  BeupK:4  v^  i>-r.  ü^,  .*■*-.  >  ..-    >  ,4/       /*-',■  ■ 
kt"    Gfinther  la^  ria.  .vu:.-.-'«    \^  f^.pr.'  •.-      . -,  -        '.^-  *   /"/-^ 
iprechen  f&  akh  KiVtt.'* 

*";  Sehleg«!  oat  a^  'a  *r*vr  '.>.\>.  *rt    :  .•  ,-- ,     -.,>•  /  /U/<v* 
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^Punkte  sind  die  einfachsten  Glieder  eines  geometrischen 
Korpers." 

Diese  Ableitung  bezeichnet  Schindler  als  Analyse;^)  als 
Synthese  ftügt  er  den  Aufbau  der  Gebilde  aus  ihren  Gliedern 
hinzu^  die  Entstehung  der  Gebilde  durch  Bewegung  der  nächst 
niederen.     Dabei  stellt  er  folgenden  Grundsatz  auf: 

„Der  Punkt  ist  eine  unendlich  kleine  ausgedehnte  Grofse."^) 

Demgemäfs  definiert  er: 

„Eine  Linie  ist  eine  stetige  Punkten-Folge  in  der  Längen- 
ansdehnung."^ 

„Eine  Fläche  ist  eine  stetige  Linien-Folge  in  der  Breiten- 
ausdehnung." 

„Das  Volumen  ist  eine  stetige  Flächen-Folge  in  der  Aus- 
dehnung der  Dicke/' 

Daraus  ergeben  sich  für  ihn  die  Folgerungen: 

„Eine  Fläche  ist  ein  geometrischer  Körper,  dessen  Dicke 
unendlich  klein  ist."*) 

„Eine  Linie  ist  ein  geometrischer  Korper,  dessen  Breite 
und  Dicke  unendlich  klein  sind." 

„Ein  Punkt  ist  ein  geometrischer  Korper,  dessen  Breite, 
Dicke  und  Länge  unendlich  klein  sind." 

Schlegel,  System  der  Raumlehre.^)  —  Leipzig  1872. 


^)  „Analyse  heifst  die  Methode,  durch  welche  die  Glieder  eines 
Körpers  bestimmt  werden." 

„Synthese  heifst  die  Methode,  nach  welcher  die  Körper  aus  ihren 
Gliedern  gebildet  werden.'* 

*)  Das  ist  ganz  entsprechend  der  Auffassung  der  Fläche  als  einer 
Schicht.  Aber  was  ist  das  für  eine  Erklärung  der  Grundbegriffe !  Richtig 
würde  es  sein,  wenn  es  hiefse:  Unsere  Vorstellung  des  Begriffes  Punkt 
ist  die  einer  unendlich  kleinen  ausgedehnten  Gröfse. 

*)  Wenn  der  Punkt  als  eine  zwar  unendlich  kleine,  aber  doch  immer- 
hin ausgedehnte  Gröfse  definiert  wird,  so  kann  sich  aus  Punkten  auch 
wirklich  eine  Linie  zusammensetzen.  Man  vergleiche  damit  das  Zitat 
aus  Beidts  Anleitung  weiter  oben,  wo  ausdrücklich  davor  gewarnt  wird, 
nicht  an  ein  Aneinanderreihen  von  Punkten  oder  ein  Aufeinanderlegen 
von  Flächen  zu  denken. 

*)  Man  vergleiche  Hoffmanns  Ansichten,  die  in  dem  Zitate  aus 
seiner  Vorschule  weiter  oben  zu  ersehen  sind. 

')  Eine  ausfiShrliche  Besprechung  qnd  Würdigung  dieses  Baches 
findet  sich  in  H.  Z.  VIII.  p.  45—69. 
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Auf  dieses  ^^ach  den  Prinzipien  der  Grafsmannschen  Aus- 
dehnungslehre^'  bearbeitete  Werk  sei  hier  mit  Nachdruck  auf- 
merksam gemacht,  auf  ein  Anführen  von  Zitaten  mufs  ver- 
zichtet werden,  da  bei  der  total  verschiedenen  Behandlung  des 
Stoffes  dieselben  zu  ausführlich  sein  müfsten.  Vorläufig  scheint 
diese  Bearbeitung  auch  nicht  für  den  Unterricht  einführbar 
und  also  aufserhalb  des  Rahmens  des  vorliegenden  Werkes, 


Schlegel,  Lehrbuch  der  elementaren  Mathematik.^)  II. 
-  Wolfenbüttel  1879. 

Nach  der  Definition  des  Körpers  heilst  es: 

„Von  dem  umgebenden  Baume  wird  der  Korper  getrennt 
durch  eine  Fläche  (Oberfläche),  welche  den  Körper  vollständig 
begrenzt  und  gewöhnlich^)  aus  mehreren  gleichartigen 
Teilen  besteht,  welche  Figuren  heifsen." 

„Der  Körper  ist  ein  vollständig  begrenzter  Teil  des  Raumes, 
und  die  Fläche  ist  die  Grenze  des  Körpers.'' 

Umgekehrt:  „Jedes  durch  Figuren  vollständig  begrenzte 
Gebilde  ist  ein  Körper." 

Analog:  „Die  Figur  ist  ein  vollständig  begrenzter  Teil  der 
Flache,  und  die  Linie  ist  die  Grenze  der  Figur." 

Umgekehrt:  „Jedes  durch  Strecken  vollständig  begrenzte 
Gebilde  ist  eine  Figur." 

„Die  Strecke  ist  ein  vollständig  begrenzter  Teil  der  Linie, 
and  der  Punkt  ist  eine  Grenze  der  Strecke." 

Umgekehrt:  .„Jedes  durch  Punkte  vollständig  begrenzte 
Gebilde  ist  eine  Strecke." 

Diese  Definitionen  werden  dann  dual  gegenübergestellt. 
Auch  Schlegel  betont,  dafs  Punkte,  Linien  und  Flächen  nicht 
für  sich  aufser  uns  existieren,  sondern  nur  an  Körpern,  dafs 


0  Besprochen  in  H.  Z.  XI.  p.  208—213.  —  Es  heifBt  davon  p.  210: 
^Besonderer  Fleifs  wird  anf  die  Definition  und  Klarstellung  der  Fanda- 
meotaleigenschafben  aller  geometrisclien  Gebilde  verwendet,  wobei  auch 
auf  enteprechende  Beispiele  aus  dem  täglichen  Leben  Bedacht  genommen 
ist"  Günther  sagt  zum  Schlufs  der  Rezension:  „Solche  Leistungen 
sprechen  fi3r  sich  selbst/' 

*)  Schlegel  hat  also  in  erster  Linie  an  die  Polyeder  gedacht. 
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Grenze,  welche  den  Raum  des  Körpers  Ton  den  umgebenden 
unendlichen  absondert.  Der  Fläche  selbst  kommt  noch  eine 
Ausdehnung  zu;  sie  besteht  auf  eine  ähnliche  Art  wie  der 
Raum  aus  gleichartigen  Teilen,  und  eben  deswegen 
lassen  sich  an  Flächen  selbst  noch  wieder  bestimmte  Grenzen 
denken  (brauchen  aber  nicht  gedacht  zu  werden).  Diese  i^erden 
Linien  genannt.  Auch  die  Linie  ist  ausgedehnt  und  besieht 
aus  gleichartigen  Teilen,  es  giebt  also  insofern  notwendig  eine 
Grenze  für  Linien,  den  Punkt.  Die  Ausdehnung  des  Korpers 
hat  drei  Dimensionen,  Länge,  Breite  und  Dicke,  die  der  Fläche 
zwei,  Länge  und  Breite,  die  der  Linie  nur  eine  einzige,  Länge; 
dem  Punkte,  als  der  letzten  Grenze  aller  Ausdehnung,  wird 
Einfachheit  und  Unteilbarkeit  beigelegt;  bei  ihm  also 
findet  die  Reflexion  ein  gänzliches  Ende.  Wenn  die 
Vorstellung  eines  best.  Körpers  erzeugt  werden  soll,  so  ist 
das  Setzen  des  Punktes  das  Erste,  wovon  die  ganze  Konstruk- 
tion ausgeht^'  (durch  ihn  und  Ton  ihm  aus  wird  die  Linie 
beschrieben  etc.). 

....  „Die  letzte  Vorstellungsart  ist  die  eigentlich  geo- 
metrische." 

üth,   Leitfaden    für   den   Unterricht  in  der  Planimetrie, 
—  Kassel  1881  giebt  nur  die  Herleitung  aus  dem  Grenzbegriflf. 


Wiegan d,  Lehrbuch  der  Mathematik.  1.  —  Halle  1863. 
—  Vergl.  Kober. 

Wohlgemuth,*)  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Libau  1877 
unterscheidet  drei  Klassen  räumlicher  Gröfsen.  Er  geht  Tom 
Körper  aus  und  benutzt  den  Begriff  der  Grenze  in  der  üblichen 
Weise,  dann  wird  die  Erzeugung  ebenfalls  in  der  üblichen 
Weise  durch  Bewegung  behandelt. 


Wolff,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Berlin  1830  betont 
ausdrücklich,  dafs  Flächen,  Linien,  Punkte  für  sich  bestehend 

*)  Besprochen  in  Schi.  Z.  XXIII.  p.  187. 
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,^e  Geometrie  geht  yom  mathematischen  Punkte^  als  der 
einfachsten  Grundvorstellung  aus.  Er  dient  zur  Bezeichnung 
eines  Ortes  im  Räume/' 

Darauf  folgt  dann  die  Erzeugung  der  raumlichen  Gebilde 
durch  Bewegung. 

Spieker/)  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  —  Potsdam 
1873,  —  Vergl.  Kober. 

Spitz^  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  —  Leipzig  1888. 

-  Desgl. 

Steg  mann,  Grundlehre  der  ebenen  Geometrie.  —  Kempten 
1886.  —  DesgL  _____^ 

T.  Swinden,  Elemente  der  Geometrie.  —  ed.  Jacobi.  — 
Jena  1834 

„1.  Erklärung.     Wenn   man   an  dem  Räume   blofs   eine 
Dimension,  die  Länge,  betrachtet,  ohne  auf  die  beiden  anderen 
Breite  und  Dicke  (oder  Hohe)  Rücksicht  zu  nehmen,  so  ge- 
langt man  zu  der  Vorstellung  einer  Linie.''    (EukL  L  Erkl.  2. 

-  L.  G.  L  Erkl.  1.) 

„2.  Erklärung.  Die  Grenzen  der  Linien  und  deren  gegen- 
seitige Durchschnitte  heifsen  Punkte."  (Eukl.  L  Erkl.  1 
u.  3.  —  L,  G.  I,  Erkl.  1.) 

„14.  Erklärung.  Fläche  heilst  diejenige  Raumgrofse,  zu 
deren  Vorstellung  man  gelangt,  indem  man  an  dem  Raum 
blofs  die  Dimensionen  der  Länge  und  Breite  betrachtet,  und 
von  der  Dicke  oder  Höhe  ganz  absieht.''    (Eukl.  L  Erkl.  5. 

-  U  G.  Erkl.  5.) 

„Zus.  Die  Grenzen  einer  Fläche  sind  Linien,  gerade  oder 
krumme." 

Thibaut,  Grundrifs  der  reinen  Mathematik.  —  Gottingen 
1822. 

„Durch  die  Vorstellung  des  Körpers,  wenn  man  sie  als 
schon  vollendet  zum  Grunde  legt,  gelangt  man  reflek- 
tierend  zur  Vorstellung   der   Fläche,    oder   der   bestimmten 

')  Besprochen  in  H.  Z.  IIF.  p.  173;  499. 

Schotte n,  der  plftnimetr.  Unterricht  15 
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Grenze,  welche  den  Raum  des  Körpers  von  den  umgebenden 
unendlichen  absondert.  Der  Fläche  selbst  kommt  noch  eine 
Ausdehnung  zu;  sie  besteht  auf  eine  ähnliche  Art  wie  der 
Raum  aus  gleichartigen  Teilen,  und  eben  deswegen 
lassen  sich  an  Flächen  selbst  noch  wieder  bestimmte  Grenzen 
denken  (brauchen  aber  nicht  gedacht  zu  werden).  Diese  werden 
Linien  genannt.  Auch  die  Linie  ist  ausgedehnt  und  besieht 
aus  gleichartigen  Teilen,  es  giebt  also  insofern  notwendig  eine 
Grenze  für  Linien,  den  Punkt,  Die  Ausdehnung  des  Korpers 
hat  drei  Dimensionen,  Länge,  Breite  und  Dicke,  die  der  Fläche 
zwei,  Länge  und  Breite,  die  der  Linie  nur  eine  einzige,  Länge; 
dem  Punkte,  als  der  letzten  Grenze  aller  Ausdehnung,  wird 
Einfachheit  und  Unteilbarkeit  beigelegt;  bei  ihm  also 
findet  die  Reflexion  ein  gänzliches  Ende.  Wenn  die 
Vorstellung  eines  best.  Körpers  erzeugt  werden  soll,  so  ist 
das  Setzen  des  Punktes  das  Erste,  wovon  die  ganze  Konstruk- 
tion ausgeht''  (durch  ihn  und  von  ihm  aus  wird  die  Linie 
beschrieben  etc.). 

....  „Die  letzte  Vorstellungsart  ist  die  eigentlich  geo- 
metrische." 

üth,   Leitfaden    für   den   Unterricht  in  der  Planimetrie. 
—  Kassel  1881  giebt  nur  die  Herleitung  aus  dem  GrenzbegrifiF. 


Wiegan d,  Lehrbuch  der  Mathematik,  l.  —  Halle  1863. 
—  'Vergl.  Kober. 

Wohlgemuth,*)  Lehrbuch  der  Geometrie.  — -  Libau  1877 
unterscheidet  drei  Klassen  räumlicher  Gröfsen.  Er  geht  vom 
Körper  aus  und  benutzt  den  Begriff  der  Grenze  in  der  üblichen 
Weise,  dann  wird  die  Erzeugung  ebenfalls  in  der  üblichen 
Weise  durch  Bewegung  behandelt. 


Wolff,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Berlin  1830  betont 
ausdrücklich,  dafs  Flächen,  Linien,  Punkte  für  sich  bestehend 

»)  Besprochen  in  Schi.  Z.  XXIII.  p.  187. 
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gedacht  werden  können;  dafs  die  Teile  einer  räumlichen  Gröfse 
unter  sich  und  mit  dem  Ganzen  gleichartig  sind  und  dafs  deshalb 
„niemals  Körper  hervorgehen  können  durch  Zusammensetzung 
von  Flächen,  Flächen  durch  Zusammensetzung  von  Linien, 
oder  Linien  durch  Zusammensetzung  von  Punkten/' 


Worpitzky,^)  Elem.  d.  M.  IIL  —  Berlin  1874. 

Der  GrenzbegriflF  wird  benutzt.  Vom  Punkte  stellt  Wor- 
pitzky  folgendes  Axiom  auf: 

jyKein  Punkt  ist  in  solcher  Weise  teilbar,  dafs  die  Teile 
sich  untereinander  und  vom  Ganzen  unterscheiden/'  während 
Yon  den  übrigen  Gebilden  des  Raumes  die  unbeschränkte 
Teilbarkeit  als  Axiom  aufgestellt  wird. 

In  einer  Scholle  wird  dann  besonders  darauf  aufmerksam 
gemacht,  dafs  die  Punkte  nicht  Teile  der  Linie  sind  etc.,  dafs 
mithin  durch  Summation  von  Punkten  keine  Linien  entstehen 
etc.,  dafs  aber  durch  die  Summation  von  Körpern  ein  bei.  aus- 
gedehnter Baumteil^)  erzeugt  wird. 

Nach  der  Erörterung  des  Begriffes  Bewegung  wird  als 
Zusatz  aufgestellt: 

„V.  Jeder  bewegte  Punkt  beschreibt  eine  Linie,  jede  nicht 
in  sich  selbst  gleitende  Linie  eine  Fläche,  jede  nicht  in  sich 
selbst  gleitende  Fläche  einen  Raumteil.'' 

Dazu  heifst  es  in  einer  Scholie: 

„Li  Betreff  des  Zus.  V.  ist  die  Bemerkung  wichtig,  dafs 
man  sich  nicht  jede  Linie  als  durch  Bewegung  eines  Punktes  , 
and  nicht  jede  Fläche  als  durch  Bewegung  einer  Linie  (auch 
wenn  man  die  letztere  fortwährend  verbiegt)  beschrieben  vor- 
stellen kann."') 


^)  Besprochen  in  H.  Z.  VI,  p.  232—236.  —  Es  heirst  da:  „  . . .  müssen 

von  yornherein  dieselbe  als  ein  vorzügliches  Werk  erklären,  welches 
die  allgemeinste  Beachtung  verdient.** 

')  Jedoch  nicht  der  Raum  selbst,  wenigstens  nicht  dnrch  Summation 
einer  endlichen  Zahl  von  Körpern. 

*)  Es  erscheint  durchaus  nicht  überflüssig  besonders  aufmerksam  zu 
machen  darauf,  dafs  nicht  jede  Fläche  als  durch  Bewegung  einer  Linie 
erzeugt  gedacht  werden  kann. 

16* 
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alles    Mechanische^)    vermieden,    das    Geistige    aber    zur 
klaren  Erkenntnis  gebracht  werde." 

Auch  die  Ausführungen  über  Punkte  (geometrische  und 
physische),  sowie  über  den  Unterschied  der  physischen  und 
geometrischen  Linien  insofern,  als  die  einen  durch  nebenein- 
anderliegende Punkte  gebildet  werden,  die  andern  nicht^  sind 
sehr  klar  und  im  Unterricht  gewifs  mit  Erfolg  zu  verwerten. 


Kästner,  Anfangsgründe  etc.  —  Wien  1788. 

„Die  körperliche  Ausdehnung,  ein  geometrischer  Körper 
(solidum,  corpus)  heifst  eine  solche  Ausdehnung,  die  das,  was 
sich  innerhalb  ihi*er  Grenzen  befindet,  überall,  nach  allen  Seiten 
zu,  umgiebt.  Die  Ausdehnung  der  Körper  an  ihren  Grenzen 
heifst  eine  Fläche  (superficies)  und  die  Ausdehnung  der  Fläche 
an  ihren  Grenzen  eine  Linie  (linea)."*) 

„Die  Wörter  Länge,  Breite,  Dicke  sind  dem  Sprachgebrauche 
nach  nicht  Namen  verschiedener  Ausdehnungen,  sondern  einer 
einzigen,  der  Länge,  die  nach  verschiedenen  Richtungen  an 
dem  Körper  betrachtet  wird.^)  Übrigens  enthält  die  Ausdeh- 
nung der  Fläche  nichts  von  der  körperlichen,  welche  bei  ihr 
aufhört.  Also  können  übereinander  gehäufte  Flächen  keinen 
Körper  ausmachen,  weil   vielmal  nichts  nie  etwas  ausmacht.^' 

„Man  darf  überall  in  der  Linie  Punkte  annehmen.  Es 
ist  aber  einerlei,  ob  man  in  der  Linie  überall  Punkte  annimmt, 
oder  ob  man  sich  einen  einzigen  Punkt,  der  nach  und  nach 
in  verschiedene  Stellen  der  Linie  gekommen  wäre,  vorstellt; 
denn  ein  Punkt  ist  von  dem  andern  in  nichts  unterschieden.^) 


^)  Wohl  besser  „Materielle". 

*)  Zum  mindesten  ist  die  Aasdrucksweise  eine  sehr  eigentümliche: 
die  Ausdehnung  der  Körper  an  ihren  Grenzen  heifst  eine  Fläche  etc. 

^)  Diese  Bemerkung  ist  recht  zutreffend  und  geeignet  eine  klare 
Auffassung  zu  bewirken;  wenn  wir  statt  Länge  das  ,, Auseinandersein** 
setzen,  so  würde  die  vorliegende  Ausführung  auch  philosophisch  brauch- 
bar sein.  Dafs  es  sich  bei  Länge,  Breite  und  Dicke  nicht  um  verschie- 
denartige Ausdehnungen  handelt  und  dafs  es  in  der  Tbat  nur  eine 
Ausdehnung  giebt,  dies  noch  ausdrücklich  auszusprechen,  wird  im  Unter- 
richt nicht  ohne  Nutzen  sein. 

*)  Aufser  durch  die  Lage. 
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Daher  sagt  man:  Eine  Linie  entstehe  aus  der  Bewegung  eines 
Punktes."  

ünger,  Die  Geometrie  des  Euklid.  —  Erfurt  1833. 

Die  Erklärungen  sind  selbstverständlich  die  des  Euklid, 
jedoch  fügt  der  Verfasser  noch  Anmerkungen  hinzu,  aus  denen 
einiges  entnommen  werden  soll.  Zuerst  wird  die  Identität  von 
Länge,  Breite  und  Höhe  oder  Tiefe  durch  den  gemeinsamen 
Namen  Richtung  oder  Dimension  festgestellt.  Die  Linie 
wird  dann  als  eine  einfache  Dimension  des  Raumes  definiert, 
die  Fläche  als  das,  was  zwei  Dimensionen  hat  Vom  Körper 
wird  überhaupt  nicht  gehandelt. 


Fenkner,  Lehrbuch  der  Geometrie.  L  —  Braunschweig 
1888. 

Fenkner  schickt  der  gewöhnlichen  Betrachtung  der  Grund- 
vorstellungen  Vorübungen  voraus,  in  denen  von  bestimmten 
Körpern  gehandelt  wird.  [1)  Würfel  und  Quadrat;  2)  Gerade 
quadrat.  Säule  und  Rechteck;  3)  Rhomboeder  und  Rhombus; 
4)  gerades  dreiseitiges  Prisma  und  Dreieck;  5)  gerades  sechs- 
seitiges Prisma  und  Vieleck;  6)  Pyramide;  7)  Kreiszylinder 
und  Kreis;  8)  Kreiskegel;  9)  Kugel.] 

Die  Grundvorstellungen  selbst  werden  alsdann  aus  dem 
Grenzbegriff  entwickelt  und  darauf  der  Erzeugung  durch  Be- 
wegung gedacht;  ganz  in  der  üblichen  Weise. 


Koppe,  Die  Planimetrie.  —  Essen  1885. 

Vom  Körper  ausgehend  entwickelt  K.  die  Grundvor- 
stellungen aus  dem  Grenzbegriff.  Dafs  die  Flächen  und  Linien 
als  selbständige  Gebilde  nirgends  vorkommen,  sondern  nur  in 
der  Vorstellung  gesondert  betrachtet  werden  können,  wird  aus- 
drücklich betont.  

Heis  und  Eschweiler,  Lehrbuch  der  Geometrie.  — 
Köln  1867. 

Die  Verfasser  gehen  vom  Punkte  aus,  den  sie  definieren: 
^Pankt  ist  dasjenige,  was  einen  Ort  im  Räume  bestimmt,  ohne 
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selbst  ein  Teil  des  Raumes  zu  sein.  Er  hat  also  weder  Aus- 
dehnung noch  Teile/'  —  Daran  knüpft  sich  die  Definition  der 
Linie:  ,^Linie  ist  das,  was  ein  Punkt  durch  seine  Bewegung 
im  Räume  beschreibt;  sie  hat  nur  eine  Ausdehnung  (Dimen- 
sion), Länge,  aber  keine  Breite/' 

Analog  werden  Flächen  und  Körper  erklärt.  Dann  erst 
wird  der  Zusammenhang  der  Gröfsen  im  Grenzbegriff  dar- 
gestellt. 

Kober  bemerkt  zu  der  Definition  des  Punktes  in  seinem 
schon  bei  Euklid  zitierten  Aufsatz  (in  H.  Z.  L  p.  228). 

„Was  ist  Ort?  Nur  ein  anderes  (allgemeineres)  Wort 
für  Punkt;  durch  den  Reichtum  der  Sprache  ist  also  nur  die 
Tautologie  yerhüUt.  Und  sobald  Ort  und  Punkt  nicht  als 
identisch  vorausgesetzt  werden^  gilt  dann  nicht  dieselbe  Defi- 
nition Ton  einer  Eugelfiäche  oder  einer  Ebene  oder  einer  Linie 
u.  s.  w.,  die  auch  nicht  Teile  des  Raumes  sind?  Was  soll 
der  Schüler  denken,  wenn  ihm  später  der  Begriff  des  geome- 
trischen Ortes  vorgeführt  wird?  (Dann  hat  er  hoffentlich  die 
ganze  Definition  vergessen.) 

Sodann  ist  gleichzeitig  auch  der  Begriff  des  Raumes  und 
zwar  stillschweigend  vorausgesetzt;  man  fängt  also  mit  zwei 
entgegengesetzten  Begriffen  zugleich  an,  um  —  recht  streng 
wissenschaftlich  synthetisch  zu  Werke  zu  gehen!  Mit  der  be- 
sprochenen Definition  teilt  die  Fehler  auch  die  Definition: 
„Der  Punkt  ist  eine  ausdehnungslose  Stelle  im  Räume.'' 


Loser,  Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie.  —  Weinheim 
1882. 

Vom  Körper  und  den  Grenzen  wird  ausgegangen. 

„Unter  Fläche  versteht  man  im  allgemeinen  die  Teil- 
oder Trennungsstelle,  welche  einen  Raum  in  zwei  Räume 
zerlegt." 

„Die  Teil-  oder  Trennungsstelle,  welche  eine  Fläche  in 
zwei  Flächen  zerlegt,  oder  vielmehr  das  Bild  jener  Stelle, 
heifst  Linie." 

„Die  Teilstelle  einer  Linie,  oder  auch  die  Trennungsstelle 
beider  Teile  derselben,  heifst  Punkt." 
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^^Der  Punkt  hat  keine  Ausdehnung,  obgleich  man  ihn  mit 
zu  den  Raumgröfsen  rechnet.'^ 

Auf  den  Unterschied  der  Zusammensetzung  und  der  Be- 
wegungserzeugung wird  besonders  hingewiesen. 


Focke  u.  KrasSy  Lehrbuch  der  Geometrie.  I.  —  München 
1878.  —  Vergl.  Kober. 

Ulrich^  Lehrbuch  der  reinen  Mathematik.  —  Göttingen 
1836. 

^yEs  giebt  drei  Arten  räumlicher  Gegenstände:  Eör^er^ 
Flächen  und  Linien.  Die  Körper  werden  von  Flächen^  die 
Flächen  von  Linien^  die  Linien  von  Punkten  begrenzt.  Körper 
lassen  sich  zu  einem  neuen  körperlichen  Raum  auf  drei  Weisen : 
nebeneinander^  vor-  oder  hintereinander^  und  über-  oder  unter- 
einander; Flächen  auf  zwei  Weisen:  nebeneinander  und  vor- 
oder  hintereinander^  aber  nicht  über-  oder  untereinander ,  zu 
einer  neuen  Fläche  zusammenstellen;  Linien  können  nur  auf 
eine  Weise,  vor-  oder  hintereinander,  aber  nicht  neben-  oder 
übereinander,  zu  einer  ähnlichen  Linie  zusammentreten/^ 

Daraus  wird  dann  die  Dimensionalität  entwickelt. 

Die  Unteilbarkeit  der  Grenze  wird  ausführlich  behandelt 
und  gefolgert,  dafs  nicht  zwei  Grenzen  nebeneinander  liegen 
können.  ,,Nach  der  Grundbeschaffenheit  dieser  (kontinuier- 
lichen) Gröfsen  haben  deren  unmittelbar  aufeinander 
folgende  Teile  eine  gemeinschaftliche  Grenze.^^ 

Hieraus  ergiebt  sich  die  Unmöglichkeit,  eine  Linie  aus 
einer  Reihe  nebeneinanderliegender  Punkte  zusammenzusetzen 
etc.,  „obschon  in  einer  Linie  unendlich  viele  Punkte  gedacht 
und  angenommen  werden  können.'^ 

^Auch  giebt  es  keine  kleinste  Linie.'' 


Becker,  F.,  Die  ebene  Geometrie  in  neuer  Anordnung. 
—   Progr.  Hanau  1870. 

„Die  allgemeinste  Eigenschaft  des  Raumes  ist  seine  (end- 
lose) Ausdehnung  nach  allen  Seiten,  sowie  seine  überall  denk- 
bare Begrenzbarkeif 


-     234     — 

Durch  Verneinung  jeglicher  Ausdehnung  im 
Raume^)  wird  man  zur  Vorstellung  vom  Punkte,  als  eines 
blofsen^  ausdehnungslosen,  unbegrenzbaren^  doch  aber  oft  als 
Grenze  dienenden  Ortes  geführt."*) 

Zwischen  Punkt  und  Raum  werden  nun  angenommen 
,,drei  Arten  von  Raumgebilden  ^  deren  Begriffe  man  in  auf- 
steigender Reihenfolge  durch  Vermittlung  der  Bewegungsvor- 
stellung gewinnen  kann." 

,^ine  Linie  ist  das  Ergebnis  der  Bewegung  eines  Punktes. 
Ihr  räumlicher  Verlauf  giebt  ihre  Lage,  Gestalt  und  Grofse 
an.  Jede  Linie  hat  eine  Lage,  bestimmbar  durch  Beziehung 
auf  andere  Raumgebilde.  Jede  Linie  hat  eine  Gestalt, 
welche  von  der  Art  und  Weise  abhängt,  wie  der  sie  er- 
zeugende Punkt  sich  bewegt.  Jede  Linie  hat  eine  Grofse, 
welche  von  der  Menge  der  Bewegung  abhängt.^) 

„An  jeder  Stelle  im  Verlauf  einer  Linie  liegt  ein  Punkt. 
Die  Anzahl  der  Punkte  innerhalb  einer  Linie  ist  unendlich 
grofs,  einer  liegt  dem  andern  unendlich  dicht  an."^) 

„Der  erzeugende  Punkt  beschreibt  alle  Punkte  der 
Linie,  daher  ist  sie  durch  ihn  vollständig  bestimmt" 

Analog  werden  die  Flächen  und  Körper  behandelt. 

Dann  heifst  es  weiter  (§  12): 

„Hat  man  zwei  Eorperräume  oder  Körper  von  solcher 
Lage  und  Beschaffenheit,  dafs  wo  der  eine  endigt,  der  andere 
beginnt,  so  haben  beide  eine  Fläche  als  gemeinschaftliche 


')  Man  vergleiche  den  Ausdruck  Da  Bois-Reymonds:  Der  Punkt 
ist  die  Negation  des  Baumes  im  Räume. 

^)  Sicherlich  würde  diese  Auseinandersetzung  im  Anfang  des  plani- 
metriechen Unterrichts  unverstanden  bleiben.  Die  zitierte  Stelle  kann 
als  guter  Beleg  dienen,  dafs  es  naturwidrig  ist  mit  dem  Punkte  zu  be- 
ginnen. 

*)  „Menge  der  Bewegung**  ist  doch  wohl  identisch  mit  ,,Dauer  der 
Bewegung*\  Damit  wird  aber  in  die  Untersuchung  ein  Moment  einge- 
führty  von  dem  man  bei  der  mathematischen  resp.  geometrischen  Be- 
trachtung der  Bewegung  vollständig  abstrahieren  kann,  die  Zeit.  Yergl. 
weiter  oben. 

*)  Das  ist  ein  Ausdruck,  der  sehr  leicht  zu  Mifsverständnis  fuhren 
kann.  Man  gewinnt  den  Eindruck,  als  wenn  die  Linie  als  aus  Ponkten 
bestehend  angenommen  würde. 
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Grenze.  Man  kann  daher^  wenn  man  vom  Körper  als  einem 
begrenzten  Raumstück  ausgeht  —  ohne  ihn  aus  der  Bewegung 
einer  Fläche  entstanden  zu  denken  —  von  hier  aus  auch  zu 
dem  Begrifife  der  Fläche  gelangen,  indem  man  sie  als  die 
gemeinschaftliche  Grenze  zweier  zusammenstofsenden 
Raumteile  betrachtet  und  dann  —  da  sie  ja  doch  nicht 
ein  Teil  dieser  Körper  oder  Körperräume  ist  —  von  diesen 
absehend  —  sie  an  sich  d.  h.  ohne  Rücksicht  auf  die  Körper- 
gebilde, welche  sie  begrenzt,  nimmt.  Verfährt  man  so  und 
hat  man  vorher  bemerkt,  dafs  das  Körpergebilde  die  drei 
Dimensionen  (der  Länge,  Breite  und  Höhe)  hat,  so  gelangt 
man  zu  der  Fläche,  als  dem  Gebilde  mit  nur  den  beiden 
Dimensionen  der  Länge  und  Breite,  wenn  man  von  den  als 
aneinander  angrenzend  angenommenen  Körpergebilden  beider- 
seits die  Dimensionen  der  Höhe  bis  zum  Verschwinden 
abnehmen  läfst.  Dadurch  wird  zugleich  klar,  dass  die  Fläche 
zwei  Seiten  hat,  jedoch  so,  dafs  jeder  Punkt  und  jede 
Linie  der  einen  Seite  zugleich  auch  der  andern  an- 
gehört.'*^) 

Analog  können  Linie  und  Punkt  erzeugt  werden. 

„Der  Punkt  bleibt  als  letztes  Ergebnis  zurück,  eine  blofse 
Stelle  im  Räume  ohne  alle  Ausdehnung.  Das  Verschwinden 
einer  Dimension  erzeugt  auf  jeder  Stufe  (beim  Körper,  der 
Fläche  und  der  Linie)  jedesmal  ein  Nullgebilde  derselben 
Art.  So  hat  der  Körper  die  Fläche,  die  Linie  und  den  Punkt 
zu  seinen  Nullgebilden,  welche  man  als  erster,  zweiter  und 
dritter  Ordnung  voneinander  unterscheiden  kann;^)  die  Fläche 


^)  Damit  ist  eine  neue  Schwierigkeit  für  die  Vorstellung  geschaffen ; 
zwei  Seiten,  aber  so  dafs  sie  identisch  sind,  also  jeder  Punkt  der  einen 
der  andern  angehört  und  umgekehrte  Hier  kaun  man  doch  nicht  mehr 
von  Seiten  sprechen;  das  ist  eben  nur  möglich,  wenn  man  die  Fläche 
mit  ihrer  stellvertretenden  Vorstellung  d.  h.  einem  sehr  dünnen  Körper 
(Blatt  Papier)  verwechselt.  Die  Fläche  selbst  hat  keine  Seiten,  sondern 
der  Raum  liegt  seitlich  von  der  Fläche,  zu  beiden  Seiten  der  Fläche. 
In  der  Fläche  erhalten  wir  dann  zwei  Seiten,  wenn  eine  Linie  die  Fläche 
teilt,  zu  deren  beiden  Seiten  die  Flächenteile  liegen.  —  Man  vergl.  die 
Aasführungen  am  Anfang  dieses  Kapitels. 

*)  Nnllgebilde  verschiedener  Ordnung  scheint  mir  ein  recht  glück- 
lich gewählter  Ausdruck  zu  sein,  da  aus  ihm  sofort  ersichtlich  ist,  dafs 
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hat  als  Nullgebilde  die  Linie  und  den  Punkt;   die  Linie  als 
Nullgebilde  den  Punkt/^ 


Wernicke,  Die  Grundlage  der  Euklidischen  Geometrie.  — 
Progr.  Braunschweig  1887. 

Die  sehr  ausführlichen  Betrachtungen  des  Verfassers  ver- 
dienen alle  Beachtung.  Ihre  Ausführlichkeit  verbietet  es  leider 
sie  hier  wiederzugeben,  andererseits  sind  sie  nicht  geeignet  im 
Auszug  wiedergegeben  zu  werden.  Nur  einige  Schlufsergeb- 
nisse  mögen  hier  angeführt  werden: 

,;Die  Raumkörper  mit  ihren  Grenzflächen,  Grenzlinien  und 
Grenzpunkten  sind  in  unserem  Geiste  vorhandene  Ab- 
bilder von  Körpern  der  Aufsenwelt  und  zwar  Abbilder  von 
besonderer  Einfachheit,  da  sie  mit  diesen  nur  in  Form  und 
Inhalt  übereinstimmen/' 

„Diese  Abbilder  gehören  zur  Klasse  der  räumlichen  Vor- 
stellungen." 

„Wenn  man  sich  die  Grenzflächen  getrennt  von  ihren 
Raumkörpern,  etc.,  vorstellt  und  dieselben  dadurch  gewisser- 
mafsen  selbständig  macht,  so  gelangt  man  zu  einer  ganzen 
Gruppe  von  räumlichen  Vorstellungen." 

Eine  Anmerkung   weist   die  Idealität  der  Gebilde   nach. 

„Selbständig  gedachte  Grenzflächen,  Grenzlinien  und  Grenz- 
punkte heifsen  Raumgebilde" 

„Den  Körpern  und  dem  Räume  der  Aufsenwelt,  dem  Wirk- 
lichen, tritt  in  unserem  Geiste  der  Raum  mit  seinen  Raum- 
körpem  und  mit  seinen  Raumgebilden  gegenüber." 

„In  synthetischer  Betrachtung  wird  der  Punkt  als  Ele- 
ment^) bezeichnet,  der  „bei  der  Erzeugung  der  Raumgebilde 
durch  Bewegung  eine  grundlegende  Rolle  spielt" 


auch  die  Flächen  und  Linien  in  der  That  Null  sind  und  also  —  insofern 
sie  auch  als  Gröfsen  aufgefafst  werden  —  Gröfsen  besondrer  Art  sind. 
Gut  ist  auch,  dafs  besonders  darauf  aufmerksam  gemacht  wird,  dafs  das 
Verschwinden  irgend  einer  Dimension  das  Nullgebilde  erzeugt,  also  bei 
dem  Körper  z.  B.  ebensogut  das  Verschwinden  der  Länge  oder  Breite, 
als  der  Dicke,  wodurch  ein  gewifser  Gegensatz,  der  sonst  leicht  mit 
diesen  Begriffen  verbunden  wird,  wegfällt. 

^)  Man  beachte  meine  Ausführungen  weiter  oben. 
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Die  Erklärungen  werden  geteilt  in  genetische  und  de- 
skriptive. Die  genetischen  können  wegen  ihrer  Übereinstim- 
mung mit  den  üblichen  Darstellungen  übergangen  werden. 

„(Deskriptive  Definition.)  Eine  Linie  ist  die  Gesamtheit 
aller  derjenigen  Funkte  des  Baumes^  welche  ein  bewegter 
Punkt  bei  seiner  Bewegung  nach  und  nach  durchläuft/^ ^) 

Analog  sind  die  deskriptiven  Betrachtungen  bei  Linie 
und  Fläche. 

Von  Literesse  ist  noch  die  Bemerkung: 

^ie  Starrheit  der  Gebilde  ist  auch  hier  (d.  h.  bei  der 
Bewegung.  D.  Y.)  durchgängig  Voraussetzung,  ebenso  die 
Widerstandslosigkeit  derselben  gegeneinander  und  in  Bezug 
auf  den  Raum/' 

„Punktkontinuum;^)  Linienkontinuum,  Flächenkontinuum/^ 


^)  Zur  Charakterisierung  des  Unterschiedes  zwischen  den  „gene- 
tischen" nnd  den  „deskriptiven*'  Definitionen  soll  auch  die  genetische 
hier  zitiert  werden:  „Wenn  ein  Punkt  seine  Lage  im  Baume  ändert, 
d.  h.  sich  nicht  etwa  nur  in  sich  selbst  dreht,  so  zeichnet  er  bei  seiner 
Bewegung  im  Baume  eine  stetige  Beihe  von  Kopieen  seiner  selbst  von 
deren  Umgebung  aus  und  erzeugt  damit  ein  Baumgebilde,  welches  Linie 
genannt  wird.** 

Die  Möglichkeit  einer  wirklichen  Bewegung  des  Punktes  wird  von 
W ernicke  offenbar  angenommen,  wie  auch  schon  aus  dem  Zusatz, 
wenn  er  sich  nicht  etwa  nur  in  sich  selbst  dreht,  hervorgeht.  Wie 
man  sich  dieses  Drehen  eines  Punktes  in  sich  selbst  zu  denken  habe, 
ist -mir  nicht  klar.  Die  beiden  Definitionen  könnte  man  auch  als  ob- 
jektive und  subjektive  bezeichnen.  Bei  der  genetischen  erzeugt  das 
Objekt  Punkt  durch  seine  Bewegung  das  Baumgebilde  Linie,  bei  der 
deskriptiven  thut  es  das  betrachtende  Subjekt  durch  Zusammenfassung 
aller  Punkte  in  einer  Gesamtheit.  In  der  That  handelt  es  sich  in  der 
Geometrie  doch  nur  um  subjektive  Bewegung  und  es  wäre  also  nur  die 
deskriptive  Definition  zu  acceptieren.  Wernicke  selbst  giebt  folgende 
Erklärungen:  „Die  Angabe  der  Art  und  Weise,  nach  welcher  bestimmte 
Banmgebilde  erzeugt  werden,  nennen  wir  genetische  Definition, 
d.  h.  wir  stellen  durch  genetische  Definition  die  Existenz  dieses  oder 
jenes  Baumgebildes  fest.'*  —  „Neben  der  genetischen  Definition,  welche 
nur  eine  besondere  Form  der  synthetischen  Definition  ist,  benutzen  wir 
auch  die  analytische  Definition,  welche  in  diesem  Gebiete  lediglich  be- 
schreibend zu  Werke  geht  und  demnach  als  deskriptive  Definition 
bezeichnet  werden  kann.** 

*i  Ausführlich  heifst  es:  „Die  Linie  tritt  jetzt  als  eine  Beihe  stetig 
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,,Man  unterscheidet  Linien,  Flächen  und  Elaumstücke  als 
einfach,  zweifach  und  dreifach  ausgedehnte  Punktkontinua/' 

,,Der  Raum  selbst  stellt  sich  demnach  als  ein  dreifach 
ausgedehntes  Punktkontinuum  oder  als  ein  zweifach 
ausgedehntes  Linienkontinuum  oder  endlich  als  ein  ein- 
fach ausgedehntes  Flächenkontinuum  dar/' 

„Der  Punkt  läfst  sich  nicht  als  Kontinuum  darstellen; 
man  bezeichnet  denselben  wohl  auch,  um  seinen  Charakter 
als  Element  hervortreten  zu  lassen,  in  Bezug  auf  die  verschie- 
denen Ärteu  der  Ausdehnung  als  das  nullfach  ausgedehnte 
Gebilde." 

„Der  Punkt  ist  das  erzeugende  Element  des  Raumes 
und  der  Raumgebilde."  ' 

Da  die  Erzeugung  in  drei  Stufen  geschieht,  so  resultiert 
die  Existenz  der  drei  Dimensionen  resp.  zweier,  resp.  einer. 

„Der  Raum  und  die  Raumgebilde  sind  Grofsen^'  (ohne 
Rücksicht  auf  Quantität  oder  Mefsbarkeit). 

An  diese  analytischen  und  synthetischen  Betrachtungen 
knüpft  sich  noch  ein  ausführliches  analytisch -synthetisches 
Kapitel. 

Der  Abschnitt  „Die  Lehre  vom  Raum  und  den  Raum- 
gebilden'^  behandelt  die  Geometrie  als  Wissenschaft.  Dann 
erst  geht  Wernicke  („entnommen  der  analytisch-synthetischen 
Betrachtung")  zur  „Euklidischen  Geometrie"  über.  Die  Axiome 
dieses  Teils  sollen  wenigstens  kurz  angegeben  werden. 

„L  „Der  Raum  ist  stetig  ausgedehnt."  (Zerlegbarkeit,  Er- 
zeugharkeit.) 

II.  „Die  Zerlegbarkeit  des  Raumes  findet  ihre  Grenzen 
erst,  wenn  man  beim  Punkt  angekommen  ist." 

III.  „Der  Punkt  läfst  sich  als  erzeugendes  Element  aller 
Raumgebilde  und  des  Raumes  selbst  benutzen." 

lY.  „Der  Raum  ist  gleichartig  gestaltet." 

V.  „Der  Raum  ist  als  Punktkontinuum  dreifach  aus- 
gedehnt (oder  tridimensional)." 

VI.  „Der  Raum  ist  in  sich  kongruent." 

aufeinander  folgender,  d.  h.  ohne  Unterbrechung  (kontinuierlich)  anein- 
ander gefügter  Punkte  auf,  als  ein  Punkt  kontinuum.** 
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VIL  „Der  Raum  ist  monodrom  gestaltet/* 
VIIL  „Der  Raum  is  unerschöpflich/' 

IX.  „Der  Raum  ist  einfach  zusammenhängend/' 

X.  „Der  Raum  ist  unbegrenzt  ausgedehnt 

Diese  Axiome  werden  zusammengefafst  in  dem  Satze: 
„Der  Raum  ist  ein  dreifach  ins  Unbegrenzte  ausgedehntes 
Punktkontinuum  von  einfachem  Zusammenhange,  in  welchem 
sich  durch  Analyse  und  Synthese  starr  bewegliche  Gebilde 
von  monodromem  Charakter  in  beliebiger  Menge  als  Grofsen 
aus  einem  Element  (Punkt)  erzeugen  lassen/' 

Durch  Aufstellung  weiterer  besondrer  Axiome  wird  dann 
die  allgemeine  Geometrie  derartig  beschränkt,  dafs  sie  in  Über- 
einstimmung gebracht  wird  mit  der  Erkenntnis  der  Aufsenwelt. 


Beckmann,  Die  geometrischen  Grundgebilde  etc.  —  Fest- 
Schrift  z.  34.  Phil.- Vers.  —  Trier. 

„Alle,  auch  die  verwickeltsten  räumlichen  Formen  (Figuren) 
können  durch  gesetzmäfsige  Aneinanderreihung,  durch  be- 
stimmte Drehungen  oder  fortschreitende  Bewegungen  dreier 
absolut  einfacher,  gewissermafsen  atomistischer  und  daher  auch 
undefinierbarer  Grundformen  oder  Elemente,  nämlich  des 
Punktes,  der  Geraden  und  der  Ebene  hergestellt  werden. 
Der  Raum  ist  ebenfalls  eine  Grundform,  aber  unbeweglich 
and  deshalb  unfähig,  zusammengesetzte  Formen,  welche  unter- 
sucht werden  können,  zu  bilden/' 

ElQgels  Wörterbuch  giebt  keine  besonderen  Erklärungen 
der  vorliegenden  Begriffe. 


L.  V.  Pfeil,  Grunerts  Archiv  49.  p.  180.  Zur  Theorie  der 
geraden  Linie. 

„Ein  nach  Länge,  Breite  und  Dicke  begrenzt  gedachter 
Raum  ist  ein  geometrischer  Körper.  Einen  Flächenraum  oder 
eine  Fläche  denkt  man  blofs  als  Länge  und  Breite,  eine  Linie 
blofs  als  Länge.  Betrachtet  man  blofs  den  Ort  eines  Dinges 
und  denkt  diesen  ohne  Länge,  Breite  und  Dicke,  so  ist  dieser 
Ort  ein  Punkt.     Ein  Punkt  nach  irgend  einer  Richtung  fort- 
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bewegt,  beschreibt  eine  Linie.  Eine  bewegte  Linie  beschreibt 
eine  Fläche  >  eine  bewegte  Fläche  einen  Körper.  Man  kaun 
also  die  Linie  als  den  Weg  eines  Punktes,  die  Fläche  als  den 
Weg  einer  Linie,  den  Körper  als  den  Weg  einer  Fläche  be- 
trachten/^ 


Arneth,  System  der  Geometrie. 

,,Die  Form,  die  Gestalt,  der  mathematische  Körper,  der 
Raum,  welchen  der  physische  Körper  einnimmt,  ist  das  aus 
der  äufseren  Wahrnehmung  durch  Abstraktion  Erhaltene,  Ge- 
gebene, Mögliche,  Denkbare ....'' 

„Eine  bestimmte  Form  wird  von  dem  übrigen  Baume 
abgegrenzt  durch  Flächen,  die  Grenzen  dieser  sind  Linien,  die 
Grenzen  der  Linien  Punkte." 

„Der  Punkt  hat  als  Grenze  der  Linie  keine  Gröfse  mehr. 
Der  Ort  im  Räume,  wo  ein  Punkt  sich  befindet  oder  gedacht 
wird,  heifst  sein  absoluter  Ort.  Wird  der  Ort  eines  Punktes 
auf  andere  gegebene  Örter  bezogen,  so  erhält  man  den  rela- 
tiven Ort  oder  die  Lage  des  Punktes.  Die  unmittelbare 
Beziehung  eines  Punktes  zu  einem  andern  wird  Richtung 
genannt." 

Nachdem  sich  Ameth  fiber  die  Dimonsiouen  ausgesprochen, 
fährt  er  fort: 

„Die  Form,  der  mathematische  Körper,  wird  individualisiert 
durch  die  Anzahl,  Beschaffenheit,  Gröfse  und  gegenseitige 
Stellung  der  begrenzenden  Flächen;  die  Fläche  durch  die  An- 
zahl, Beschaffenheit,  Gröfse  und  gegenseitige  Lage  der  be- 
grenzenden Linien;  die  Linie  durch  die  Ausdehnung  und  Be- 
schaffenheit innerhalb  ihrer  begrenzenden  Punkte."^) 


')  Setzt  man  also  einen  Körper  voraus,  der  nur  von  einer  Fläche 
begrenzt  wird,  so  kommt  es  allein  an  auf  die  Gröfse  und  Beschaffenheit 
dieser  Fläche.  Unmöglich  aber  wird  diese  Erklärung,  wenn  man  sich 
eine  unbegrenzte  Fläche  denkt,  also  z.  B.  eine  Eugelfläche.  Die  Anzahl 
der  begrenzenden  Linien  ist  null;  was  soll  man  sich  nun  in  diesem  Falle 
vorstellen  unter  dem  Ausdmcke,  die  Fläche  wird  individualisiert  durch 
die  Anzahl,  Beschaffenheit,  Gröfse  und  gegenseitige  Lage  der  begrenzen- 
den Linien? 
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Bartholomäi,^)  Gradlinige  Planimetrie.  —  Jena  1851. 
Die  Definitionen  der  Raumformen  sind: 
yyl)  Der  Körper  ist  die  Baumform,  welche  drei  Dimen- 
sionen hat. 

2)  Die  ^Fläche  ist  die  Raumform,  welche  zwei  Dimen- 
sionen hat. 

3)  Die  Linie  ist  die  Raumform,  welche  eine  Dimension  hat. 

4)  Der  Punkt  ist  die  Raumform,  welche  gar  keine  Dimen- 
sion hat.^ 

„Es  ist  nun  die  Frage,  Ton  welcher  Raumform  die  Ent- 
wicklung ausgehen  müsse.  Nach  vorstehender  Definition  4^  ist 
der  Punkt  ohne  alle  Ausdehnung,  ist  also  zwar  räumlich, 
nimmt  aber  nicht  selbst  einen  Raum  ein;  er  ist  das  Raumlose 
im  Räume,  das  absolut  räumlich  Einfache.  Daher  mufs  der 
Pankt  der  Anfang  der  Untersuchung  sein.'^^) 

1)  Abhängigkeit  der  Elemente:  „Der  Punkt  ist  räumlich 
absolut  einfach,  folglich  hat  er  keine  Elemente,  sondern  ist 
selbst  Element;  er  ist  durch  sich  selbst  vollkommen  bestimmt. 
Er  ist  eine  Stelle  im  Räume,  nicht  Raum  selbst.  Kein 
Punkt  ist  vom  andern  verschieden,  oder:  alle  Punkte  sind 
kongruent."') 

2)  Grosse:  „Der  Punkt  ist  ohne  alle  Ausdehnung,  folglich 
hat  er  keine  Grölse :  er  läfst  sich  rücksichtlich  der  Grofse  nicht 
mit  einem  andern  Punkte  vergleichen.^' 


')  Bartholomäi  teilt  seine  BetrachtuDgen  immer  ein  nach  folgenden 
Geflichtepunkten:  1)  Abhängigkeit  der  Elemente;  2)  Giöfse;  3)  Form; 
4)  Lage. 

')  Wie  ich  am  Anfang  dieses  Kapitels  nachgewiesen  habe  —  und 
worauf  schon  an  verschiedenen  Stellen  im  Verlauf  der  kritischen  Unter- 
sachnngen  hingewiesen  worden,  —  sind  Flächen  und  Linien  ebensogut 
ranmlos  als  der  Punkt;  sie  nehmen  in  der  That  keinen  Teil  des  Raumes 
ein  und  daraus,  dafs  der  Punkt  keinen  Raum  einnehme,  darf  die  Be- 
rech tigang,  ihn  an  die  Spitze  zu  stellen,  nicht  gezogen  werden.  Dafs 
der  Begriff  Punkt  unter  den  raumlosen  Gebilden  wieder  eine  besondere 
Stellung  einnimmt,  die  zu  der  fraglichen  Bevorzugung  berechtigt,  mufs 
aua  andern  Gründen  abgeleitet  werden. 

^  Da  Gröfse  und  Gestalt  nicht  in  Betracht  kommen  können,  so 
handelt  es  sich  nur  um  Verschiedenheit  der  Lage  bei  verschiedenen 
Punkten.    Man  vergl.  die  beiden  folgenden  Sätze  des  Textes. 

Schotten,  der  planimetr.  Uuteniobt.  16 
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3)  Form:  ,;Da  der  Punkt  ohne  alle  Ausdehnung  ist,  so  ist 
er  gestaltlos,  d.  h.  alle  Punkte  sind  ähnlich."^) 

4)  Lage:  „Liegen  mehrere  Punkte  aufsereinander,  so  kann 
blofs  von  der  Ordnung,  in  welcher  sie  aufgefafst  werden  sollen 
oder  können,  die  Rede  sein.  Die  ganze  Frage  wird  durch  die 
Eombinationsoperationen  und  Eombinationszahlen  beherrscht. 
Die  ersteren  sind  logisch,  die  letzteren  mathematisch/' 


Boy  mann,  Lehrbuch  der  Mathematik.  L  Geometrie  der 
Ebene.2)  —  Köln  und  Neufs  1877. 

Es  wird  vom  Körper  ausgegangen  und  vermittelst  Grenz- 
betrachtungen werden  die  Begriffe  von  Fläche,  Linie  und  Punkt 
gewonnen. 

„Der  Punkt  dient  zur  völligen  Bestimmung  eines  Ortes 
im  Räume." 

„Obgleich  hiernach  einleuchtet,  dafs  die  Fläche,  die  Linie, 
der  Punkt  nur  am  Körper  vorkommen,  so  kann  und  mufs 
man  sich  dieselben  doch  auch  abgesondert  vom  Körper  vor- 
stellen".^ 

Alsdann  wird  der  umgekehrte  Weg  eingeschlagen  und  die 
Erzeugung  der  Gebilde  durch  Bewegung  beschrieben.  Es  heifst 
schliefslich: 

„Zur  Vorstellung  des  geometrischen  Körpers  gelangt 
man  mit  Hilfe  des  physischen  Körpers,  indem  man  bei 
diesem  von  dem  Stoffe,  aus  dem  er  besteht,  absieht.  Denn 
der  geometrische  Körper  hat  wie  der  physische  Körper  Aus- 
dehnung, Grenze,  Gestalt;  er  unterscheidet  sich  aber  von 
demselben  dadurch,  dafs  er  nicht,  wie  dieser,  aus  irgend  einem 
Stoffe  besteht." 


')  Etwas,  was  keine  Gestalt  hat,  kann  nicht  einem  andern  ähnlich 
sein;  denn  was  heifst  ähnlich  sein  anders,  als  dieselbe  Gestalt  haben. 
Der  Satz  würde  also  mit  andern  Worten  lauten:  Die  gestaltlosen  Punkte 
haben  dieselbe  Gestalt. 

«)  Besprochen  in  H.  Z.  IX.  p.  209—210. 

')  Wenn  man  das  nur  könnte;  später  giebt  Bcymaun  an,  wie  man 
zur  Vorstellung  des  geometrischen  Körpers  gelange,  nicht  aber,  wie  zu 
derjenigen  der  Raumgcbilde.  Daraus  geht  hervor,  dafs  auch  Boymanu 
die  Vorstellung  dieser  Raumgebilde  für  nicht  möglich  hält. 
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Bretscheider,  Lehrgebäude  der  niederen  Geometrie.  — 
Jena  1844. 

yy Jeder  Form  kommen  die  drei  Ausdehnungen  (Länge, 
Breite,  Dicke)  oder  Abmessungen  (Dimensionen)  zu.  Es  ist 
indessen  nicht  nötig,  an  einer  Form  immer  alle  drei  Abmes- 
sungen zugleich  zu  betrachten;  man  kann  vielmehr  auch  bloi^ 
zwei  und  selbst  nur  eine  derselben  in  Untersuchung  nehmen. 
Dadurch  entstehen  dei  verschiedene  Gattungen  geometrischer 
Gegenstände,  nämlich  1)  solche,  die  blofs  eine  Abmessung 
besitzen,  sie  werden  Linien  und  ihre  Abmessung  Länge  ge- 
nannt; 2)  solche,  die  zwei  Abmessungen  haben,  sie  heifsen 
Flächen  und  ihre  Abmessungen  Länge  und  Breite;  und 
3)  solche,  denen  alle  drei  Abmessungen  zukommen  imd  die 
man  mit  dem  Namen  Räume  bezeichnet.  Linien,  Flächen 
und  Bäume  werden  imter  der  allgemeinen  Benennung  geo- 
metrische Grofsen  zusammengefafsf  ^) 

„Linien,  Flächen  und  Räume  kann  man  sich  als  ohne 
Aufhören  fortgehend  denken,  oder  sich  auch  vorstellen,  dafs 
irgend  ein  Teil  derselben  auf  bestimmte  Weise  von  dem  übrigen 
Ganzen  abgeschieden  sei;  im  ersten  Falle  nennt  man  sie  un- 
begrenzt, im  zweiten  begrenzt.  Da  aber  die  Grenze  einer 
geometrischen  Gröfse  kein  Bestandtteil  der  letzteren  selbst 
sein  darf,  so  mufs  sie  immer  eine  Abmessung  weniger  haben, 
als  die  Gröfse,  welche  von  ihr  begrenzt  wird." 

„Die  Grenze  einer  Linie  dagegen  ist  ein  räumlicher  Gegen- 
stand, der  gar  keine  Abmessung  besitzen  kann,  sondern  blofs 
den  Ort  im  Räume  bezeichnen  darf,  wo  die  begrenzte  Linie 
aufhört.  Jede  bestimmte  Stelle  im  Räume  aber,  wenn  sie  als 
solche  bezeichnet  werden  soll,  wird  ein  Punkt  genannt." 


Grelle,  Über  Parallelen-Theorien  etc.  —  Berlin  1816. 

„Ein  nach  allen  Seiten  ausgedehnter  Raum  heifst  körper- 
licher Raum.  Eine  Grenze,  in  welcher  ein  körperlicher 
Raum  an  einen  andern  stöfst,  heifst  Fläche.     Eine  Grenze, 


*)  Die  umgekehrte  Anordnung  der  Raumgebilde  wäre  nach  den  ein- 
leitenden Sätzen  doch  viel  natürlicher  gewesen. 

16* 
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in  welcher  ein  FlächeDraum  an  eiDen  andern  stöfst^  heifst 
Linie.  Eine  Grenze^  in  welcher  ein  Linienraum  an  einen 
andern  stofst,  heifst  Punkt/' 

Hierzu  giebt  Grelle  folgende  wichtige  Erläuterungen:^) 

^,Die  Fläche  ist  nicht  in  die  körperlichen  Räume  ausge- 
dehnt;  die  sie  sondert,  weil  diese  körperlichen  Räume  als  Teile 
einer  stetigen  Gröfse  ohne  Zwischenraum  aneinander  liegen. 
Aber  auch  in  keinen  andren  körperlichen  Raum,  weil  sie  an 
keinem  andern  liegt.  Die  Fläche  ist  also  überhaupt  als  körper- 
licher Raum  nicht  ausgedehnt.'' (!) 

Analog  wird  ausgeführt,  dafs  auch  Linie  und  Punkt  als 
körperlicher  Raum  nicht  ausgedehnt  sind;  ausdrücklich  hebt 
Grelle  dann  weiter  hervor,  dafs,  wo  Flächen,  Linien  und  Punkte 
sind,  auch  körperliche  Räume  sind,  weil  die  Grenze  nicht  da 
ist  ohne  das  Begrenzte.     Es  heifst  weiter: 

„Da  der  Punkt  nicht  als  Linien-,  Flächen-  oder  körperlicher 
Raum  ausgedehnt  ist,  so  ist  er  gar  nicht  ausgedehnt  Der 
Punkt  ist  also  das  Unteilbare.  Er  ist  kein  Raum,'  sondern 
nur  ein  Ort  im  Räume." 

„Da  ein  Punkt  kein  Raum  ist  und  folglich  keine  Grenzen 
hat,  so  unterscheidet  sich  ein  Punkt  durch  nichts*)  von  einem 
andern  Punkte." 

J.  0.  Becker,  Abhandlungen  aus  den  Grenzgebieten  der 
Mathematik  und  Philosophie.  IIL  Über  die  GrundbegriflFe^)  etc. 

^)  Man  vergl.  meine  Ausführungen  über  die  Ranmgebilde. 

')  Als  durch  die  Lage.  —  Die  erklärenden  Worte,  die  eich  für  Punkt 
fast  von  allen  angeführt  finden,  Ort,  Stelle  sind  —  wie  nochmalB  ans- 
drücklich  hervorgehoben  sein  möge  —  nicht  etwa  Erklärungen  (De- 
finitionen) des  Punktes,  sondern  nur  andere  Namen;  sie  besitzen  jedoch 
erläuternden  Wert. 

8)  Besprochen  in  Schi.  Z.  XV,  98  und  ausführlich  in  H.  Z.  III,  p. 
466—473.  —  Sex  tu  8  Empiricus  schliefst  seine  Rezension  (die  letztere) 
trotz  mannigfacher  Bedenken,  die  er  geäufsert  hat,  mit  den  Worten: 
„Diese  Abhandlung  scheint  Referent  als  die  wichtigste,  lehrreichste  und 
darum  lesens-  und  empfehlenswerteste.  Sie  nötigt  zweifelsohne  den- 
jenigen, der  mit  dem  ernsten  Willen,  über  geometrische  Grundbegriflfe 
klar  zu  werden,  an  sie  herantritt,  zum  tieferen  Nachdenken  und  dürfte 
vorzüglich  geeignet  sein  zur  Neubildung  oder  Befestigung  geometrischer 
Grundbegriffe." 
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„Wie  wir  uns  des  Raumes  erst  mit  der  Einwirkung  äufserer 
Objekte  auf  unsere  Sinne  als  des  Ortes ;  wo  wir  die  Ursache 
dieser  Einwirkungen  suchen,  bewufst  werden,  so  gelangen  wir 
auch  erst  durch  die  Wahrnehmung  wirklicher  Objekte  zu  der 
Vorstellung  reiner  Raumgebilde,  indem  wir  von  allen  empiri- 
i'chen  Daten  derselben  abstrahieren.  Nur  durch  Abstraktion 
aus  wirklichen  Körpern  erhalten  wir  succesive  die 
Vorstellung  von  mathematischen  Körpern,  Flächen, 
Linien  und  Punkten.  Obwohl  durch  Abstraktion  erhalten, 
so  sind  diese  Vorstellungen  doch  noch  anschauliche  Vor- 
stellungen.^) Was  wir  aus  einem  angeschauten  physischen 
Körper  als  mathematischen  Körper  übrig  behalten,  nachdem 
wir  Ton  allem,  was  unsere  Sinne  an  ihm  wahrgenommen,  ab- 
strahiert haben,  ist  gerade  das,  wovon  nicht  abstrahiert  werden 
darf,  ohne  dafs  das  übrig  bleibende  aufhört,  Anschauung  zu 
sein:  denn  jeder  Körper  mufs  notwendig  raumerfüllend  vor- 
gestellt werden.  Dieser  vom  Körper  gerade  eingenommene 
Raum  wird  aber  nicht  selbst  als  mathematischer  Körper  fest- 
gehalten, sondern  das  Bild,  das  wir  von  diesem  Räume  er- 
halten, die  räumliche  Gestalt,  die  wir  nicht  blofs  hier, 
sondern  an  jeder  beliebigen  anderen  Stelle  des  Raumes,  die 
wir  ebensogut  als  bewegt  d.  h.  ihre  Stelle  ändernd,  wie  als 
ruhend  uns  vorstellen  können:  „Ein  mathematischer 
Körper  ist  nicht  ein  begrenzter  Raum,  sondern  das 
Bild  eines  begrenzten  Raumes/'  Durch  weitere  Ab- 
straktion gewinnen  wir  in  der  Oberfläche  des  Körpers  oder 
in  einem  beliebigen  Teile  derselben  die  immer  noch  anschau- 
liche Vorstellung  einer  Fläche.  Anschaulich  für  sich  allein 
ist  dieselbe  aber  nur,  insofern  sie  eine  Gestalt  hat,  ein  Bild 
ist:   eine  Fläche  erscheint  in  jedem  Momente,   wo  sie 


')  Wie  aus  meinen  früheren  Anseinanderbetzungen  hervorgeht,  be- 
finde ich  mich  hier  nicht  in  Einklang  mit  dem  berühmten  Verfasser. 
Ich  kann  durchaus  die  Baumgebilde  Flächen,  Linien  und  Punkte  nicht 
für  anBchauliche  Vorstellungen  halten,  sondern  erkläre  sie  für  Vorstel- 
lungen unseres  Denkens  d«  h.  für  Begriffe.  —  Übrigens  geht  Becker  an 
einer  andern  Stelle  (in  derselben  Abhandlung)  auf  diese  Frage  näher  ein 
nnd  kämpft  selbst  gegen  die  Auffassung,  als  wenn  die  Raumgebilde  (anfser 
Körper)  für  sich  betrachtet  anschauliche  Vorstellungen  wären. 
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anschaulich  vor  uns  steht,  als  Trennungsstelle  zweier 
Räume;  als  Gegenstand  der  Mathematik  i8.t  sie  jedoch 
meist  nicht  diese  Stelle,  sondern  das  Bild  dieser 
Stelle.     Auch  kann  man  sie  auffassen  als  Grenze.... 

Dasselbe  gilt  von  der  Linie^  wenn  man  sie  als  Bild  der 
Grenze  einer  Fläche  oder  als  Bild  der  Trennungsstelle  zweier 
Flächenteile,  oder  als  Begrenzung  oder  Teilstelle  eines  Flächen- 
bildes auffafst.  Der  Punkt  endlich  ist  nur  noch  als  Begren- 
zung oder  als  Teilstelle  einer  Linie  oder  als  Spitze  an  einer 
Fläche,  nicht  mehr  fQr  sich  allein  anschaulich  vorstellbar,  da 
er  keine  Gestalt  hat.'^ 

Bei  allen  drei  Raumgebilden  macht  Becker  darauf  auf- 
merksam, dafs  sie  ebenso  gut  im  Zustand  der  Ruhe,  als  in 
demjenigen  der  Bewegung  aufgefafst  werden  können.  „Aller- 
dings ist  die  Bewegung  eines  Raumgebildes,  wie  dieses  selbst, 
eine  blofs  eingebildete."^) 

„Die  Objekte  der  Geometrie,  die  reinen  Raumge- 
bilde werden  aber  im  Räume  nur  angetroffen,  inso- 
fern man  sie  entweder  durch  Abstraktion  aus  wirk- 
lichen Objekten  übrig  behält,  oder  insofern^  man  sie 
selbst  erst  erzeugt/* 

„Dadurch,  dafs  wir  räumliche  Gestalten  ihren  Ort  im 
Räume  stetig  ändernd  uns  vorstellen  können,  ist  es  allein 
uns  möglich,  selbständig  neue  Raumgebilde  zu  erzeugen.  Denn 
ein  neues  Raumgebilde  entsteht  vor  unserem  inneren  Auge, 
indem  wir  ein  anderes  bereits  bekanntes  im  Zustande  der  Be- 
wegung uns  vorstellen,  und  dabei  die  Bahn  dieser  Bewegung 
verfolgen.  Denken  wir  uns  einen  Punkt  bewegt,  so  erhalten 
wir  in  seiner  Bahn  die  Vorstellung  einer  Linie,  und  aus  der 
gedachten  Bewegung  einer  Linie  geht  das  Bild  einer  Fläche 
hervor  etc.*' 

,Jnsofern   also  unter  Körper,   Flächen   und  Linien   nicht 


*)  Man  vergl.  den  Artikel  „Bewegung**  nnd  die  kurzen  Bemerkungen 
über  Bewegung  weiter  oben.  —  Beckers  Ausdruck,  dafs  die  Bewegtiog 
nur  etwas  Eingebildetes  sei,  scheint  sich  zu  decken  mit  meiner  Ansiebt, 
dafs  die  Bewegung  nur  als  eine  Zuthat  des  betrachtenden  Subjektes 
aufzufassen,  dafs  sie  nicht  objektiv  wirklich,  sondern  nur  im  Denken 
vorhanden. 
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Teile  des  Raumes  oder  Stellen  in  demselben^  sondern  die 
Bilder,  d.  h.  die  anschaulichen  Vorstellungen,  welche  wir  von 
ihnen  haben,  verstanden  werden,  können  dieselben  wirklich 
durch  Bewegung  anderer  Raumyorstellungen  erzeugt  werden/' 

Becker  widerlegt  alsdann  Treudelenburg,  der  vom  Punkt 
—  den  er  einfach  setzt  —  ausgeht  und  durch  die  Annahme, 
dafs  die  Bewegung  das  erste  in  unserem  Bewufstsein  sei,  zu 
^^sonderbaren  Ideen"  gekommen  ist,  die  „eine  heillose  Verwir- 
rung der  BegriflFe  angerichtet  haben."  Auf  Trendelenburgs 
AusfQhrungen  muTs  bei  der  Behandlung  des  Begriffs  Bewegung 
noch  näher  eingegangen  werden.  —  Auch  gegen  Prof.  Wolf 
in  Zürich  polemisiert  Becker,  der,  allerdings  auch  ganz  im 
Gegensatze  zu  meinen  Ausführungen,  folgendes  in  seinem  Hand- 
buche sagt:  „Früher  stellte  man  gewöhnlich  den  Begriff  der 
dreifachen  Ausdehnung  an  die  Spitze  der  Geometrie  und  stieg 
davon  durch  Zerlegen  zu  dem  Punkte  hinab";  es  geht  daraus 
hervor,  dafs  Wolf  mit  dem  Punkte  beginnt.  Becker  schliefst 
seine  Zurückweisung  dieses  Verfahrens  mit  den  Worten:  „Man 
geht  aber  auch  nicht  Wom  Begriff  der  dreifachen  Ausdeh- 
nung', sondern  von  der  anschaulichen  Vorstellung  des  Raumes 
und  seiner  Teile  aus,  um  von  ihnen  zu  dem  durchaus  nicht 
von  selbst  klaren  Begriff  des  Punktes  zu  gelangen.  Hat  man 
diesen  aber  einmal  gewonnen,  so  ist  es  allerdings  das  Ein- 
fachere und  es  läfst  sich  nichts  dagegen  einwenden,  wenn  man 
nun  wieder  umgekehrt  von  ihm  aus  zu  dem  weniger  einfachen 
stetig  fortschreitet." 

Der  Schlufs  der  Abhandlung  beschäftigt  sich  noch  ein- 
mal mit  den  Riemann-Helmholtzschen  Untersuchungen. 


J.  B.  Sturm,   Die  Grundanschauungen   der  Mathematik. 

„Reale  Einheiten  sind  die  geometrischen  Gebilde.  In 
ihnen  treten  die  unterständlichen  Einse  nicht  so  klar  hervor, 
als  in  den  idealen,  aber  sie  sind  vorhanden,  jedoch  nur  idea- 
liter.  Der  Geist  zerlegt  nämlich  das  geometrische  Gebilde  in 
Punkte;  aber  diese  Zerlegung  ist  keine  reale,  oder  eine  solche, 
nach  welcher  z.  B.  ein  Dreieck  in  Stücke  geteilt  wird,  sondern 
nur  eine  ideale,  und  eine  im  Geiste  vollzogene.     Wenn  auch 
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die  Punkte  nicht  gezahlt  werden  können,  ihre  Summe  ist  rea- 
liter vorhanden,^)  sie  besteht  nämlich  in  dem  geometrischen 
Gebilde  selbst.  Diese  ideale  Zerlegung  der  geometrischen 
Gebilde  ist  es,  welche  direkt  ihre  Gleichheit  und  die  Be- 
dingungen dieser  aufzeigt.  Dasjenige,  welches  die  mehreren 
Punkte  fafst,  ist  das  grofsere.  Unter  Grösse  eines  geometri- 
schen Gebildes  ist  also  der  Umfang  seines  Ausgedehntseins 
zu  verstehen." 

,,Die  Linien,  Flächen  können  aber  auch  zu  Flächen, 
Körpern  zusammengesetzt  werden.'^ 

„Raum  und  Zeit  entstehen  nicht  aus  der  Bewegung;  diese 
setzt  vielmehr  Raum  und  Zeit  voraus Allein  die  Er- 
kenntnis des  Räumlichen  und  die  Erkenntnis  des  Punktes 
existieren  zumal;  mit  der  Vorstellung  des  Ausgedehntseins 
nach  drei  Richtungen  ist  die  des  Punktes  unmittelbar  ver- 
bunden; ebenso  die  der  Linie,  ^)  denn  Linie  ist  nichts  anderes 
als  Richtung.  Wie  kann  man  also  sagen,  dafs  durch  die  Be- 
wegung eines  Punktes  die  Linie  entstehe?  Zudem  ist  mit  dem 
Begriffe  der  Bewegung  ein  wohin  verbunden;  dieses  wohin  ist 
aber  nicht  denkbar  ohne  Raum." 


Schmitz-Dumont,  Die  mathematischen  Elemente  der  Er- 
kenntnistheorie etc. 

„Eine  ]Q}lementarsetzung  im  Nebeneinander  in  dem  Sinne, 
dafs  sie  weiter  keine  Bestimmung  enthalten  soll,  als  den  all- 
gemeinen absolut  einfachen  Akt  des  Setzens,  heifst  in  der 
geometrischen  Sprache  Punkt.  Wir  klassifizieren  einen  Sinnes- 
eindruck nach  diesem  Begriffe,  wenn  er  ein  absolut  ein- 
facher ist.  Der  Punkt  ist  deshalb  ebenso  Grenze  eines  jeden 
geometrischen  Gebildes,  wie  die  Einheit  Grenze  einer  jeden 
arithmetischen  Form,  und  die  Null  Grenze  eines  jeden  arith- 
metischen Inhaltes.  Zwei  Punkte  nebeneinander  ohne  Zwischen- 
raum   ist    deshalb   ein    Widerspruch;    es    wäre   ein   Nichts, 


')  Damit  stellt  Sturm  sich  auf  den  Standpunkt,  den  Punkt  als 
etwas  Ausgedehntes  zu  fassen,  sonst  könnte  die  Summe  von  Punkten 
nicht  realiter  als  Linie  existieren. 

')  D.  h.  doch  nur  der  geraden  Linie. 
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welches  trotz  seiner  Nicht-Existenz  zwei  wirkliche  Grenzen 
hätte.^*) 

yyEbenso wenig  wie  die  Eins  eine  Zahl,')  die  Null  eine 
Quantität,  kann  der  Punkt  ein  geometrisches  Element^)  ge- 
nannt werden;  er  ist  lediglich  Grenzbestimmung  und  kann  nie 
etwas  anderes  werden/' 

^^Geometrischen  Körper  nennen  wir  das  Gebilde,  welches 
durch  die  Wechselwirkung  dreier  einfacher  Ausdehnungen  ent- 
steht, also  eine  Funktion  aus  drei  Bestimmungen  der  Aus- 
dehnung.**  

Beez,^)  Über  Euklidische  und  Nicht-Euklidische  Geometrie. 
—  Plauen  i.  V. 

„An  der  Spitze  der  Euklidischen  Geometrie  steht  die  Er- 
klärung: Ein  Punkt  ist,  was  keine  Teile  hat.  Bei  dieser  De- 
finition, wie  auch  bei  einigen  anderen  vermissen  wir  vor  allen 
Dingen  die  Angabe  des  allgemeinen  Begriffs,  unter  welchem 
der  speziellere  Begriff  „Punkt''  zu  subsummieren  ist.  Wir  er- 
fahren nicht,  in  welcher  Beziehung  der  Punkt,  der  doch  Gegen- 
stand der  Raumlehre  sein  soll,  zum  Räume  steht,  ob  er  über- 
haupt etwas  Räumliches  ist.  Mit  demselben  Rechte  liefse  sich 
auch  die  ,,Null"  oder  die  „Eins"  der  Algebra,  das  „Jetzt"  in 
der  Zeit  oder  ein  beliebiger  anderer  Zeitpunkt,  ja  jeder  ab- 
strakte Begriff,  der  sich  nicht  in  Teile  zerlegen  läfst,  als  etwas 
definieren,  was  keine  Teile  hat.  Diesen  Fehler  haben  spätere 
Geometer  —  aber  offenbar  nicht  im  Sinne  Euklids  —  dadurch 
zu  verbessern  gesucht,  dafs  sie  definieren:  Der  Punkt  ist  ein 
Ort  oder  eine  Stelle  im  Räume,  die  keine  Ausdehnung  hat. 
Dann  konnte  man  auch  eine  Linie,  eine  Fläche,  einen  Körper 
als  eine  Stelle  im  Räume  erklären,  welche  bezüglich  eine,  zwei 

')  Man  vergleiche  den  Artikel  „Abstand^V  Wird  der  Begriff  „Ab- 
Btand'*  als  ein  a  priori  gegebener  ausdrücklich  in  die  Geometrie  eiuge- 
fahrt,  80  werden  sich  derartige  UntersnchnngeD ,  wie  die  vorliegende, 
unendlich  einfacher  gestalten. 

')  Man  wird  mit  Recht  fragen,  was  denn  die  Eins  sei,  wenn  nicht 
eine  Zahl 

*)  Geometrisches  Element,  sehr  wohl,  ~  aber  niemals  Banmelement. 

*)  Man  vergl.  anch  Beez,  Die  Elemente  der  Geometrie;  besprochen 
in  Schi.  Z.  XIV,  46. 
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oder  drei  Abmessungeu  besitzt.  Der  Punkt  kann  wohl,  wie 
jedes  andere  Raumgebilde,  eine  Stelle  im  Räume  einnehmen, 
ist  aber  nicht  identisch  mit  dieser  Stelle,  da  er  sich  fortbe- 
wegen kann,  während  die  Stelle  bleibt.^)  Wollte  man  aber 
trotzdem  diese  Definition  beibehalten  oder  auch  zugeben,  der 
Punkt  sei  ein  Raumgebilde  —  nicht  Raumgröfse  —  welches 
keine  Ausdehnung  besitzt,  so  würde  man  doch  immer  die  Vor- 
stellung des  Raumes  neben  der  des  Punktes  im  Räume  ein- 
führen, also  den  Aufbau  der  Geometrie  an  beiden  entgegen- 
gesetzten Enden  Punkt  und  Raum  gleichzeitig  beginnen,  während 
sich  doch  zeigen  läfst,  dafs  die  Vorstellung  des  letzteren  allein 
hierzu  ausreicht.  Dafs  aber  die  Verbesserung  der  Euklidischen 
Definition  nicht  im  Sinne  Euklids  liegt,  glaube  ich  aus  folgen- 
den Gründen  annehmen  zu  müssen.  Euklid  kennt  blofs  Punkte, 
Linien,  Flächen,  Körper.  Der  Raum,  in  welchem  dieselben 
existieren,  ist  ihm  als  Vorstellung  unbekannt,  er  besieht  für 
ihn  blofs  als  Möglichkeit,  Konstruktionen  ausführen  zu  können. 
Nun  ist  der  Punkt  von  den  genannten  vier  Dingen  das  ein- 
fachste, eine  ^ovccgy  etwas  Ursprüngliches,  Unteilbares  und 
deshalb  erscheint  es  ihm,  dem  Schüler  Piatos,  als  das  Wich- 
tigste. Hiermit  steht  auch  die  Auffafsung  seines  Kommentators 
Proclus,  der  eine  lange  Auseinandersetzung  zu  der  ersten  De- 
finition Euklids  gegeben  hat,  im  Einklang. 

„Er  schreibt:  „Dafs  in  Bezug  auf  den  Übergang  vom 
Zusammengesetzten  zum  Einfachen  der  Geometer  vom  drei- 
fach Ausgedehnten  zur  Grenze  desselben,  zur  Fläche,  von 
dieser  Fläche  zu  ihrer  Grenze,  der  Linie,  von  der  Linie  zu 
dem  jeglicher  Ausdehnung  entbehrenden  Punkt  gelangt,  ist 
oft  gesagt  worden  und  allgemein  bekannt.  Da  aber  diese 
Grenzen  wegen  ihrer  Einfachheit  oft  wichtiger  erscheinen  als 
die  Natur  des  Zusammengesetzten,  oft  aber  auch,  wenn  sie 
ihre  Existenz  dem  verdanken,  was  von  ihnen  begrenzt  wird, 
etwas  Zufälligem  gleichen,  so  ist  in  beiden  Fällen  festzustellen, 

^)  Ich  halte  Punkt  nnd  Stelle  (oder  Ort)  nur  für  zwei  verschiedene 
BezeichnuDgen  desselben  Begriffs;  allerdings  nehme  ich  auch  die  that- 
sächliche  Bewegungslosigkeit  des  Punktes  an,  würde  also  hier  folgern 
müssen:  Punkt  und  Stelle  sind  identisch,  daher  der  Punkt  sich  auch 
nicht  bewegen  kann. 
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in  welchen  Arten  des  Seienden  das  Eine  oder  das  Andere  er- 
kannt wird/'  Er  führt  nun  weiter  aus,  dafs  in  nichtmate- 
riellen Dingen  das  Einfache  wichtiger  sei  als  das  Zusammen- 
gesetzte ...  —  In  materiellen  Dingen  dagegen  sei  das  Zu- 
sammengesetzte wichtiger  als  das  Einfache  ...  —  Es  mögen 
diese  Ausführungen  genügen,  um  zu  zeigen,  dafs  Euklid  als 
Platoniker  notwendig  beim  Punkte  beginnen  und  von  ihm  aus 
die  Raumgebilde  entwickeln  mufste,  freilich  ohne  sich  bewufst 
zu  werden,  dafs  er  doch  immer  den  dreidimensionalen  Raum 
stillschweigend  postulierte.  Daher  mifslingen  ihm  auch  die 
Definitionen  der  Linie  und  Fläche,  da  er  vden  allgemeinen 
Begriff  Raumgröfse  nicht  kennt.  Eine  Linie  ist  nach  ihm 
;^eine  Länge  ohne  Breite''  und  eine  Fläche,  was  ,^Länge  und 
Breite  hat",  als  ob  Länge  und  Breite  ursprüngliche,  einfache 
Begriffe  wären  und  nicht  vielmehr  erst  durch  Abstraktion  aus 
dem  flächenhaften  Wahmehmungsbild  unserer  Gesichtsempfin- 
dung oder  aus  der  Vorstellung  des  festen  Körpers,  die 
wir  durch  Kombination  von  Gesichts-  und  Tastempfindungen 
erhalten,  abgeleitet  würden.  Die  dritte  Erklärung:  „Das 
Äulserste  einer  Linie  sind  Punkte"  und  die  sechste:  „Das 
Äufserste  einer  Fläche  sind  Linien"  stellen  den  erfahrungs- 
gemäfsen  Zusammenhang  des  Punktes  mit  der  Linie  und  der 
Linie  mit  der  Fläche  fest/' 

Nachdem  Beez  dann  noch  die  Gerade  und  die  Ebene  be- 
sprochen, Ausführungen,  die  an  andrer  Stelle  zitiert  werden, 
schliefst  er  folgendermafsen: 

„Durch  die  vorstehenden  Betrachtungen  glaube  ich  zu 
dem  Schlufs  berechtigt  zu  sein,  dafs  man  bei  der  Begründung 
der  Geometrie  nicht  vom  Punkt,  sondern  vom  Körper  ausgehen 
müsse,^)  an  dem  wir  ja  überhaupt  unsere  Raumvorstellung 
zuerst  erlernt  haben  und  ohne  den  wir  vermutlich  dieselbe 
gar  nicht  oder  wenigstens  nicht  in  gleicher  Deutlichkeit  be- 
sälsen.^'  ^ 

Grelle,  Lehrbuch  der  Elemente.  —  Berlin  1826. 


^)  Dais  ich  in  dieser  Frage  mit  Beez  yollBiändig  übereiDstimme, 
geht  zwar  ans  meinen  früheren  Ausführungen  hervor,  soll  aber  anch 
hier  noch  einmal  ansdrücklich  betont  werden. 
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p.  1.  „Die  Grenzen  von  Räumen  heifsen  Flächen.  Ein 
begrenzter  Raum  heilst  körperlicher  Raum  zum  Unter- 
schiede von  dem  Räume  überhaupt,  in  welchem  sich  be- 
grenzte Räume  befinden.  Die  begrenzenden  Flächen  heifsen 
auch  Flächenräume. 

Die  Durchschnitte  von  Flächen,  welche  also  Teile  der 
Flächen  begrenzen,  heifsen  Linien. 

Die  Durchschnitte  von  Linien,  welche  nun  Teile  der  Linien 
begrenzen,  heifsen  Punkte. 

Flächen  sind  daher  Grenzen  körperlicher  Räume,  Linien 
sind  Grenzen  von  Flächen,  und  Punkte  Grenzen  von  Linien, 
und  so,  wie  man  aus  dem  unbegrenzten  Räume  beliebige 
körperliche  Räume  absondern  und  weiter  in  dieselben  beliebige 
Flächen  legen  kann,  so  kann  man  in  Flächen-Räume  beliebige 
Linien  und  in  Linien  beliebige  Punkte  legen. 

Von  Flächen  begrenzte  körperliche  Räume,  und  von  Linien 
begrenzte  Flächen-Räume  heifsen  auch  Figuren,  auch  wohl 
blofs  letztere  Figuren,  erstere,  abgekürzt,  Körper. 

Je  nachdem  die  Flächen,  welche  Körper,  oder  die  Linien, 
welche  Flächen,  oder  die  Punkte,  welche  Linien  begrenzen, 
mehr  oder  weniger  Raum  einschliefsen,  sind  die  Körper,  Flächen, 
Linien  gröfser  oder  kleiner.  Die  Gröfse  der  Körper,  Flächen 
und  Linien  in  diesem  Sinne  heifst  Ausdehnung.^) 

Da  sich  Linien  nicht  in  die  Flächen,  die  sie  begrenzen, 
sondern  nur  in  sich  ausdehnen,  so  haben  sie  nur  eine  Aus- 
dehnung. Diese  eine  Ausdehnung  heifst  Länge.  Flächen 
dehnen  sich  nicht  in  die  körperlichen  Räume  aus,  die  sie  be- 
grenzen, wohl  aber  neben  beliebige  Linien,  die  man  in  sie 
legen  kann.  Diese  zweifache  Ausdehnung  wird  bezeichnet, 
wenn  man  sagt:  Flächen  dehnen  sich  in  die  Länge  und  in 
die  Breite  aus.  Körper  dehnen  sich  auch  neben  beliebige 
Flächen  aus,  die  man  in  sie  legen  kann.  Deshalb  sagt  man, 
sie  dehnen  sich  in  die  Länge,  in  die  Breite  und  in  die 
Höhe  aus.     Die  Ausdehnung  der  Körper  und  Flächen  über- 


')  Hier  ist  der  Ausdruck,  dafs  Pankte  auf  einer  Linie,  oder  Linien 
auf  einer  Fläche  Baum  einschliefsen,  zu  beanstanden,  denn  weder  Flächen 
noch  Linien  nehmen  überhaupt  Kaum  ein,  also  auch  nicht  Teile  von  ihnen. 
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haupt  heifst  auch  Inhalt,  auch  wohl  bei  Körpern  insbesondere; 
zum  unterschiede,  Volumen. 

Die  verschiedenen  Arten  der  Ausdehnung  in  die  Lange^ 
Breite  und  Hohe  heifsen  Abmessungen.  Die  Körper  haben 
also  drei  Abmessungen,  die  Flächen  zwei  und  die  Linien  eine. 

Da  gleich  grofse  Körper,  Flächen  und  Linien  verschiedene 
Gestalt  und  gleichgestaltete  Körper,  Flächen  und  Linien 
verschiedene  Grofse  haben  können,  so  kommt  es  nicht  auf 
die  Ausdehnung  oder  Grofse  der  Körper,  Flächen  und  Linien 
allein  an,  sondern  auch  auf  ihre  Gestalt'^^) 


Francoeur,  Vollständiger  Lehrkursus  der  reinen  Mathe- 
matik etc.  —  Bern,  Chur  und  Leipzig  1839.   I,  3. 

„Jeder  Körper  hat  drei  Abmessungen  oder  Dimen- 
sionen, welche  man  mit  den  N^men  Länge,  Breite,  Höhe 
(Dicke  oder  Tiefe)  bezeichnet.  Die  Grenzen  eines  Körpers, 
die  ihn  vom  unendlichen  Räume  unterscheiden  und  ohne  die 
er  nicht  gedacht  werden  kann,  werden  Flächen  genannt. 
Treffen  die  Flächen  eines  Körpers  je  zwei  zusammen,  so  haben 
solche  ebenfalls  ihre  Grenzen,  die  Linien  heifsen.  Die  Linien 
endlich  haben  an  dem  Ort,  wo  sie  einander  begegnen,  ihre 
Grenzen,  die  Punkte  genannt  werden. 

Diese  verschiedenen  Arten  von  Grenzen  geben  das  Mittel 
ab,  wonach  wir  die  Figur  des  Körpers  beurteilen. 

Wiewohl  es  keine  Körper  ohne  diese  drei  Dimensionen 
geben  kann,  so  abstrahieren  wir  jedoch  öfters  von  einer  oder 
zwei  derselben.  Handelt  es  sich  z.  B.  von  der  Grofse  eines 
Grundstückes,  von  der  Höhe  eines  Gebäudes,  so  hat  man  es 
nur  mit  einer  Fläche  oder  einer  Linie  zu  thun.^) 

„Wir  unterscheiden  den  geometrischen  Körper  von  dem 
physikalischen.  Jener  ist  der  blofse  Raum,  den  der  andere 
einnimmt,    abgesehen    von    aller    darin    enthaltenen    Materie. 


^)  Insofern  man  Gebilde  für  sich  betrachtet;  bei  der  Betrachtung 
mehrerer  Gebilde  kommt  es  auch  anf  die  gegenseitige  Lage  an. 

*)  Diese  Bemerkung  ist  recht  gut,  da  sie  uns  ein  Beispiel  ans  der 
Praiis  giebt. 
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Man  betrachtet  in  der  Geometrie  an  dem  physikalischen  Korper 
nur  seine  Form  und  Gröfse.  —  Der  geometrische  Punkt,  dem 
jede  Ausdehnung  fehlt,  ist  blofs  in  der  Idee  möglich.^)  Von 
gröfseren  oder  kleineren  Punkten  kann  also  hier  nicht  die 
Rede  sein." 

„Man   kann   eine  Linie  gewissermafsen  als  die  Bahn  an- 
sehen, die  ein  Punkt  bei  seiner  Bewegung  im  Räume  beschreibt." 


V.  Forstner,  Grundrifs  etc.  —  Berlin  1826. 

„Stellen  wir  uns  einen  Teil  dieses  Raumes  (s.  das 
betr.  Zitat)  überall  als  begrenzt  vor,  so  erhalten  wir  einen 
Körper,  wie  die  Geometrie  ihn  nur  betrachtet.  Das  was 
den  Körper  begrenzt,  heifst  seine  Fläche;  das  was  die  Fläche 
begrenzt,  heifst  Linie,  und  die  Grenze  der  Linie  heifst  ein 
Punkt. 

„Der  Körper  ist  ein  Teil  des  Raumes,  also  mit  ihm 
gleichartig,  daher  auch  er  nur  Ausdehnung  hat. 

Die  Fläche  ist  kein  Teil  des  Körpers,  sondern  nur 
Grenze  desselben;  aber  sie  ist  eine  stetige  Gröfse. 

Die  Linie  ist  kein  Teil  der  Fläche,  sondern  nur  die 
Grenze  derselben;  doch  ist  sie  eine  stetige  Gröfse. 

Der  Punkt  ist  nur  Grenze,  aber  kein  Teil  der  Linie. 

Es  kann  also  nie  eine  Linie  aus  der  Zusammensetzung 
von  Punkten,  nie  eine  Fläche  aus  der  Zusammensetzung  von 
Linien  und  nie  ein  Körper  aus  der  Vereinigung  von  Flächen 
entstehen,  wenn  man  auch  noch  so  viele  derselben  an  oder 
auf  einander  bringt.^) 

Daher  sind  Körper  und  Flächen,  Körper  und  Linien,  sowie 
Flächen  und  Linien,  ungleichartige^)  Gröfsen." 

*)  Ist  denn  ein  geometrischer  Körper  anders  als  in  der  Idee  möglich? 
Er  ist  doch  anch  nur  etwas  Gedachtes. 

^  Dafs  dies  so  besonders  hervorgehoben  wird,  wie  hier  geschieht, 
ist  sehr  richtig;  es  wird  dadurch  einer  falschen  Vorstellung  von  vorn- 
herein vorgebeugt. 

')  Es  wäre  wohl  nicht  zwecklos  gewesen  auf  diese  Ungleichartigkeit 
noch  etwas  näher  einzugehen,  besonders  da  die  Gleichartigkeit  des  Baumes 
vielleicht  dazu  verleiten  könnte,  auch  fär  die  Raumgebilde  Gleichartigkeit 
^rauszusetzen. 
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Auch  die  Fläche  hat  unendlich  viele  Ausdehnungen^  nur 
nicht  nach  allen  Richtungen  hin.  Von  diesen  Ausdeh- 
nungen betrachten  wir  aber  nur  zwei/'^) 

^^Die  Linie  hat  nur  eine  Ausdehnung/' 

„Der  Punkt  kann^  als  Grenze  der  Linie,  gar  keine  Aus- 
dehnung haben^  weshalb  er  auch  keine  Gröfse  isf 

„Wenn  auch  Körper,  Fläche,  Linie  ihre  Grenzen  haben, 
so  kann  man  sie  sich  dennoch  als  unendlich  ausgedehnt  vor- 
stellen, welche  Vorstellung  oft  ihren  Nutzen  hat.  Der  Punkt 
kann  aber  durchaus  nicht  ausgedehnt  gedacht  werden,  ohne 
dabei  gleichsam  zur  Linie,  Fläche  oder  Korper  zu  werden, 
welche  Vorstellung  hier  nicht  gültig  sein  kann," 

„Da  die  Geometrie  den  Korper  nur  in  Hinsicht  seiner 
Ausdehnung  betrachtet,  so  abstrahiert  sie  von  allem,  was  wir 
aufser  derselben  bei  den  Körpern,  wie  sie  uns  im  Leben  er- 
scheinen, noch  finden,  als  Materie,  Gewicht,  Farbe  u.  s.  w." 
„Es  sind  daher  die  vier  geometrischen  BegriflFe:  Körper,  Fläche, 
Linie  und  Punkt  nur  Ideale,  welche  wir  in  der  Wirklichkeit 
nirgend  allein  finden. 

Und  dennoch  lassen  sich  die  geometrischen  Lehren  auf 
alle  Körper  u.  s.  w.,  wie  wir  sie  im  Leben  finden,*)  anwenden, 
eben  weil  sie  das  betrachten,  was  allen  Körpern  u.  s.  w.  ge- 
mein ist,  die  Ausdehnung  nämlich.  —  Aber  eben  hierin 
finden  auch  viele,  bei  der  Anwendung  der  Geometrie  vorkom^ 
menden  kleinen  Unrichtigkeiten  ihren  Grund,  weil  das,  was 
wir  im  Leben  vorfinden,  das  Ideal  nicht^)  ist,  von  welchem  die 
Lehren  der  Geometrie  ausgesagt  werden  .  .  .  /' 

„Man  vergesse  nie,  dafs  das,  was  von  einer  Figur  be- 
wiesen wird,  nicht  von  der  Figur  als  solche,  sondern  stets 
von  dem  Ideale  gilt,  dessen  unvollkommenes  Bild  die  Figur 
ist,  die  als  sinnliches  Zeichen  nie  das  Ideal  erreichen  kann." 

')  Es  ist  merkwürdig,  dafs  die  analoge  Betrachtung  beim  KCrper 
fehlt.  Vielleicht  würde  auch  ein  Eingehen  darauf,  dafs  der  Körper  nach 
unendlich  vielen  Richtungen  ausgedehnt  ist,  dals  die  Flilche  ebenfalls 
nach  unendlich  vielen  Richtungen  ausgedehnt  ist,  dafs  aber  etwas  ganz 
Verschiedenes  vorliegt,  nicht  ohne  Nutzen  im  Unterricht  sein. 

*)  Etwas  anderes  wie  Körper  finden  wir  im  Leben  nicht. 

*)  Wenn  wir  die  Raumgebilde  wirklich  vorfänden,  so  wären  es  eben 
keine  Ideale. 
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Frankenbach,  Lehrbuch  der  Mathematik.  I.  —  Liegnitz 
1889. 

Nachdem  die  geometrischen  Gebilde  vom  Körper  aus  als 
Grenzen  bestimmt  sind,  wird  auch  der  umgekehrten  Betrach- 
tungsweise, der  Entstehung  der  Gebilde  durch  Bewegung 
gedacht. 

Grunert,  Lehrbuch  der  Mathematik.  IL  —  Brandenburg 
1870. 

,,Ein  Punkt  ist  das,  was  gar  keine  Ausdehnung,  gar 
keine  Teile  hat."^ 

„Was  man  im  gemeinen  Leben  Punkte  nennt,  sind  keine 
geometrischen  Punkte,  sondern  kleine  aus  Tinte,  Kreide  etc. 
bestehende  physische  Korper,  die  aber  dem  wahren  geometri- 
schen Begriffe  eines  Punktes  desto  näher  kommen,  je  kleiner 
sie  sind.  Den  geometrischen  Punkt  mufs  man  sich  in  der 
That  ohne  alle  Ausdehnung  vorstellen,  da  derselbe  vorzüglich 
gebraucht  wird,  um  im  Räume  einen  Ort  bestimmt  anzu- 
geben/' 

„Unmittelbar  ergiebt  sich  auch  hieraus,  dafs  von  grofseren 
und  kleineren  Punkten  in  der  reinen  Geometrie  gar  keine  Rede 
sein  kann,  dafs  aber  auch  wahre  geometrische  Punkte  blofs 
in  der  Vorstellung  oder  in  der  Idee  möglich  sind,  mit  der 
Hand  sich  nicht  bilden  oder  machen  lassen.'' 

„Denkt  man  sich  jetzt,  dafs  ein  Punkt  sich  auf  eine  be- 
liebige Weise  im  Räume  bewegt,  so  nennt  man  den  Weg,  auf 
welchem  er  sich  bewegt,  gewissermafsen  die  Spur,  welche  er 
bei  seiner  Bewegung  zurückläfst,  eine  Linie,  woraus  sich  zu- 
gleich unmittelbar  ergiebt,  dafs,  weil  der  Punkt  gar  keine 
Ausdehnung  hat,  die  Linie  nur  nach  einer  Richtung  oder 
Dimension,  nämlich  blofs  nach  der  Länge,  ausgedehnt  ist, 
oder  dafs  die  Linie,  wie  man  dieselbe  auch  wohl  zu  definieren 
pflegt,   eine  Länge  ohne  Breite  ist.'^    „Alles,')  was  nur  nach 

^)  Grusert  Bcbliefst  sich  nicht  nur  in  der  Anordnung  (von  Punkt 
za  Körper)  an  Euklid  an,  sondern  giebt  auch  hier  und  da  wörtliche 
Euklid BQhe  Definitionen. 

^  Die  folgenden  Ausführungen  schliefsen  sich  ganz  unvermittelt  an 
das  Vorhergehende  an. 
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zwei  Richtungen  oder  Dimensionen^  nämlich  nach  Länge  und 
Breite;  ausgedehnt  ist,  heifst  eine  Fläche.  Ein  sinnliches 
Bild  einer  Fläche  hat  man  an  der  äufs ersten  Oberfläche  eines 
beliebigen  physischen  Körpers,  indem  Jeder,  der  eine  solche 
Oberfläche  betrachtet,  offenbar  ganz  von  einer  Dicke  derselben 
abstrahiert  und  blofs  ihre  Ausdehnung  nach  der  Länge  und 
Breite  ins  Auge  fafst.  Man  kann  sich  eine  Fläche  auch  durch 
die  Bewegung  einer  Linie  im  Räume  entstanden  denken  .  .  .  /' 

„Jeder  nach  drei  Richtungen  oder  Dimensionen,  nach 
Länge,  Breite  und  Dicke,  ausgedehnte  und  nach  allen  Seiten 
hin  völlig  begrenzte  Raum^)  heifst  ein  geometrischer 
Körper  .  .  ." 

Erst  hierauf  kommt  Grunert  auf  die  Grenzbetrachtung, 
erwähnt  aber  nur,  dafs  die  Fläche  die  Grenze  des  Körpers. 


Heger,  Leitfaden  für  den  geometrischen  Unterricht.  — 
Breslau  1882. 

„Es  giebt  drei  Arten  Raumgröfsen:  Körper,  Flächen, 
Linien. 

Körper  werden  begrenzt  von  Flächen  (Oberflächen),  Flächen 
werden  begrenzt  von  Linien,  Linien  werden  begrenzt  von 
Punkten.  Ein  Punkt  ist  ein  im  Raum  gedachter  Ort,  keine 
Gröfse. 

Die  Bahn  eines  bewegten  Punktes  ist  eine  Linie;  die  Bahn 
einer  bewegten  Linie  ist  eine  Fläche;  die  Bahn  einer  bewegten 
Fläche  ist  ein  Körper. 

Eine  Linie  hat  eine  Ausdehnung  etc ** 


Helmes,  Die  Elementarmathematik.  IL^)  —  Hannover 
1874. 

„Ein  vollständig  abgeschlossener  oder  abgegrenzter  Raum^) 
heibt  ein  geometrischer  Körper. 

0  Bs  würde  wohl  besser  sein  zu  sagen:  Raumteil,  damit  der  Ge- 
danke  an  verschiedene  Ränme  gar  nicht  aufkommen  kann. 
*)  Besprochen  in  Schi.  Z.  IX,  82  und  in  H.  Z.  VII.  p.  134. 
^  Vergleiche  die  betreflfende  Anmerkung  bei  Grunert. 

Schotten,  der  planjmetr.  Unterricht.  17 
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Sieht  man  ab  (abstrahiert  man)  von  der  Ausdehnung  oder 
Erstreckung  des  Körpers  in  sein  Inneres  hinein,  von  seiner 
Dicke  oder  Tiefe,  und  betrachtet  nur  die  Grofse  und  Gestalt 
seiner  Grenze,  so  erzeugt  man  die  Vorstellung  einer  zweiten 
Art  räumlicher  Grofsen,  die  der  Flächen,  denen  sonach  im 
Vergleich  mit  den  Körpern  eine  räumliche  Ausdehnung,  ge- 
nannt Dicke  oder  Tiefe,  fehlt. 

Die  Fläche  ist  die  Grenze  des  Körpers,  nicht  ein 
Teil  desselben. 

Die  Fläche  ist  ein  durch  Abstraktion  gewonnener,  ein 
abstrakter  Begriff.'' 

Durch  analoge  Betrachtungen  werden  die  räumlichen  Vor- 
stellungen von  Linie  und  Punkt  erzeugt  und  dieselben  als 
Grenzen  bestimmt. 

„Der  Punkt  ist  keine  räumliche  Gröfse  mehr.  Denn  man 
findet  bei  der  Prüfung  der  wie  oben  gewonnenen  Vorstellung 
der  Linie  nur  noch  die  eine  Ausdehnung,  genannt  Länge,  vor, 
und  indem  man  von  ihr  aufs  neue  absieht,  bleibt  in  der  Vor- 
stellung für  die  Grenze  der  Linie,  den  Punkt,  gar  keine  räum- 
liche Ausdehnung  mehr  zurück;  es  bleibt  nichts  übrig,  von 
dem  Gestalt  und  Gröfse  durch  eine  mögliche  Veränderung 
desselben  erfafst  und  unterschieden  werden  könnte;  der  Punkt 
ist  völlig  ausdehnungs-  und  gestaltlos;  er  ist  wieder  ein  nur 
durch  Abstraktion  gewonnener,  ein  abstrakter  Begriff,  er  be- 
zeichnet eine  gedachte  Stelle  des  Raumes.'' 

Sonach  bildet  sich  die  Vorstellung  und  der  Begriff  dreier 
Arten  und  nur  dreier  Arten  räumlicher  Gröfsen^  der 
Körper,  der  Flächen  und  der  Linien;  dazu  die  Vorstellung 
und  der  Begriff  der  ausdehnungslosen  Stelle  im  Räume  ^  des 
Punktes. 

Bei  der  Fläche  unterscheidet  man  zwei  verschiedene,  ent- 
gegengesetzte Seiten  derselben  nach  den  beiden  Körpern, 
deren  gemeinschaftliche  Grenze  sie  ist.  Bei  der  Linie  und  bei 
dem  Punkte  unterscheidet  man  zwei  verschiedene  Seiten  der- 
selben nach  den  Flächen  und  nach  den  Linien,  deren  gemein- 
schaftliche Grenzen  sie  sind.  Li  Beziehung  auf  eine  bestimmte 
Fläche,  in  welcher  eine  Linie  liegt,  unterscheidet  man  die  beiden 
entgegengesetzten  Seiten  dieser  Linie;    in  Beziehung  auf 
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eine  bestimmte  Linie,  worin  ein  Punkt  liegt,  die  beiden  ent-. 
gegengesetzten  Seiten  dieses  Punktes."*) 

Alsdann  ordnet  Heger  die  Gebilde  nach  dem  Grade  ihrer 
Einfachheit  vom  Punkt  bis  Körper  und  betrachtet  die  Ent- 
stehungsweise der  räumlichen  Gebilde  durch  Bewegung. 


Paucker,  Die  ebene  Geometrie.  —  Königsberg  1823. 

,,Ein  Punkt  ist  die  Vorstellung  von  einem  Teilchen  eines 
natürlichen  Körpers,  welches  so  klein  gedacht  wird,  dafs  es 
keinen  Raum  mehr  einnimmt." 

Eine  Linie  ist  die  Vorstellung  von  der  Spur  eines  sich 
bewegenden  Punktes. 

Eine  Fläche  heifst  die  Vorstellung  von  der  Spur  einer 
Linie,  welche  sich  nicht  in  der  Richtung  ihrer  Länge  bewegt. 

Der  von  einer  oder  mehreren  Flächen  eingeschlossene 
Raum  heifst  ein  Körper." 

Weitere  Literatur: 

Funcke,  Gmndlagen  der  Ranmwissenschaft.  —  Hannover  1876. 
Fresenias,   Die  psychologischen  Grandlagen   der  Baumwissenschaft.  — 

Bespr.  in  Schi  Z.  XIV,  4. 
Eranse,  Kant  und  Helmholtz  über  den  Ursprung  nnd  die  Bedentang  der 

Raamanschannng  nnd  der  geometrischen  Axiome.  —  Bespr.  in  Schi. 

Z.  XXIV,  34. 

Programme: 

Fahrmann,  W.,  Über  Abhängigkeit  geometrischer  Gebilde.  —  Königs- 
berg 1870. 

Kress,  R,  Zur  Elementargeometrie.  —  Meiningen  1871. 

Komeck,  Über  einige  Definitionen  in  der  Geometrie.  —  Kempen  1872. 

Wemekke,  Mertschinskys  Einleitung  zur  Geometrie.  Übersetzt  und  mit 
Anmerkungen.  —  Borna  1874/76. 

£cke,  J.  B.,  Versuch  einer  heuristischen  Behandlung  der  Planimetrie.  — 
Diilingen  1876. 

Kudelka,  Über  eine  planimetrische  Grundlage  för  die  neuere  Geometrie. 
Linz  1877. 

Müller,  £.,  Versuch  einer  organ.  Entwicklung  der  Geometrie  etc.  —  Neu- 
Strelitz  1877. 

Dietrich,  Anfangsgründe  der  Geometrie.  —  Greiffenberg  1878. 

Polster,  Geometrie  der  Ebene  etc.  —  Würzburg  1878. 

*)  Man  vergleiche  meine  Ausführungen  am  Anfang  dieses  Kapitels 

17* 
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Janghänel,  Kursus  zur  Einfährung  in  die  Geometrie.  —  Döbeln  1879. 
Killing,  GrandbegrifiPe  und  Grundsätze  der  Geometrie.  —  Brilon  1880. 
Hoffmann,   J.,   Die  Geometrie  in  ihrer  Abhängigkeit  von  den  Mafsver- 

hältnissen  des  Baumes.  —  Graz  1881. 
Ballauf,  Über  die  mathematischen  Definitionen  und  Axiome.  — Varel  1879. 
Bammert,  Über  das  mathematische  Unendliche.  —  Ehingen  a/D.  1884. 
Gasse,  Das  Unendliche  in  der  Mathematik  und  das  Gröfsenelement.  — 

Osterode  a/H.  1879. 
Endert,  Die  logischen  Prinzipilsn  der  Mathematik.  —  Detmold  1882: 
Vogt,  Der  GrenzbegrifiP  in  der  Elementarmathematik.  —  Breslau   1885. 
Majer,  Proklos  über  die  Definitionen  bei  Euklid.  —  Stuttgart  1881. 


IV.  Kapitel. 

Die  Ebene. 

Von  allen  Flächen  kommt  nun  für  den  planimetrischen 
Unterricht  nur  eine  einzige  in  Betracht,  die  Ebene.  Wie 
schon  oben  angedeutet,  möchte  ich  diese  als  eine  a  priori  vor- 
handene GrundanschauuDg  oder  Vorstellung  (einen  Begriff  a 
priori)  aufgefafst  und  im  Unterricht  demgemäfs  dargestellt 
wissen.^)  Es  wird  höchstens  nötig  sein  den  schlummernden 
Begriff  wach  zu  rufen,  ihn  durch  passende  Beispiele  und  Fragen 
zum  klaren  Bewufstsein,  zur  Evidenz  zu  bringen.')  Diese  An- 
sicht scheint  jetzt  auch  mehr  und  mehr  durchgedrungen  zu 
sein,  da  ja  eine  kurze  Definition,  die  als  wirklich  genügend 


*)  Günther  sagt  in  „Der  Thib autsch e  Beweis  für  das  elfte  Axiom*^ 
p.  6  in  einer  Fufsnote:  „Neuerdings  sind  es  besonders  die  Arbeiten  J.  C. 
Beckers,  die  den  sekundären  Charakter  der  früher  als  ursprünglich 
angesehenen  Begriffe  Gerade  und  Ebene  bestimmt  hervortreten  lieüsen." 
Man  vergleiche  das  Zitat  aus  Becker  und  meine  Ausführungen  in 
Kapitel  V. 

*)  J.  Eober,  Über  die  Definitionen  der  geometrischen  Grundbegriffe. 
H.  Z.  I.  p.  286:  „Ebene  wird  nicht  definiert.  Aus  der  Drehung  der  Ebene 
um  eine  gerade  Linie  ergiebt  sich,  dafs  die  Ebene  bestimmt  ist  durch 
eine  Gerade  und  einen  Punkt,  statt  dessen  man  auch  eine  Parallele  oder 
eine  schneidende  (Gerade  setzen  kann.  Setzik  man  statt  der  Ursprung- 
liehen  Geraden  zwei  Punkte,  so  ergiebt  sich,  dals  die  Ebene  durch  drei 
Punkte  bestimmt  ist.  Daraus  folgt,  dafs  kreuzende  Gerade  nicht  in 
einer  Ebene  liegen  können.'* 
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» 

*  bezeiclmet  werden  konnte^  bisher  nicht  vorhanden  war.^)  Will 
man  eine  wissenschaftliche  Definition  der  Ebene  auüstellen,  so 
dOrfte  die  folgende  die  angemessenste  sein: 

Die  Ebene  ist  diejenige  Fläche,  welche  in  ihrer  Gesamt- 
heit (in  allen  ihren  Teilen)  nur  nachzw&i  Dimensionen  über- 
haupt ausgedehnt  ist^)  (die  überall  nach  denselben  beiden 
Hauptrichtungen  ausgedehnt  ist). 

Diese  Definition  dürfte ,  falls  der  Lehrer  eine  solche  für 
notig  hält,  auch  für  den  Schüler  verständlich  sein,  da  sie  der 
Anschauung  völlig  entspricht. 

Die  Schwäche  auch  dieser  Definition  liegt  darin,  dafs  sie 
auf  den  Begriff  der  Dimension  sich  stützt  (Der  Begriff  der  Rich- 
tung mu£s  allen  geometrischen  Untersuchungen  zu  Grunde 
li^en.    Vergl.  Kapitel  V.) 

Ist  erst  der  Begriff  des  geometrischen  Ortes  den  Schülern 
klar  geworden  —  und  vielleicht  wäre  es  nicht  ganz  ohne 
Vorteil,  diesen  Begriff  sozusagen  an  die  Spitze  zu  stellen 
derjenigen  Betrachtungen,  die  sich  mit  Fläche,  Linie,  Punkt 
als  selbständigen  Gebilden  befassen,  d.  h.  alle  Flächen,  Linien, 
(Punkte),  insofern  sie  für  sich^  betrachtet  werden,  als  geome- 
trische Örter  zu  definieren  —  so  ergiebt  sich  bekanntlich  die  ein- 
fache Definition  der  Ebene: 

„Die  Ebene  ist  der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  die 
von  zwei  Punkten  gleich  weit  entfernt  sind/' 

Die  Ebene  würde  bei  dieser  Betrachtung  allerdings  den 
Charakter  als  einfachste  Fläche  einbüfsen,  an  ihre  Stelle  würde 
die  Eugelfiäche  treten  als  diejenige  Fläche,  deren  sämtliche 
Punkte  von  einem  Punkte  gleich  weit  entfernt  sind.^) 

*)  Meiner  Ansicht  nach  mofs  die  Ebene  jedenfalls  ohne  Hülfe  des 
Begriffes  der  geraden  Linie  definiert  werden.  Yergl.  die  Schlufsbemer- 
knng  des  Kapitels. 

")  Vergl.  meine  obigen  Bemerkungen  in  Kapitel  III  und  das  Zitat 
auB  Schmitz-Dumont. 

*)  Hierbei  würde  naturlich  der  umgekehrte  Weg  eingeschlagen 
werden  müssen:  das  abstrakte  Banmgebilde  Ponkt  würde  den  Ausgangs- 
punkt für  alle  Betrachtungen  bilden  müssen. 

*)  Man  yergleiche  hierzu  das  Zitat  aus  Frischauf  und  die  dazu 
gehörende  Anmerkung  aus  Günthers  Rezension  der  Elemente  yon 
FriBchanf. 
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Von  den  Arbeiten,  die  hier  zitiert  werden  sollen,  verdient 
wohl  eine  Abhandlung  von  Grelle  an  die  Spitze  gestellt  zu 
werden.  Grelle:  Zur  Theorie  der  Ebene.  (Gelesen  in  der 
Akademie  der  Wissenschaften  am  1.  Mai  1834.) 

„  .  .  .  .  Gleichwohl  ist  darunter  ein  Gegenstand,  der  nicht 
minder  unvollkommen,  obschon  gewifs  nicht  minder  einflufs- 
reich  auf  alles  Übrige  sein  dürfte,  als  irgend  ein  anderer;  ja! 
der  selbst  noch  unvollkommener,  obgleich  ebensowichtig  ist, 
als  die  Parallelen-Theorie.  Dieser  Gegenstand  ist  die  Theorie 
der  Ebene.  Bei  den  Parallelen  drückt  sich  Euklid  wenigstens 
völlig  bestimmt  und  klar  aus,  und  die  Schwierigkeit  ist  nur, 
dafs  dort  ein  Satz  ohne  Beweis  angenommen  werden  soll,  der 
des  Beweises  fähig  zu  sein  und  zu  bedürfen  scheint.  Bei  der 
Ebene  dagegen  sind  die  Worte  des  grofsen  Lehrers  der  Geo- 
metrie völlig  unbestimmt,  wenigstens  dunkel.^' 

Es  wird  alsdann  die  Euklidsche  Definition  angeführt  und 
mit  derjenigen  von  der  Geraden  verglichen.    Grelle  fügt  hinzu: 

„Die  Worte  ^auf  einerlei  Art  liegt'  geben  aber  offenbar 
keinen,  wenn  auch  nur  einigermafsen  ausschliefsenden  Begriff" 
von  irgend  einer  bestimmten  geometrischen  Gestalt^  und  lassen 
folglich  die  Vorstellung  von  der  Ebene  völlig  in  Ungewifsheit" 

Die  neuere^)  Definition  „eben  sei  eine  Fläche,  wenn  die 
geraden  Linien,  welche  je  zwei  beliebige  in  der  Fläche  liegende 
Punkte  verbinden,  ganz  in  der  Fläche  liegen ,''  wird  in  geist- 
voller Weise  zurückgewiesen,  indem  gezeigt  wird,  dafs  bei 
dieser  Erklärung  das  Sichschneiden  der  Geraden  vorausgesetzt 
wird,  „was  nicht  aus  sich  selbst  folgt.^ 

Indem  nun  Grelle  auf  „die  Bemühungen  um  die  Theorie 
der  Ebene*^  eingeht,  schickt  er  voraus,  dafs  er  „di^  Über- 
zeugung habe,  es  sei  und  werde  für  immer  völlig  un- 
möglich bleiben,  die  Begründung  der  Elemente  der  Geometrie, 
ebenso  wie  auch  diejenigen  der  Analysis,  zur  Vollkommen- 
heit?) zu  bringen." 

^)  Nach  Grelle  zuerst  yon  Robert  Simson  aufgestellt. 

*)  Also  bleibt  ebenfalls  nichts  anderes  übrig,  wenn  anders  Mathe- 
matik als  Wissenschaft  bestehen  bleiben  soll,  als  die  Ebene  für  eine 
a  priori  geg.  Vorstellung  hinzunehmen.  ,,Aus  vefborgenen  Tiefen  heraus 
entwickeln  sich  die  Elemente  einer  Vemunft-WisBenschaft,  wie  z.  B.  der 
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Grelle  schliefst  diesen  Passus  mit  den  Worten: 

■ 

,,ÄIle  YerYolIkommnung,  die  möglich  ist^  besteht  nach 
meiner  Meinung  darin:  Erklärungen  und  Grundsätze  aufzu- 
stellen, die  am  meisten  geeignet  sein  mochten,  unmittelbar  be- 
stimmte Vorstellungen  und  Erkenntnisse  zu  erzeugen  oder  zu 
erregen.*^ 

Eine  dritte  Definition,  der  Grelle  grofse  Klarheit  und  Be- 
stimmtheit nachrühmt,  rührt  nach  ihm  von  Fourier  her  und 
lautet: 

„Die  Ebene  wird  von  der  Gesamtheit  aller  der  geraden 
Linien  gebildet  ^)^  die,  durch  einen  und  denselben  Punkt  einer 
geraden  Linie  im  Baume  gehend,  auf  dieser  senkrecht  stehen/' 

Abgesehen  von  dem  erwähnten  Umstände,  dafs  die^)  Ge- 
rade zu  Grunde  gelegt  ist,  kommt  hier  in  dieser  Erklärung  auch 
noch  der  Begriff  der  senkrechten  Lage  vor,  der  also  als  be- 
kannt vorausgesetzt  wird.  Hieran  liegt  es  wohl,  dafs  es  Grelle 
„trotz  aller  Mühe'^  nicht  gelungen  ist,  auf  dieser  Definition 
fortzubauen,  denn  in  der  That  setzt  der  Begriff  des  Senkrechten 
den  der  Ebene  voraus.^)  Es  kommt  also  in  der  Definition 
der  Ebene  ein  Begriff  vor,  der  erst  aus  dem  Begriff  der  Ebene 
heraus  erklärt  werden  kann,  so  dafs  daraus  die  innere  Unmög- 
lichkeit der  Definition  folgt. 

Dagegen  würde  die  Fouriersche  Erklärung  sich  zur  Dar- 
stellung der  Ebene  als  eines  geometrischen  Ortes  eignen,  wenn 
man  sie  in  der  folgenden  Weise  fafste: 

„Die  Ebene  ist  der  geometrische  Ort  aller  in  einem  Punkte 
auf  einer  Geraden  senkrechten  Geraden.^ 

Grelle  steht  auf  dem  entgegengesetzten  Standpunkte  als 
dem  oben  von  mir  dargelegten,  wenn  er  sagt:  „Da  die  Theorie 
der  geraden  Linie  zu  derjenigen  der  Ebene  unumgänglich  er- 


Mathematik,  nnd  in  eine  miendliche  Höhe  hinauf  streben  sie.**  »Was 
in  der  tieferen  Tiefe  und  in  der  höheren  Höhe  liegt,  bleibt  fOr  immer 
verborgen.** 

*)  Besser,  d.  h.  dem  Wesen  der  Definition  entsprechender:  „die 
Ebene  ist  die  Gesamtheit  etc.** 

*)  Yergl.  weiter  unten  das  Zitat  ans  der  Crelleschen  Abhandlmig 
(p.  27). 

*)  Yergl.  unten  das  Zitat  aus  Bausenberger. 
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forderlich  ist'^  und  legt  dann  seine  Erklärung  der  geraden 
Linie,  wie  sie  sich  in  seinem  Lehrbuche  (1826)  findet,  zu 
Grunde. 

Der  Übelstand,  dafs  er  dabei  von  Grundvorstellungen  aus- 
geht, für  die  eine  Erklärung  gesucht  wird,^  kommt  zum  Aus- 
druck in  seinen  Worten: 

„Ein  beschwerlicher,  fast  entmutigender  umstand  macht 
sich  hierbei  freilich  bemerklich.  Da  nämlich  hier  von  Dingen 
ausgegangen  werden  mufs,  von  welchen  sich  nichts  mehr  be- 
weisen läfst,  so  kann  Jedermann  gleich  die  ersten  Anfange 
durch  die  blofsen  Worte:  es  gefalle  ihm  nicht,  und  dann  mit 
den  Anfängen  alles  Übrige  über  den  Haufen  werfen.  Allein 
wie  es  scheint,  läfst  sich  verlangen ,  dafs  man  wenigstens  die 
fernere  Entwicklung  gestatte,  und  erst  hernach,  nicht  von  vorn- 
herein urteile,  ob  das  Ganze,  mit  seinen  Anfangen,  einige  Be- 
rücksichtigung verdiene  oder  nicht.  ^) 

Bücksichtlich  der  Demonstrations-Methode  bemerkt  Grelle: 
„Anstatt  zu  zeigen,  wie  eine  Figur  gerade  durch  Zirkel  und 
Lineal  gezeichnet  werden  könne,  wird  da,  wo  die  Existenz 
der  Figur  zweifelhaft  sein  konnte,  bewiesen  werden,  dafs  sie 
möglich  ist.'^ 

Die  eigentliche  Behandlung  der  Theorie  der  Ebene  hat 
folgenden  Gang: 

§1. 

1)  „Wenn,  während  zwei  Punkte  einer  Linie  fest  sind, 
alle  ihre  übrigen  Punkte  an  demselben  Orte  im  Baume  bleiben, 
wie  auch  die  Linie  im  Baume  durch  die  beiden  Punkte  gelegt 
werden  mag,  so  heifst  sie  gerade.''') 

*)  Diese  Ansicht  stimmt  ja  wohl  damit  überein,  was  Kammer  ge- 
sagt hat:  „In  der  Mechanik  (als  rein  mathematische  Wissenschaft  nahe 
verwandt  mit  der  Enklidschen  Geometrie)  werden  Grundsätze  aufgestellt, 
die  nicht  bewiesen  werden  können  und  nicht  bewiesen  za  werden  brauchen, 
da  sie  mit  der  äufseren  Natur  nicht  im  Widerspruch  stehen.  Der  Geist 
der  Mathematik  besteht  eben  darin,  zu  beweisen,  dafs,  wenn  das  Eine 
so  ist,  so  mufs  unumstöfslich  das  Andere  so  sein;  nicht  aber  zu  zeigen, 
dafs  das  Erste  wirklich  so  ist,  wie  wir  annehmen.  Wir  haben  es  dabei 
nur  mit  abstrakten  Dingen  zu  thun.  Auch  die  gerade  Linie  ist  eine 
Abstraktion." 

^  Vergl.  weiter  unten  den  Abschnitt  „gerade  Linie". 
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2)  ^Es  giebt  nur  eine  gerade  Linie  durch  zwei  feste 
Punkte  im  Ranme/'^) 

Die  folgenden  Sätze,  anch  der  3.  und  4.,  die  sich  au- 
schlielsen,  bauen  das  Gegebene  weiter  aus;  es  wird  auf  Mafs- 
beziehungen^)  eingegangen  und  die  Ausführungen  schliefsen  mit 
der  Erklärung:  „Die  Gerade  dient  zum  Mafs  der  Entfernung 
zweier  Punkte/'*) 

§IL 

Die  Existenz  gleicher  Hälften  (!)  einer  geraden  Linie 
(Strecke)  wird  bewiesen  auf  einem  andern  Wege  als  dem  Eon- 
struktionswege  Euklids. 

§  m. 

Dieser  §  geht  von  der  folgenden  Definition  des  Winkels^) 
aas:  „Die  Neigung  zweier  geraden  Linien  im  Räume,  die  sich 
treffen^  ohne  ineinander  zu  fallen,  heifst,  am  Durchschnitts- 
punkte, Winkel"  . 

Daran  schliefsen  sich  Erklärungen  von  Nebenwinkeln  und 

Scheitelwinkeln,  denen,  meiner  Ansicht  nach,  der  Begriff  der 

Ebene  unbewufst  zu  Grunde  liegt.  —  Auch  die  Mafsbeziehungen 

der  Winkel  werden  durchgeführt     Hieran  schliefst  sich  der 

Lehrsatz:  „Eine  gerade  Linie,  die  zwei  Punkte  in  den  Schenkeln 

des  Winkels   verbindet,   kann  nicht   durch   den  Scheitel  des 

Winkels  gehen. 

§IV. 

Beweis  der  Gleichheit  von  Scheitelwinkeln  mittels  der 
Kongruenz  (abweichend  von  Euklid). 

§  V. 

Lehrsätze  über  Dreiecke,  die  „ohne  den  Begriff  der  Ebene 
stattfinden.^'^) 

^)  Besser  wohl:  Alle  geraden  Linien  durch  zwei  feste  Punkte  im 
Raame  decken  sich  vollständig;  dann  unSae  Lehrsatz  8  überflüfsig,  ebenso 
Lehrsatz  4,  der  auch  nur  als  Znsatz  zu  8  betrachtet  werden  kann. 

*)  Dafs  hierbei  fortwährend  Linie  statt  Strecke  gesetzt  wird,  sei  be- 
sonders hervorgehoben. 

*)  Vergleiche  Kapitel  V  „über  die  Gerade**  und  über  fjAbstand**. 

*)  Vergl  unten  „Winkel". 

*)  VergL  §  m. 
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Aufser  dem  Lehrsatz  (!),  ^^dafs  gleiche  Dreiecke  gleiche 
Seiten  und  gleiche  Winkel  haben/^  wird  der  1.  Eongraenzsatz 
(2  Seiten  und  eingeschlossener  Winkel)  und  der  Satz  von  den 
Basiswinkeln  im  gleichschenkligen  Dreieck  behandelt  Der 
zweite  Beweis  zu  dem  letzteren  Satze  ist  bemerkenswert.  Er 
findet  sich  nur  in  einigen  wenigen  Lehrbüchern^  der  erste  Be- 
weis als  der  einzig  naturgemäfse  dürfte  wohl  allmählich  alle 
anderen  yerdrängen.  Beide  Beweise  weichen  von  dem  Eukli- 
dischen^ der  leider  fast  noch  in  allen  Lehrbüchern  gefunden 

wirdy  ab. 

§  VL 

,, Nunmehr  wird  die  Definition  der  Ebene  folgen  müssen. 
Es  wird  aber  derselben  ein  Satz  vorangehen ,  welcher  be- 
weist, dafs  die  Fläche ,  welche  Ebene  genannt  werden  soll, 
möglich  ist/'     Dieser  Satz  lautet  : 

(21.)  Lehrsatz:  ^^Durch  jede  gerade  Linie  und  durch  einen 
beliebigen  Punkt  im  Baume ,  aufserhalb  derselben  ^  ist  immer 
eine  Fläche  möglich,  in  welcher  ohne  Ausnahme  alle  die 
geraden  Linien  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  liegen,  die  durch 
den  Punkt  und  durch  die  gerade  Linie  gehen.'' 

Diese  Fläche  soll  Ebene  heifsen,  der  Punkt  bestim- 
mender Punkt,  die  gerade  Linie  bestimmende  Gerade,  die 
anderen  Geraden  erzeugende  Geraden.     Grelle  fährt  fort: 

„Diese  Definition  der  Ebene  gewährt  den  wesentlichen 
Vorteil,  dafs  durch  sie  überall,  wo  drei  einander  in  einem  und 
demselben  Punkte  schneidende  gerade  Linien  zugleich  durch 
eine  und  dieselbe  vierte  gerade  Lmien  gehen,  sogleich  bestimmt 
ist,  dafs  diese  Linien  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen.^' 

Es  schliefsen  sich  folgende  Lehrsätze  an: 

„Durch  eine  gerade  Linie  im  Räume  und  durch  einen 
Punkt  aufserhalb  desselben  kann  nur  eine  Ebene  gehen.'' 

„Durch  zwei  gerade  Linien,  die  sich  schneiden,  kann  immer 
wenigstens  eine  Ebene  liegen." 

§  vn. 

Dieser  §  handelt  von  der  Summation  von  Winkeln  und 
baut  sich  auf  einen  Grundsatz  auf,  von  dem  es  heifst,  dafs 
„Euklid  ihn  ebenfalls  stillschweigend  annehme." 
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§  vm. 

„Es  folgen  nun  wieder  einige  Sätze,  die  zur  ferneren  Ent- 
wicklung notwendig  sind.  Die  Beweise  derselben  sind  den 
Euklidischen  nachgebildet,  mufsten  aber  teils  yerTollständigt, 
teils  auf  das  hier  Vorhergehende  bezogen  werden/^ 

(27.)  Lehrsatz:  „In  jedem  Dreieck  ist  jeder  Winkel  kleiner, 
als  der  Nebenwinkel  des  an  der  nämlichen  Seite  liegenden 
anderen  Winkels." 

(28.)  Lehrsatz:  „In  jedem  Dreieck  liegt  der  gröfseren  Seite 
der  gröfsere  Winkel  gegenüber"  und  (29.)'  ümkehrung. 

(30.):  „In  jedem  Dreieck  sind  zwei  Seiten  zusammen 
länger,  als  die  dritte.'^ 

(31.):  „IL  Kongruenzsatz  (1  Seite  und  2  Winkel).'* 

(32.):  „ni.  Kongruenzsatz  (3  Seiten)." 

Beim  Beweis  dieses  Satzes  werden  die  fünf  möglichen 
Fälle  (aufser  2  Winkel  gl.)  einzeln  zurückgewiesen. 

§  IX. 

„Geometrischer  Ort"  wird  erklärt  und  das  Beispiel  der 
Kugel  gegeben.  Dann  folgen  zwei  Grundsätze  —  deren  erster 
lautet:  „Eine  gerade  Linie  durch  irgend  einen  Punkt  inner- 
halb einer  Fläche,  die  einen  Baum  ganz  umschliefst,  schneidet, 
genugsam  verlängert,  die  Fläche  notwendig"  —  einige  Lehr- 
sätze —  z.  B.  „es  giebt  immer  eine  gerade  Linie,  die  mit 
einer  gegebenen  Geraden  gleiche  Nebenwinkel  macht" —  und 
schliefslich  eine  Erklärung:  „Gleiche  Nebenwinkel  sollen  rechte 
nnd  gerade  Linien  im  Räume,  die  sich  unter  gleichen  Neben- 
winkeln schneiden y  auf  einander  senkrecht  oder  Perpen- 
dikel zu  einander  heiisen." 

§X. 

Nunmehr  können  die  Eigenschaften  der  Ebene  unter- 
sacht werden.  Es  geschieht  dies  in  den  folgenden  Sätzen,  die 
diese  Eigenschaften  aussprechen: 

(40.)  Lehrsatz:  „Wenn  auf  einer  geraden  Linie  im  Räume 
zwei  andere  gerade  Linien  in  einem  und  demselben  Punkte 
senkrecht  stehen,  so  dafs  also  die  Nebenwinkel  rechte  Winkel 
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sind:  so  stehen  alle  erzeugenden  Linien  jeder  beliebigen  durch 
die  beiden  Geraden  gehenden  Ebene  ebenfalls  auf  der  ersten 
senkrecht" 

(41.)  Lehrsatz:  ,,Wenn  zwei  sich  schneidende  gerade  Linien 
aufeinander  senkrecht  stehen ,  so  giebt  es  im  Baume  immer 
eine  durch  ihren  Durchschnittspunkt  gehende  gerade  Linie, 
die  auf  den  beiden  sich  schneidenden  geraden  Linien  zu- 
gleich senkrecht  steht.^ 

(42.)  Lehrsatz:  ^^Dasselbe  unter  der  Voraussetzung,  dafs 
die  beiden  Geraden  sich  unter  beliebigem  Winkel  schneiden/' 

Unter  43  findet  sich  folgende  Erklärung: 

,,Der  geometrische  Ort  aller  Perpendikel  durch  einen 
festen  Punkt  einer  festen  geraden  Linie,  auf  dieselbe,  soll 
Perpendikular-Fläche  heifsen;  die  feste  Linie  Axe,  die  Perpen- 
dikel Strahlen,  der  feste  Punkt  Mittelpunkt."  (Eine  solche 
Perpendikular-Fläche  ist  also  das,  was  Fourier  Ebene  nennt.) 

(44.)  Lehrsatz:  „Durch  keinen  Punkt  einer  geraden  Linie 
giebt  es  andere  Perpendikel  auf  dieselbe,  als  diejenigen, 
welche  in  der  Perpendikular-Fläche  durch  den  bestimmten 
Punkt  liegen." 

Aus  44  folgen  die  Lehrsätze  45  und  46  direkt,  eigentlich 
als  Zusätze;  47  aus  42.  —  Wichtig  ist 

(48.)  Lehrsatz:  ^,E8  kann  durch  zwei  sich  schneidende 
gerade  Linien  nur  eine  Perpendikular-Fläche  gelegt  werden, 
deren  Axe  durch  den  Durchschnittspunkt  der  beiden  Linien 
geht." 

(49.)  Lehrsatz:  „Jede  gerade  Linie,  die  durch  zwei  be- 
liebige Punkte  einer  Ebene  geht,  liegt  ganz  in  dieser  Ebene." 

(„Dieses  ist  der  in  der  Vorbemerkung  gedachte  Satz,  der 
gewöhnlich,  ohne  Beweis,  als  Definition  der  Ebene  aufgestellt 
wird.") 

50  folgt  direkt  aus  48  (ist  eigentlich  nur  eine  andere 
Form  der  Aussage),  51  konstatiert  diese  Übereinstimmung  von 
48  und  50. 

Die  folgenden  Ausführungen  beschäftigen  sich  mit  der 
Identifizierung  von  Perpendikular-Fläche  und  Ebene  und  dem 
Eongruenzproblem,  insofern  als  z.  B.  folgende  Lehrsätze  be- 
wiesen werden: 
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(58.)  Lehrsatz:  ,^edes  Dreieck  kann  in  eine  bestimmte 
Ebene  und  an  eine  bestimmte  Linie  in  derselben  gelegt  werden/' 

(59.)  Lehrsatz:  ,^Durch  jedes  Dreieck  kann  eine  Ebene 
gelegt  werden ;  in  welche  die  drei  Seiten  desselben  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  fallen^  aber  nur  eine/^ 

(60.)  Lehrsatz:  „Wenn  zwei  Ebenen  drei  Punkte,  die  nicht 
in  gerader  Linie  liegen ,  miteinander  gemein  haben,  so  fallen 
sie  ganz  ineinander''  —  und  noch  mehrere  andere. 

§XI. 

Diese  angegebenen  Sätze  werden  als  die  notwendigsten 
aas  der  Theorie  der  Ebene  bezeichnet,  wie  sie  sich  aus  den 
Grundsätzen  ergeben: 

1)^)  „Wenn  drei  gerade  Linien,  die  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  sich  trefiEen,  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen, 
so  ist  der  Winkel  zwischen  den  beiden  äufseren  Linien  so 
grols,  als  die  Winkel  zwischen  den  beiden  äufseren  und  der 
inneren  Linie  zusammengenommen." 

2)^)  „Eine  gerade  Linie  durch  irgend  einen  Punkt  inner- 
halb einer  Fläche,  die  einen  Baum  ganz  umschliefst,  schneidet, 
genugsam  verlängert,  die  Fläche  notwendig/' 

3)^)  „Wenn  irgend  ein  Punkt  eine  Fläche,  die  einen  Baum 
ganz  umschliefst,  oder  auch  irgend  ein  Punkt  einer  geraden 
Linie,  innerhalb  einer  anderen  Fläche  liegt,  die  einen  Baum 
ganz  umschliefst;  zugleich  aber  irgend  ein  anderer  Punkt  der 
ersten  Fläche,  oder  der  Linie,  aufserhalb  der  zweiten  Fläche 
liegt:  so  schneiden  die  erste  Fläche,  oder  die  Linie,  die  zweite 
Fläche  notwendig." 

Dann  geht  §  XL  noch  auf  die  Theorie  der  Parallelen  ein. 
Was  davon  erwähnenswert  ist,  wird  zitiert  werden  in  dem 
Abschnitt,  der  diesem  Problem  gewidmet  ist. 

§  XIL 

fafst  die  Besultate  des  §  XI.  noch  einmal  zusammen 


')  VergL  §  VII. 
^  Vergl.  §  IX. 
•)  VergL  §  IX. 
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Man  wird  es  mir  hoffentlich  nicht  Yerdenken,  dafs  ich 
diese  Abhandlung  im  Auszüge;  aber  doch  so  vollständig  mit- 
geteilt habe.  Aber,  soweit  mir  bekannt^  ist  sie  die  ausführ- 
lichste Bearbeitung  der  Theorie  der  Ebene,  dann  aber  möchte 
auch  das  Crellesche  Journal,  dem  sie  entnommeu,  gerade  den 
Lesern  des  yorliegenden  Werkes  nicht  überall  zu  Gebote 
stehen.  Wessen  Interesse  durch  das  Angeführte  hinreichend 
gereizt  wird,  den  mufs  ich  auf  die  41  Quartseiten  umfassende 
Arbeit  selbst  verweisen. 

Von  den  Lehrbüchern  kommen  nur  wenige  in  Betracht; 
die  meisten  geben  entweder  die  Euklidsche  Erklärung  selbst 
oder  eine  derselben  nachgebildete;  fast  überall  also  stützt  sich 
die  Erklärung  auf  diejenige  der  geraden  Linie.  Unsere  An- 
sicht hierüber  ist  oben  ausführlich  gegeben. 

Die  gebräuchlichsten  Erklärungen  sind: 

1)  Gleitet  eine  Gerade,  die  durch  einen  festen  Punkt  geht, 
auf  einer  Geraden,  so  heilst  die  erzeugte  Fläche  eine  Ebene. 

2)  Eine  Fläche  heifst  eine  Ebene,  wenn  jede  Gerade,  die 
zwei  Punkte  mit  ihr  gemein  hat,  ganz  in  ihr  liegt. 

3)  Eine  Fläche  heifst  eine  Ebene,  wenn  man  von  jedem 
Punkt  nach  allen  (!)  Richtungen  Gerade  ziehen  kann,  die  ganz 
in  ihr  liegen. 

4)  Eine  Fläche  ist  durch  eine  Gerade  und  einen  Punkt 
oder  durch  3  Punkte  bestimmt  —  und  so  ähnlich. 

Oft  wird  auch  die  Ebene  als  die  einfachste  Fläche  be- 
zeichnet und  dann  irgend  ein  bestimmendes  Axiom  hinzu- 
gefügt 

Der  Begriff  der  Einfachheit  kann  dabei  von  mehreren  Ge- 
sichtspunkten aus  beleuchtet  werden.  Entweder  man  versteht 
unter  dieser  Bezeichnung,  dafs  die  Ebene  diejenige  Fläche  sei, 
welche  am  einfachsten  vorzustellen  sei,  dem  menschlichen 
Denken  am  zugänglichsten,  dann  wäre  der  Ausdruck  identisch 
mit  die  leichteste  Fläche,  die  verständlichste  Fläche,  vielleicht 
auch  die  natürlichste  Fläche,  oder  er  bezöge  sich  auf  die  Er- 
zeugung der  Fläche  (in  dieser  Hinsicht  würde  die  Betrach- 
tung mit  der  ersten  im  wesentlichen  übereinstimmen),  oder  er 
bezöge  sich  darauf,  dafs  es  nur  eine  —  sit  Venia  verbo  — 
Art  von  Ebenen  gäbe,  also  „Einfachheit''  in  dem  Sinne  von 
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Singularität  oder  Unikum.  Dieser  letztere  Standpunkt  ist 
jedenfalls  der  bei  weitem  wichtigste-,  das  Charakteristische  für 
die  Ebene  ist  gerade,  dals  wir  es  mit  der  Ebene,  nicht  mit 
Ebenen  zu  thun  haben.  In  diesem  Sinne  darf  man  dann  die 
Ebene  aber  nicht  als  einfachste  Fläche  bezeichnen,  sondern  als 
die  einfache  Fläche  %ax  i^oyjiiv  (mit  anderen  Worten  ist 
damit  die  unbedingte  Kongruenz  der  Ebene  ausgesprochen). 
Damit  wäre  dann  aber  auch  wieder  eine  Anknüpfung  an  die 
erste  Auffassung  gewonnen,  die  uns  die  Ebene  als  Begriff  a 
priori  giebi  Es  liefse  sich  philosophisch  wohl  rechtfertigen,  die 
Einfachheit  in  diesem  Sinne  als  Merkmal  eines  Begriffes 
a  priori  überhaupt  aufzustellen,  womit  man  dann  über  die 
Schwierigkeit  der  Definitionen  von  Baum,  Ebene,  Gerade, 
Pankt  hinweg  wäre.  Am  wenigsten  pafst  der  Begriff  der 
Einfachheit  bei  der  zweiten  Betrachtung,  nämlich  in  Hinsicht 
auf  ihre  Erzeugung,  hier  würde  mit  Recht  wohl  die  Kugel  als 
die  einfachere  Fläche  bezeichnet  werden. 

Baltzer,  Elemente.  IL  §  4  —  geht  von  der  Regelfläche 
/ms,  die  folgendermafsen  definiert  wird: 

„Eine  Fläche  heifst  geradlinig  (Regelfläche),  wenn  durch 
jeden  Punkt  derselben  eine  Gerade  sich  ziehen  läfst,  die  auf 
der  Fläche  liegt.  ^)  Die  Bahn  einer  irgendwie  bewegten  Ge- 
raden ist  eine  geradlinige  Fläche.  Die  einfachste  unter  den 
geradlinigen  Flächen  ist  die  Ebene  (ini-xedog,  planum),  auf 
der  die  Geraden  liegen,  die  durch  einen  geg.  Punkt  gehen  und 
mit  einer  geg.  Geraden  einen  Punkt  gemein  haben.  Wenn 
eine  Gerade  mit  einer  Ebene  zwei  Punkte  gemein  hat,  so  liegt 
aie  auf  der  Ebene  (Axiom  von  der  Ebene).'' 

In  einer  Anmerkung  giebt  Baltzer  u.  a.  noch  folgende 
Angaben.  Leibniz')  habe,  etwas  deutlicher  als  Euklid,  die 
Ebene  und  Gerade  dadurch  erklärt,  dafs  jene  den  unbegrenzten 
Raum,  diese  die  unbegrenzte  Ebene  in  zwei  kongruente  Teile 
zerschneidet  (Brief  an  Giordano,  ed.  Gerhardt.  I.  p.  196). 


^)  Diese  Benennong  rührt  von  MoDge  her.  Vergl.  Hachette  gäom. 
d^acr.  1822.  pröf.  18. 

')  Man  yergleiche  weiter  unten  das  Zitat  ans  Beez,  Über  Eukli- 
ctische  und  Nicht  Euklidische  Geometrie. 
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Bemerkenswerte  Versuche,  jenes  Axiom  zum  Theorem  zu 
erheben,  seien  in  neuerer  Zeit  gemacht. 

Deahna  (Demonstr.  theorematis,  esse  superficiem  planam. 
Marb.  1837)  konstruiert  die  Ebene  durch  Rotation  eines  Winkels 
um  einen  seiner  Schenkel  mit  der  Bedingung,  dafs  eine  kon- 
zentrische Eugelschale  in  zwei  kongruente  Teile  zerschnitten 
werde.  ^) 

6 aufs  ist  der  Meinung  gewesen,  dafs  Deahnas  Darstellung 
von  einigen  Mängeln,  die  in  ihr  anzutreffen  sind^  sich  befreien 
lasse;  in  seinem  Nachlafs  befindet  sich  ein  diesen  Gegeustand 
betreffender  Aufsatz. 

Grelles  Aufsatz  (Journal  45  p.  15)  wird  erwähnt,  ebenso 
Gerlings  (Grelles  Journal  20  p.  332)  und  Erbs  (Die  Pro- 
bleme der  Geraden  u.  s.  w.  Heidelberg  1846)  Versuche,  das 
Axiom  der  Ebene  zu  beseitigen. 

Da  zunächst  nur  Kreis  und  Kugel  so  definierbar  sind, 
dafs  deren  Möglichkeit  einem  Zweifel  nicht  unterliegt,  so  sind 
auch  Versuche  angestellt,  diese  als  geometrische  Örter  der 
Betrachtung  zu   gründe   zu  legen.  ^)     Durch  zwei  kongruente 


*)  Man  könnte  einwenden,  dafs  es  dann  noch  einfacher  sein  wSrde, 
die  Erzeugung  der  Ebene  durch  Rotation  eiitbs  rechten  Winkels  um 
einen  seiner  Schenkel  als  Axe  anzunehmen.  Der  andere  Schenkel  be- 
schreibt dann  eine  Ebene.  Jedoch  würde  bei  dieser  Annahme  die  Ebene 
stillschweigend  voransgesetzt  sein.  An  und  für  sich  liegt  kein  Grand 
vor,  den  Winkel  selbst  als  einen  ebenen  zu  betrachten,  d.  h.  die  Drehoog 
des  einen  Schenkels  zum  andern  in  einer  Ebene  anzunehmen;  spricht 
man  jedoch  von  einem  rechten  (oder  überhaapt  yon  einem  bestimmieD) 
Winkel,  so  ist  der  Begriff  der  Ebene  sapponiert.  —  Man  vergl.  Schotten, 
Zur  Definition  des  Winkels  in  H.  Z.  XX,  481  (und  später  den  Artikel 
Winkel  in  diesem  Werke  IL  Band).  —  Worpitzky  giebt  übrigens  in 
seinen  Elementen  die  Definition  der  Ebene  unter  Zuhülfenahme  des 
rechten  Winkels  in  der  angedeuteten  Weise. 

')  Geht  man  von  dem  Begriffe  des  „geometrischen  Ortes^'  aus,  so 
ist  die  Kugel  das  einfachste  Gebilde  im  Räume,  der  Kreis  das  einfachste 
Gebilde  in  der  Ebene. 

I.  Im  Baum. 

1)  Die  Kugel  ist  der  geometrische  Ort  für  alle  Punkte  im  Räume, 
die  von  einem  geg.  Punkt  gleich  weit  abstehen. 

2)  Die  Ebene  ist  der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  die  von  zwei 
geg.  Punkten  gleichweit  abstehen. 
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Scharen  von  konzentrischen  Kugeln  entsteht  die  Ebene  als  das 
Gemeinschaftliche  von  je  zwei  gleichen  Kugeln  (Lobat- 
schewsky  und  Bolyai).^) 


J.  K.  Becker^')  Die  Elemente  der  Geometrie  auf  neuer 
Grundlage.  —  Berlin  "1877. 

,,Die  Kegelfläche,  welche  der  eine  Schenkel  eines  rechten 
Winkels  beschreibt,  wenn  derselbe  um  den  andern  als  Axe 
gedreht  wird,  zeichnet  sich  vor  den  übrigen  Kegelflächen  durch 
besondere  Eigenschaften  aus^  und  hat  deshalb  den  besonderen 
Namen  ebene  Fläche  oder  Ebene  erhalten.^) 

Als  besonderes  Merkmal  wird  angeführt,  dafs  diese  Kegel- 
fläche mit  ihrer  Scheitelkegelfläche  zusammenfällt, 
was  bei  keiner  andern  Kegelfläche  eintreten  kann. 

„Diese  beiden  zusammenfallenden  Kegelflächen  decken  sich 
aber  so,  dafs  die  innere  Seite  der  einen  die  äufsere  der  anderen 
isi  Sie  sind  jedoch  auch  als  Kegelflächen,  die  von  gleichen 
Winkeln  beschrieben  werden,  kongruent,  und  können  mithin 
auch  so  zur  Deckung  gebracht  werden,  dafs  die  Azen  zusammen- 
fallen, und  damit  auch  die  inneren  und  äufseren  Seiten  der 
Flächen.     Eine  Ebene  kann  also  dieselbe  Stelle  auf  zwei  Arten 


3)  Die  Gerade  ist  der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  die  yon  drei 
geg.  Punkten  gleichweit  abstehen. 

IL  In  der  Ebene. 

1)  Der  Eüreis  ist  der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  die  von  einem 
geg.  Punkte  gleichweit  abstehen. 

2)  Die  Gkrade  ist  der  geometrische  Ort  aller  Punkte^  die  von  zwei 
geg.  Punkten  gleichweit  abstehen. 

^)  Vergleiche  das  Zitat  ans  Frischauf. 

*)  Es  ist  eine  geradezu  auffallende  Erscheinung,  dafs  in  den  Rezen- 
Bionen  über  die  Darstellung  der  Grundbegriffe  fast  durchweg  kein  Urteil 
abgegeben  wird,  sondern  höchstens  das  Vorhandensein  einer  einleitenden 
Betrachtung  der  Orundbegriffe  konstatiert  wird.  Selbst  bei  der  Bespre- 
chong  des  vorliegenden  Werkes  geht  Ei  Hing  über  das  I.  Kapitel  kurz 
hinweg  mit  der  Bemerkung,  dafs  sich  Beckers  Ansicht  in  kürzerer 
Form  in  Schlömilchs  Zeitschrift  Band  XX,  Seite  446  finde  und  durch 
Günther  in  H.  Z.  VII.  p.  407  bekannt  geworden  sei. 

*)  Man  vergleiche  meine  Bemerkungen  zu  Deahnas  Konstruktion 
der  Ebene  in  Baltzers  Zitat. 

Schotten,  der  planimetr.  Unterrioht.  18 
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einnehmeD;  so  dafs  ein  mit  ihr  fest  verbundener  aber  nicht 
in  ihr  liegender  Punkt  sowohl  auf  der  einen  Seite,  wie  auch 
auf  der  andren  Seite  liegen  kann/' 

„Der  geometrische  Ort  aller  Punkte^  welche  von  zwei  ge- 
gebenen Punkten  gleichen  Abstand  haben,  ist  eine  Ebene, 
deren  Aze  durch  die  beiden  Punkte  gehi^' 

„Jede  Gerade,  welche  zwei  Punkte  der  Ebene  verbindet, 
liegt  ganz  in  derselben.^' 

„Zwei  Ebenen,  welche  drei  nicht  in  derselben  Geraden 
liegende  Punkte  gemein  haben,  fallen  in  allen  Punkten  zu- 
sammen/^ 

„Je  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  bestimmen 
eine  Ebene." 

„Aus  der  Definition  der  Ebene  folgt,  dafs  sie  von  endloser 
Ausdehnung,  ist  und  mithin  den  Baum  in  zwei  durch  sie  völlig 
getrennte  Teile  teilt.  Ebenso  wird  sie  selbst  von  einer  in  ihr 
liegenden  Geraden  in  zwei  Teile  geteilt,  welche  Halbebenen 
heifsen." 

Es  wird  dann  noch  gesagt,  dafs  auch  durch  eine  Gerade 
und  einen  Punkt  aufserhalb,  sowie  durch  zwei  sich  schneidende 
Gerade  eine  Ebene  bestimmt  ist;  ferner  heifst  es:  „Alle  Ebenen 
und  Halbebenen  sind  kongruent."  Daran  knüpfen  sich  dann 
eine  Reihe  von  stereometrischen  Sätzen.  Von  besonderem 
Werte  ist  es,  dafs  gleich  hier  bei  den  Grunddefinitionen  der 
Begriff  der  Symmetrie  verwendet  wird.  Einige  der  zugehörigen 
Sätze  lauten: 

,^edem  Punkte  aufserhalb  einer  Ebene  entspricht  immer 
ein  tind  nur  ein  Punkt,  welcher  von  jedem  Punkte  der  Ebene 
denselben  Abstand  hat  wie  der  gegebene. 

Dieser  Punkt  heifst  der  symmetrische  Gegenpunkt  der 
gegebenen  in  Bez.  auf  die  Ebene. 

Zwei  Punkte  heifsen  also  symmetrische  Gegenpunkte  in 
Bez.  auf  eine  Ebene,  wenn  diese  der  Ort  aller  von  jenen 
gleich  weit  abstehender  Punkte  ist. 

Die  Ebene  heifst  die  Symmetrieebene  der  beiden  Punkte." 


Dronke,   Elemente  der  ebenen  Geometrie.  •—   M.-Glad- 
bach  1864. 
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„Diejenige  Fläche,  welche  durch  drei  in  ihr  befindliche 
Punkte,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  vollständig  bestimmt 
wird,  heifst  ebene  Fläche  oder  Ebene."  Dazu  die  Anmerkung: 
;,Es  können  also  zwei  Ebenen  sich  nur  in  einer  Linie  schneiden, 
die  schon  durch  zwei  Punkte  bestimmt  ist,  d.  h.  in  einer  Ge- 
raden.^) Da  der  Schnitt  der  Ebenen  in  jeder  Richtung  statt- 
finden kann,  so  lassen  sich  also  in  jeder  Ebene  nach  allen 
Richtungen  Gerade  ziehen,  die  ganz  in  derselben  liegen/' 


Ebensperger,  Leitfaden  der  Geometrie.  —  Nürnberg 
1850. 

„Eine  Fläche  heifst  eben  oder  eine  Ebene,  wenn  alle 
Teile  in  derselben  Richtung  nebeneinander  liegen^)  und  man 
also  nach  allen  Seiten  hin  gerade  Linien  in  sie  hinein  gelegt 
denken  kann,  welche  ganz  mit  ihr  zusammenfallen." 


Erdmann,  Die  Axiome  der  Geometrie.  —  Leipzig  1877. 

„Was  zunächst  die  einfachste  dieser  Gruppen,  die  Ebene 
und  die  auf  dieselbe  abwickelbaren  Flächen  betrifft,  so  zeigt 
sich  durch  die  analytische  Diskussion,  was  die  anscfaiiuliche 
Beschaffenheit  der  Grundfläche  von  vornherein  erwarten 
läfst,  dafs  ihr  Erümmungsmafs  den  konstanten  Wert  Null  an- 
nimmt."') 

^)  Diese  Bemerkung  ist  sehr  scharfsinnig  and  giebt  uns  auf  natür- 
lichste Weise  die  Schnittlinie  zweier  Ebenen. 

*)  Dieser  Ansdrnck  ist  nicht  ganz  klar.  Das  folgende  „Seiten*'  iat 
hier  doch  identisch  mit  Richtungen.  Danach  würde  die  Erklärung  lauten : 
tiEine  Fläche  heifst  eben,  wenn  alle  Teile  in  derselben  Richtung  neben- 
einander liegen  und  man  also  nach  allen  Richtungen  hin  gerade  Linien 
in  sie  hinein  gelegt  denken  kann.  Der  gebrauchte  Ausdruck  „nach  der- 
selben Richtung  nebeneinander**  soll  das  ersetzen,  was  bei  den  Linien 
der  Ausdruck  Richtung  schlechtweg  bedeutet;  für  die  Flächen  fehlt  ein 
derartiger  Ausdruck,  er  ist  mit  dem  Begriff  Ebene  identisch. 

*)  Vielleicht  wäre  es  passend,  an  dieser  Stelle  auf  den  Unterschied 
ron  Krümmung  und  Beugung,  von  Biegen  ohne  und  mit  Dehnung  näher 
einzugehen;  doch  sollen  diese  Betrachtungen  an  späterer  Stelle  ausführ- 
lich behandelt  werden  und  es  möge  daher  genügen,  hier  nur  auf  diesen 
Unterschied  hingewiesen  zu  haben. 

18* 
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einnehmeD,  so  dafs  ein  mit  ihr  fest  verbundener  aber  nicht 
in  ihr  liegender  Punkt  sowohl  auf  der  einen  Seite,  wie  auch 
auf  der  andren  Seite  liegen  kann/' 

,,Der  geometrische  Ort  aller  Punkte^  welche  von  zwei  ge- 
gebenen Punkten  gleichen  Abstand  haben,  ist  eine  Ebene, 
deren  Axe  durch  die  beiden  Punkte  geht" 

„Jede  Gerade,  welche  zwei  Punkte  der  Ebene  verbindet, 
liegt  ganz  in  derselben.^' 

„Zwei  Ebenen,  welche  drei  nicht  in  derselben  Geraden 
liegende  Punkte  gemein  haben,  fallen  in  allen  Punkten  zu- 
sammen/' 

„Je  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  bestimmen 
eine  Ebene." 

„Aus  der  Definition  der  Ebene  folgt^  dafs  sie  von  endloser 
Ausdehnung  ist  und  mithin  den  Baum  in  zwei  durch  sie  völlig 
getrennte  Teile  teilt.  Ebenso  wird  sie  selbst  von  einer  in  ihr 
liegenden  Geraden  in  zwei  Teile  geteilt,  welche  Halbebenen 
heifsen." 

Es  wird  dann  noch  gesagt,  dafs  auch  durch  eine  Gerade 
und  einen  Punkt  aufserhalb,  sowie  durch  zwei  sich  schneidende 
Gerade  eine  Ebene  bestimmt  ist;  ferner  heifst  es:  „Alle  Ebenen 
und  Halbebenen  sind  kongruent.''  Daran  knüpfen  sich  dann 
eine  Reihe  von  stereometrischen  Sätzen.  Von  besonderem 
Werte  ist  es,  dafs  gleich  hier  bei  den  Grunddefinitionen  der 
Begriff  der  Symmetrie  verwendet  wird.  Einige  der  zugehörigen 
Sätze  lauten: 

,^edem  Punkte  aufserhalb  einer  Ebene  entspricht  immer 
ein  und  nur  ein  Punkt,  welcher  von  jedem  Punkte  der  Ebene 
denselben  Abstand  hat  wie  der  gegebene. 

Dieser  Punkt  heifst  der  symmetrische  Gegenpunkt  der 
gegebenen  in  Bez.  auf  die  Ebene. 

Zwei  Punkte  heifsen  also  symmetrische  Gegenpunkte  in 
Bez.  auf  eine  Ebene,  wenn  diese  der  Ort  aller  von  jenen 
gleich  weit  abstehender  Punkte  ist. 

Die  Ebene  heifst  die  Symmetrieebene  der  beiden  Punkte.^' 


Dronke,   Elemente  der  ebenen  Geometrie.  «—   M.-Glad- 
bach  1864. 
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„Diejenige  Fläche,  welche  durch  drei  in  ihr  befindliche 
Punkte,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  vollständig  bestimmt 
wird,  heifst  ebene  Fläche  oder  Ebene.*^  Dazu  die  Anmerkung: 
;,E8  können  also  zwei  Ebenen  sich  nur  in  einer  Linie  schneiden, 
die  schon  durch  zwei  Punkte  bestimmt  ist,  d.  h.  in  einer  Ge- 
raden.^) Da  der  Schnitt  der  Ebenen  in  jeder  Richtung  statt- 
finden kann,  so  lassen  sich  also  in  jeder  Ebene  nach  allen 
Richtungen  Gerade  ziehen,  die  ganz  in  derselben  liegen/' 


Ebensperger,  Leitfaden  der  Geometrie.  —  Nürnberg 
1850. 

„Eine  Fläche  heifst  eben  oder  eine  Ebene,  wenn  alle 
Teile  in  derselben  Richtung  nebeneinander  liegen^)  und  man 
also  nach  allen  Seiten  hin  gerade  Linien  in  sie  hinein  gelegt 
denken  kann,  welche  ganz  mit  ihr  zusammenfallen." 


Erdmann,  Die  Axiome  der  Geometrie.  —  Leipzig  1877. 

„Was  zunächst  die  einfachste  dieser  Gruppen,  die  Ebene 
und  die  auf  dieselbe  abwickelbaren  Flächen  betrifft,  so  zeigt 
sich  durch  die  analytische  Diskussion,  was  die  anschauliche 
Beschaffenheit  der  Grundfläche  von  vornherein  erwarten 
läfst,  dafs  ihr  ErümmungsmaJGs  den  konstanten  Wert  Null  an- 
nimmt."') 

^)  Diese  Bemerkung  ist  sehr  scharfsinnig  und  giebt  uns  auf  natür- 
lichste Weise  die  Schnittlinie  zweier  Ebenen. 

*)  Dieser  Ausdruck  ist  nicht  ganz  klar.  Das  folgende  „Seiten*'  int 
hier  doch  identisch  mit  Richtungen.  Danach  würde  die  Erklärung  lauten: 
»Eine  Fläche  heifst  eben,  wenn  alle  Teile  in  derselben  Richtung  neben- 
einander liegen  und  man  also  nach  allen  Richtungen  hin  gerade  Linien 
in  sie  hinein  gelegt  denken  kann.  Der  gebrauchte  Ausdruck  „nach  der- 
selben Richtung  nebeneinander**  soll  das  ersetzen,  was  bei  den  Linien 
der  Ausdruck  Richtung  schlechtweg  bedeutet;  für  die  Flachen  fehlt  ein 
derartiger  Ausdruck,  er  ist  mit  dem  Begriff  Ebene  identisch. 

*)  Vielleicht  wäre  es  passend,  an  dieser  Stelle  auf  den  Unterschied 
von  Krümmung  und  Beugung,  von  Biegen  ohne  und  mit  Dehnung  näher 
einzugehen;  doch  sollen  diese  Betrachtungen  an  späterer  Stelle  ausführ- 
lich behandelt  werden  und  es  möge  daher  genügen,  hier  nur  auf  diesen 
Unterschied  hingewiesen  zu  haben. 

18* 
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,^ine  Folge  der  Konstanz  des  Krümmungsmafses  ist,  dafs 
alle  diese  Flächen  in  sich  selbst  kongruent  sind,  d.  h.  dafs 
jeder  ihrer  Teile  abgesehen  von  der  Begrenzung  in  jeden  andern 
sich  verschieben  läfst."^) 


Euklid,  Elemente,    ed.  Dippe.  —  Halle  1840. 
„Eine  ebene  Fläche  (Ebene)  ist  diejenige,  welche  zwischen 
allen  in  ihr  befindlichen  geraden  Linien  auf  einerlei  Art  liegt/'*) 


Fabian,  Lehrbuch  der  Mathematik.^)  L  —  Lemberg  1876. 

Fabian  geht  von  der  Erzeugung  der  Ebene  durch  eine 
Gerade  aus,  die  durch  einen  festen  Punkt  geht  und  auf  einer 
geg.  Geraden  hingleitet.     Es  heilst  dann: 

„Die  beide  Raumteile  trennende  Fläche  darf  auf  keiner 
Seite  Vertiefungen  oder  Erhabenheiten  haben.  Jede  Vertiefung 
der  einen  Seite  würde  sich  als  Erhabenheit  auf  der  andern 
kundgeben;  die  betrachtete  Fläche  mufs  aber  auf  der  einen 
Seite  eben^)  so  ausschauen,  wie  auf  der  anderen. 

Diese  Fläche  heifst  Ebene. 

Eine  Ebene  ist  also  eine  Fläche,  welche  zwei  gleich  be- 
grenzte Teile  des  Raumes  voneinander  trennt.^' 


Kruse,  Elemente  der  Geometrie.  L  —  Berlin  1875. 

„Eine  Fläche,  welche  ihre  Lage  nicht  ändert,  während 
sie  sich  so  bewegt,  dafs  sie  stets  drei  Gerade  enthält, 
welche    durch    drei    feste    nicht    auf   einer  Geraden   liegende 


^)  Gültigkeit  der  Axiome  von  der  Geraden  als  der  kürzesten  Ver- 
bindungslinie zweier  Punkte  und  von  dem  Parallelismus. 

*)  Zu  vergleichen:  J.  Kober,  Über  die  Definitionen  geometrischer 
GnindbegriflFe.  —  H.  Z.  I.  p.  228—836.  —  Friedlein,  Untersuchungen  der 
80g.  Definitionen  Heros,  in  H.  Z.  U.  p.  183. 

«)  Man  vergleiche  H.  Z.  VII.  p.  298. 

^)  Da  dieses  Wort  grofs  gedruckt  ist,  so  wird  offenbar  auf  die  Oleich- 
artigkeit der  Benennung  Wert  gelegt.  Ob  es  sich  für  den  Verfasser  um 
ein  geistreiches  (!)  Wortspiel  handelt  oder  ob  es  ihm  Ernst  ist  mit  dieser 
Herleitung,  wage  ich  nicht  zu  entscheiden.  —  Vergl.  p.  281;  Anm.  2. 
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Punkte  gehen,  wird  eine  ebene  Fläche  (kurzweg  Ebene)  ge- 
nannt"*)   

Kunze,  Lehrbuch  der  Geometrie.  I.  —  Jena  1851. 

y;£ine  Fläche  heü^t  eben  (gerade)  oder  eine  Ebene,  wenn 
sie  überall  nach  geraden  Linien  ausgedehnt  ist/^ 

,,Anmerkung  1.  Die  ebene  Fläche  ist  ihrer  Art  nach  nur 
eine  ....'* 

,,Änmerkung  2.  Euklides  sagt:  Eine  ebene  Fläche  ist  die- 
jenige, die  (zwischen)  den  in  ihr  befindlichen  geraden  Linien 
gleichförmig  liegt;  —  dieselbe  Dunkelheit  wie  bei  der  geraden 
Linie.  Übrigens  nimmt  Eaklides  bei  seinen  Konstruktionen 
stillschweigend  an,  dafs  sich  in  der  Ebene  allenthalben  gerade 
Linien  ziehen  lassen."') 

„Anmerkung  3.  Man  hat  wiederholt  versucht^  die  Mög- 
lichkeit der  Ebene  durch  Konstruktion  zu  beweisen.  Das 
scheint  mir  aber  eine  falsche  Anforderung  an  die  Geometrie 
zu  sein.')  Der  Geometer  setzt  mit  Euklides  die  Möglichkeit 
der  Ebene  voraus  und  konstruiert  nur,  wenn  ihm  die  Ebene 
gegeben  ist." 

Milinowski,  Die  Geometrie  für  Gymnasien  und  Real- 
schulen. L  —  Leipzig  1881  —  bezeichnet  kurz  „Punkt,  Ge- 
rade, Ebene  als  die  Grundgebilde  der  Geometrie."  —  Damit 
stellt  er  sich  auf  den  Standpunkt,  dafs  Punkt^  Gerade,  Ebene 
ohne  Erklärung  direkt  dem  Vorstellungsver mögen  entnommen, 
a  priori  in  demselben  enthalten  sind.^) 

*)  Diese  Erklärung  trifiPb  zwar  für  die  Ebene  zu,  aber  nicht  nar 
für  die  Ebene,  sondern  beiBpielsweiee  auch  für  die  Eegelflächen  und  die 
Cylinderflächen.  Davon  aber  abgesehen  müfste  sie  doch  als  fQr  die 
Schule  ganz  unbrauchbar  bezeichnet  werden,  da  gewifs  kein  Schüler  aus 
dieser  Erklärung  eine  anschauliche  Vorstellung  der  Ebene  bekommen 
▼Qrde.  —  In  der  Besprechung  des  vorliegenden  Buches  in  H.  Z.  VII. 
p.  212—222  sagt  Scherling:  „Noch  weniger  können  wir  uns  mit  der  vom 
Verfasser  gegebenen  Definition  der  Ebene  befreunden/* 

*)  Setzt  damit  also  den  Begriff  der  Ebene  voraus. 

*)  Man  vergleiche  die  Äufserung  Kummers. 

*)  Insofern  wir  sie  ab  Grenzen  betrachten.  Werden  sie  an  und  für 
sich  der  Untersuchung  unterworfen,  so  müssen  wir  sie  in  diesem  Sinne 
ab  Begriffe  a  priori  unseres  Denkens  bezeichnen. 
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Müller,  £.,  Elemente  der  Geometrie.  I.  —  Braunschwei 
1869. 

^,Eme  Fläche  heifst  ebene  Fläche  oder  Ebene  schlcHshi 
weg,  wenn  sie  auf  beiden  Seiten  in  ihrer  ganzen  Ausdehoun 
nach  allen  vier  Gegenden  dergestalt  von  einerlei  Beschaffe! 
heit  ist,  dafs  die  beiden  Seiten  mit  den  zugehörigen  Rauoc 
teilen  oder  ohne  dieselben  miteinander  vertauscht  werde 
können.  Da  aber  eine  Fläche  als  gemeinschaftliche  Gxenz 
zwischen  den  Bäumen  auf  beiden  Seiten  als  zweifache  ei 
scheint,  so  werden  zwei  Ebenen  und  die  auf  beiden  Seite 
derselben  befindlichen  Bäume  mit  jeder  Seite  und  nach  jede 
Baumgegend  hin  dergestalt  aufeinander  gelegt  werden  konnei 
dafs  sie  wieder  nur  eine  Ebene  und  einen  Baum  bilden.  Jede 
der  beiden  Baumteile  zu  beiden  Seiten  einer  Ebene  ist  dei 
andern  gleich,  also  die  Hälfte  des  ganzen  Baumes  oder  ei 
Halbraum/' ^) 

p.  16.  „Eine  jede  der  Ebenen  eines  Büschelraumes  h 
durch  zwei  ihrer  Strahlen  vollständig  bestimmt^  weil  durc 
zwei  dieser  Stellen  nur  eine  einzige  Ebene  möglich  ist.*^ 

II.  p.  3  findet  sich  dieselbe  Definition  der  Ebene. 


Müller,  J.,  Lehrbuch  der  elementaren  Planimetrie.  - 
Bremen  1870  —  fügt  der  genetischen  Definition  der  Eben 
hinzu : 

„Die  Ebene  ist  die  einzige  Fläche,  welche  au  jeder  Stellt 
von  beiden  Seiten  dieselbe  Gestalt  darbietet.^) 


Pfleiderer,  Scholien.  —  Stuttgart  1827. 


*)  Welche  Definitionen  der  Ebene  die  einzelnen  Geometer  auch  ge 
geben  haben,  jede  ohne  Ausnahme  kommt  auf  diese  Eigenschaft  zurücl 
und  kann  ohne  sie  die  geometrischen  Fundamentalsätze  der  Kongruem 
teils  nur  mangelhaft  beweisen,  teils  gar  nicht.  Alles  Klappen  und  Drehet 
der  Ebene  und  ihrer  Gebilde  setzt  diese  Definition  voraus. 

')  Nach  meiner  Auffassung  vom  Element  würde  diese  Erklärung  auch 
für  jedes  Ebenenelement  zutreffen  (dagegen  nicht  nach  Helmholtzs 
Erklärung).  Ob  aber  überhaupt  dem  Begriffe  Gestalt  oder  Form  einet 
Fläche  nicht  schon  der  Begriff  der  Ebene  zu  Grunde  liegt,  erscheint  mir 
zum  wenigsten  sehr  zweifelhaft. 


-     279     - 

p.  £.  ,,Eine  Fläche  heifst  alsdann  (d.  h.  nach  der  Defi- 
nition der  geraden  Linie)  eben^  wenn  jede  gerade  Linie,  die 
von  irgend  einem  Punkt  der  Fläche  an  irgend  einen  andern 
Punkt  derselben  gezogen  wird,  ganz  in  der  Fläche  liegt.  Diese 
Definition  drückt  die  gemeine  Art,  die  Ebenheit  einer  Fläche 
durch  Anlegung  der  Schärfe  eines  Lineals  an  dieselbe  zu 
prüfen,  durch  allgemeine  geometrische  Ausdrücke  aus/' 


Rausenberger,  Die  Elementargeometrie  etc.  —  Leipzig 
1887. 

,,Auch  unter  den  Flächen  wollen  wir  eine  besonders  ein- 
fache') auswählen:  die  Ebene.''  Er  giebt  dann  die  gewöhn- 
liche genetische  Definition  und  fährt  fort: 

^yDiese  Erzeugungsweise  liefert  nicht  die  Grundeigen- 
schaften der  Ebene;  vielmehr  müssen  wir  wieder  zu  der  direkten 
Anschauung^)  rekurrieren  .  .  .  ." 

,,Die  Fundamentaleigenschaften  der  Ebene  sind  die  fol- 
genden: 

1)  Jede  Gerade,  die  mit  einer  Ebene  zwei  Punkte  gemein 
hat^  fällt  ganz  in  dieselbe. 

2)  Jede  in  der  Ebene  gelegene  Gerade  kann  durch  Drehung 
um  einen  ihrer  Punkte,  wie  der  Augenschein  zeigt,  die 
ganze  Ebene  beschreiben. 

3)  Durch  drei  geg.  Punkte,  die  nicht  in  dieselbe  Gerade 
fallen,  läfst  sich  nur  eine  (aber  auch  immer  eine)  Ebene  legen. 

4)  Eine  Gerade,  die  nur  einen  Punkt  mit  der  Ebene  ge- 
mein hat,  durchdringt  dieselbe.     (Ebenenschnitt.) 

')  Das  Einfache  hier  in  Bezug  aof  die  Erzeugung  der  Ebene  ge- 
nommen. 

')  So  sehr  auch  ich  für  die  Betonung  und  gröfsere  Verwendung  der 
Anschauung  im  Unterricht  —  im  Vergleich  zur  jetzigen  Methode  —  bin, 
80  kann  ich  doch  mich  im  Folgenden  mit  Rausenberger  nicht  völlig  ein- 
Terstanden  erklaren.  Zumal  auf  den  Augenschein  —  meine  ich  — 
dürfe  man  sich  in  der  Oeometrie  nie  berufen,  sondern  die  Gewifsheit, 
die  aus  der  Anschauung  resultiert,  resultiert  aus  der  inneren  An- 
schauung, d.  h.  dem  Ton  allen  ZuHUligkeiten  resp.  subjektiven  Bedin- 
gungen, die  dem  Augenschein  anhaften  können,  durch  das  Denken  be- 
freiten Anschaaen. 
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5)  Alle  Ebenen  sind,  bis  auf  ihre  Lagen,  Yollkommen 
identisch. 

6)  Die  Ebene  ist  in  sich  verschiebbar  und  umkehrbar.^ 
Bausenberger  geht  dann  noch  näher  auf  die  schon  er- 
wähnte (s.  Baltzer)  Darstellung  der  Ebene  von  J.  Bolyai  und 
Lobatschewsky  ein  und  fdgt  derselben  folgende  E[ritik  zu: 
„Diese  Erzeugungsweise  erscheint  schon  deshalb  als  unnatür- 
lich, weil  sie  zuerst  die  Kugel  und  den  Kreis  liefert,  die  Ge- 
bilde einer  höheren  Stufe ^)  sind,  wie  die  Ebene  und  die  Ge- 
rade. Trotzdem  müfsten  wir  sie  der  hier  gegebenen  vorziehen, 
wenn  sich  aus  ihr  die  Eigenschaften  der  beiden  letzteren  ohne 
Zuhilfenahme  von  Axiomen  (aufser  dem  der  Kongruenz)  her- 
leiten liefsen.^'  Dies  ist  nach  Bausenbergers  Ansicht  aber  nicht 
gelungen.^)     Bemerkenswert  ist  noch  folgende  Stelle: 

,yEs  scheint,  dafs  der  zweite  Gleichheitssatz  nur  nach  Ein- 
führung der  Ebene  beweisbar  ist;  nur  in  der  Ebene  sind  Winkel- 
vergleichungen möglich."') 


Schindler,   Elemente  der  Planimetrie.  —   Berlin   1883. 

„Eine  Fläche  ist  eine  zweifach  ausgedehnte  Grofse.  Die 
einfachste  Fläche  ist  daher  diejenige,  deren  Länge  und  Breite 
gerade  Linien  sind.  Da  die  Ausdehnung  in  die  Breite  von 
der  Länge  ausgeht,^)  so  haben  diese  beiden  Geraden  einen 
Punkt  gemeinsam. 

Sich  schneidend  heifsen  Gerade,  die  einen  Punkt  gemein 
haben. 


*)  Vergl.  die  obigen  Aaafflhrangen.  Im  Anschlars  daran  möge  noch 
folgendes  bemerkt  werden.  Wird  der  Begriff  des  geometrischen  Ortes 
zu  grande  gelegt,  nnd  resultieren  wegen  der  Einfachheit  der  Bedingang 
als  Omndgebilde  Kugel  und  Kreis,  so  können  Ebene  und  Gerade  auch 
als  Spezialfälle  angesehen  werden,  n&mlich  für  r  »-  oo. 

^  Vergleiche  das  Zitat  aus  Frischauf,  Absolute  Geometrie. 

")  Vergleiche  meine  Bemerkungen  zu  §  III.  der  Grell  eschen  Ab- 
handlung und  die  Bemerkungen,  die  sich  auf  diese  Frage  beziehen,  bei 
den  Zitaten  von  Baltzer  nnd  J.  C.  Becker. 

^)  Eine  höchst  eigentümliche  Ausdrucksweise,  besonders  merkwürdig 
die  daraus  gezogene  Folgerung. 
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Eine  Fläche  ist  eine  stetige  Linien -Folge  ^)  in  der  Aus- 
dehnung ihrer  Breite.  Die  einfachste  Fläche  ist  daher  eine 
Aufeinanderfolge  von  Linien,  welche  durch  zwei  sich  schneidende 
Gerade  bestimmt  ist.  Die  Linien  aber,  welche  durch  je  zwei 
Punkte  der  beiden  sich  schneidenden  Geraden  bestimmt  werden, 
sind  Gerade.  Die  einfachste  Fläche  entsteht  also,  wenn  eine 
Gerade  an  zwei  sich  schneidenden  Geraden  entlang  bewegt 
wird.  Eine  solche  Fläche  ist  die  Fläche  der  Tafel,  die  Fläche 
des  Papiers  etc.  Sie  kennzeichnet  sich  dadurch,  dafs  auf  der- 
selben keine  Erhöhung  oder  Vertiefung^  wahrgenommen  wird, 
dals  sie  also  eben  erscheint 

Ebene  heifst  die  durch  zwei  sich  schneidende  Gerade  be- 
stimmte Fläche. 

Eine  Ebene  ist  eine  stetige  Aufeinanderfolge  von  Geraden 
entlang  an  zwei  sich  schneidenden  Geraden.'' 


Schlegel,  System  der  Baumlehre.  —  Leipzig  1872. 

Die  Lagenänderung  einer  Geraden  wird  Schiebung  ge- 
nannt. Findet  die  Schiebung  so  statt,  dafs  jeder  Punkt  eine 
Gerade  beschreibt  (eine  einfache  Bewegung  macht),  so  heifst 
die  Bewegung  einfach. 

„Wenn  eine  Gerade  ihre  Lage  durch  einfache  Bewegung*) 
ändert,  so  heifst  das  von  ihr  erzeugte  Gebilde  eine  Ebene.'' 

„Die  Eigenschaften  einer  Ebene  sind  bestimmt: 

1)  Durch  Lage  und  Richtung  einer  sie  erzeugenden  Ge- 
raden; 2)  durch  Lage  und  Richtung  einer  zweiten  Geraden, 


')  Ich  halte  diesen  Ausdrack  in  einem  für  Schüler  bestimmten  Bache 
för  geföhrlich,  da  er  gar  zu  leicht  Veranlassong  geben  kann  zu  dem 
Glaaben,  die  Fläche  sei  ans  Linien  zusammengesetzt.  —  Vergleiche  die 
Rezension  in  H.  Z.  XYII.  p.  60/61. 

')  Erhöhong  and  Vertiefung  setzen  den  Begriff  der  Ebene  ja  voraus : 
was  über  die  Ebene  hinausragt,  heilst  Erhöhung,  eine  Stelle,  welche  in 
der  Flache,  aber  unter  der  Ebene  sich  befindet,  eine  Vertiefung. 

*)  Der  hier  in  die  Erklärung  der  Ebene  eingeführte  Begriff  der  ein- 
fachen Bewegung  ist  kein  allgemein  gültiger;  aufserdem  kommt  ihm 
—  selbst  von  dem  ersten  Einwurf  abgesehen  —  durchaus  keine  deutlichere 
Vorstellbarkeit  zu,  als  dem  Begriff  der  Ebene  selbst.  Vergl.  Günthers 
Besprechung  in  H.  Z.  VIII.  p.  47. 
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die  von  einem  der  ersten  angehorigen  Punkte  beschrieben  wird; 
üder^  da  man  beide  Gerade  durch  dieselbe  Lage')  bestimmen 
kann: 

1)  durch  Lage  und  Richtung  einer  sie  erzeugenden 
Geraden; 

2)  durch  die  Lage  eines  beliebigen  festen,  aufserhalb 
dieser  Geraden  in  der  Ebene  liegenden  Punktes; 

oder,  wenn  man  auch  die  in  1)  genannte  Gerade  durch  zwei 
Punkte  ersetzt: 

1)  durch  die  Lagen  dreier  nicht  in  derselben  Geraden 
liegenden  Punkte. 

Die  Merkmale  einer  Ebene  sind  hiernach  vorläufig:  Eine 
Lage  und  zwei  Richtungen;  oder  zwei  Lagen  und  eine 
Richtung;  oder  drei  Lagen. 


Schlegel,  Lehrbuch  der  elementaren  Mathematik.  — 
Wolfenbüttel  1879. 

Auch  in  diesem  Lehrbuche  geht  Schlegel  von  dem  Begriife 
der  einfachen  Bewegung  aus  bei  der  Definition  der  Ebene 
(wie  auch  der  Geraden).  Auf  die  Bewegung,  ihr  Wesen  (Frei- 
heit) etc.  wird  genauer  eingegangen^)  und  als  wesentliche 
Merkmale  der  Ebene  ausgesprochen: 

„Die  Ebene  ist  1)  zweimal  ausgedehnt;  2)  einfach;  3)  un- 
begrenzt; 4)  unendlich;  5)  in  sich  beweglich.*' 


von  S winden,  ed.  Jakobi.  —  Jena  1834. 

„Eine  ebene  Fläche  oder  Ebene  ist  diejenige  Fläche,  welche 
durchaus  dieselbe  Lage  zwischen  ihren  Grenzen  hat.*'  Eukl.  L 
Erkl.  7.  —  L.  G.  L  Erkl.  6. 

„Anmerkung  1.  Andere  erklären  Ebene  als  diejenige 
Fläche,  welche  eine  gerade  Linie  in  allen  ihren  Teilen  berühren 

*)  Dieser  Ausdrnck  ist  an  sieb  unklar.  Es  ist  gemeint,  dafs  die 
beiden  Geraden  einen  Pankt  gemeinsam  haben. 

')  Ich  mnfs  wiederholt  anf  den  Artikel  Bewegung,  die  allerdings 
erst  im  II.  Bande  besprochen  wird,  and  auf  meine  im  Kapitel  III  ge- 
gebenen vorläufigen  Bemerkungen  hinweisen. 
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kann  (in  welcher  sich  nach  allen  Richtungen  gerade  Linien 
ziehen  lassen  J.)''  S.  Glavius  über  die  7.  Erkl.  im  ersten  Buche 
des  Eukl. 

Anmerkung  2.  Es  verhält  sich  mit  dieser  Erklärung,  wie 
mit  allen  Erklärungen  von  Dingen,  die  zu  einfach  sind,  als 
dafs  sie  noch  einer  Erklärung  durch  Worte  fähig  wären  — 
sie  sind  alle  ungenügend  und  mehr  oder  weniger  dunkel.^) 


Thibaut,  Grundrifs  der  reinen  Mathematik.^)  —  Göttingen 
1822. 

p.  171.  ,^an  darf  das,  was  eine  ebene  Fläche  ist,  wohl 
als  bekannt  voraussetzen,  obgleich  eine  solche  durch  Hilfe 
der  geraden  Linie  noch  erklärt  werden  kann.'' 

p.l76.  „Durch  Hilfe  der  geraden  Linie  kann  die,  übrigens 
ursprüngliche,  Vorstellung  der  ebenen  Fläche  näher  be- 
zeichnet werden.''   Es  folgt  dann  eine  der  üblichen  Erklärungen. 

^)  J.  Eober,  Über  die  Definitionen  der  geometrischen  Grundbegriffe, 
bemerkt  dazu:  ,,61anbt  aber  jemand,  dals  solche  Definitionen,  wenn  sie 
auch  nichts  nntzen,  doch  mindestens  nichts  schaden  können,  so  sei  fol- 
gendes bemerkt:  Man  will  in  Schulen  an  Klarheit  der  Begriffe  und  voll- 
kommene Schärfe  des  Ausdrucks  gewöhnen,  und  beginnt  mit  unklaren 
und  unsutreffenden  Erklärungen,  deren  Fehlerhaftigkeit  der  Schüler 
herausfühlt,  —  Erklärungen  der  einfachsten  Grundlagen',  deren  Begriffe 
im  Bewufstsein  des  Schülers  von  vornherein  fester  und  klarer  vorhanden 
sind,  als  irgend  welche  Kenntnisse,  die  ihm  die  Schule  beibringt/*  Man 
vergleiche  am  angeführten  Orte  die  weiteren  Ausfuhrungen. 

*)  Hankel  sagt  in  seiner  Antrittsrede  zu  Tübingen  „Die  Entwicklung 
etc/':  „In  Göttingen  lehrte  neben  Gaufs  seiner  Zeit  ein  wissenschaftlich 
ganz  unbedeutender  Mathematiker,  Thibaut,  die  Elemente  vor  hundert 
Zuhörern  aus  allen  Fakultäten,  während  Gaufs  kaum  ein  halbes  Dutzend 
aufbrachte.  Wenn  ich  die  Wahl  hätte,  —  möchte  ich  lieber  Gaufs, 
als  Thibaut  sein.'*  Dazu  bemerkt  Günther  in  seiner  Programm- 
arbeit „Der  Thibautsche  Beweis  etc/^*  ^fiev  Grundrifs  von  Thibaut 
kann  überhaupt  für  jene  Epoche  als  ein  wahres  Muster  einer  populär- 
wissenschaftlichen Darstellung  umfassenden  Stoffes  bezeichnet  werden, 
und  wer  dasselbe  kennt,  wird  auch  nur  mit  tiefem  Bedauern  die  hohlen 
Deklamationen  lesen  können,  welche  der  sonst  so  feinsinnige  Hankel 
gegen  dessen  Verfasser  richtet.**  Ich  mufs  gestehen,  dafs  mich  dieses 
Urteil  Günthers  wahrhaft  befriedigt  und  —  in  gewisser  Hinsicht  —  be- 
ruhigt hat. 
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Wolff,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Berlin  1830. 

y^Eine  Fläche  ist  entweder  eben  oder  krumm.  Dies  sind 
einfache  Begriffe.^  ^^Als  Kennzeichen  einer  Ebene  kann  man 
angeben^  dafs  die  gerade  Verbindungslinie  jeder  zwei  Punkte 
derselben  ganz  in  sie  föUt.'^ 


Ulrich,  Lehrbuch  der  reinen  Mathematik.  —  Göttingen 
1836. 

p.  409.  „Unter  Ebene  wird  die  Fläche  verstanden,  deren 
allen  Teilen  eine  gerade  Linie  angefügt  werden  kann/)  oder 
genauer,  welche  so  beschaffen  ist,  dafs  jede  gerade  Linie,  die 
durch  zwei  beliebige  Punkte  der  Fläche  gelegt  ist^  ganz  in 
die  Fläche  fällt"  

Klügel,  Wörterbuch,  Artikel  Ebene. 

„Ebene  ist  eine  Fläche,  auf  welcher  jede,  durch  irgend 
zwei  Punkte  derselben  gezogene  gerade  Linie  mit  allen  ihren 
Punkten  liegt.  Sie  ist  allenthalben,  in  gröfseren  wie  in  kleineren 
Teilen,  gleichförmig  ausgedehnt,  weil  auf  der  geraden  Linie 
die  Teile  durchgehends  eine  gleichförmige  Lage  haben." 

Die  Euklidsche  Definition  wird  angeführt  und  hinzugefügt: 

„Er  deutet  durch  jene  Erklärung  die  Gleichförmigkeit  der 
Ausdehnung  an  einer  Ebene  an.  Wie  auch  eine  Ebene  durch 
gerade  Linien  begrenzt  sein  mag,  so  ist  die  Form  der  Fläche 
selbst  dieselbe,  nur  die  Gröfse  imd  die  äulsere  Gestalt^  mögen 
verschieden  sein.  Euklides  setzt  in  der  That  voraus,  dafs  sich 
in  einer  Ebene  allenthalben  gerade  Linien  ziehen  lassen." 

„Proklus  . . .  versteht  die  Erklärung  der  Ebene  bei  Euklid 
so,  dafs  die  Ebene  zwischen  zwei  geraden  Linien  einen  Raum 
einnehme,  der  so  grofs  ist  als  der  Raum  zwischen  diesen 
Linien.') 

Schwerlich  hat  Euklid  dieses  sagen  wollen." 


^)  ,,CujaB  omnibas  partibus  recta  linea  congmit.'*  Prodi  in  primum 
Eakl.  element.  libr.  Comment.  liber  lY,  a  Francisco  Baccio  Fabritio 
Veneto  editi.  Patavii  1660.   p.  67. 

*)  Besser  wohl:  die  Begrenzung. 

')  Der  Ausdruck  ist  dunkel.   Es  soll  wohl  damit  gemeint  sein,  dafs 
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Becker^  F.^  Die  elementare  Geometrie  in  neuer  Anordnung. 
—  Progr.  Hanau  1870. 

;yWenn  zwei  sich  schneidende  Gerade  ausreichen^  um  die 
Lage  einer  Fläche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  (selbst  bis 
ins  Unendliche)  zu  bestimmen,  so  ist  die  Fläche  eine  Ebene.  ^) 
In  ihr  kann  man  nach  allen  Richtungen  ganz  in  sie  hinein- 
fallende Gerade  ziehen.  Jede  andre  Ebene,  welche  durch  die- 
selben zwei  sich  schneidenden  Geraden  geht,  fallt  mit  der 
ersteren  (der  Lage  nach)  zusammen,  ist  also  mit  ihr  einerlei 
(identisch).  Merkmal  einer  Ebene  ist  also,  dafs  sie  in  zwei 
Geraden,  welche  ihr  angehören,  festgehalten^)  und  nun  in 
umdrehende  Bewegung  versetzt  (wobei  sie  beständig  durch 
diese  beiden  Geraden  geht)  ihre  Lage  im  Räume  unverändert 
beibehält,  womit  zugleich  das  weitere  Merkmal  zusammen- 
hängt, dafs  jedes  beliebige  Stück  einer  Ebene  überall  ganz 
mit  ihr  zusammenfallen  mufs,  wenn  man  es  mit  zwei  in  ihm 
liegenden  Geraden  an  beliebiger  Stelle  in  sie  hinein  gelegt 
denkt'*  

Helmholtz,  Pop.  wiss.  Vortr.  III,  2.  „Über  den  Ur- 
sprung etc.** 

p.  34:  „Wir  sehen  daraus,  dafs  in  der  Geometrie  zweier 
Dimensionen  die  Voraussetzung,  jede  Figur  könne  ohne  irgend 
welche  Änderung  ihrer  in  der  Fläche  liegenden  Dimensionen 
nach  allen  Richtungen  hin  fortbewegt  werden,  die  betreffende 
Fläche  charakterisiert  als  Ebene  oder  Kugel  oder  pseudosphä- 
rische  Fläche.  Das  Axiom,  dafs  zwischen  je  zwei  Punkten  immer 
nur  eine  kürzeste  Linie  bestehe,  trennt  die  Ebene  und  pseudo- 
sphärische Fläche  von  der  Kugel,  und  das  Axiom  von  den 
Parallelen  scheidet  die  Ebene  von  der  Pseudosphäre.  Diese 
drei  Axiome  sind  in  der  That  also  notwendig  und  hinreichend, 
um    die   Fläche,  auf  welche  sich  die  Euklidische  Planimetrie 


die  Ebeoe  die  kleinste  Fläche  sei,  die  sich  zwischen  zwei  Geraden  denken 
läTst.  —  Man  vergleiche  übrigens  weiter  unten:  Majer,  Proklos  über 
die  Definitionen  bei  Eaklid. 

^)  Diese  Erkl&rong  hat  viel  für  sich. 

*)  Wenn  die  Ebene  in  zwei  Geraden  festgehalten  gedacht  wird, 
80  ist  sie  selbst  auch  fest  und  kann  nicht  mehr  gedreht  gedacht  werden. 
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bezieht,  als  Ebene  zij  charakterisieren,  im  Gegensatz  zu  allen 
andren  Raumgebilden  zweier  Dimensionen/' 


Bretschneider,  Lehrgebäude  der  niederen  Geometrie. 

,,Sind  im  Räume  drei  beliebige  nicht  in  gerader  Linie 
liegende  Punkte  gegeben,  durch  welche  eine  willkürliche  An- 
zahl unter  sich  verschiedener  Flächen  gelegt  ist,  und  man 
denkt  sich  die  letzteren  alle  um  irgend  zwei  jener  Punkte  so 
lange  herumgedreht,  bis  sie  sämtlich  wiederum  durch  den 
dritten  Punkt  gehen  (so  dafs  also  diejenigen  Seiten  der  Flächen, 
die  früher  die  oberen  waren,  nunmehr  die  unteren  geworden 
sind),  so  wird  jede  einzelne  Fläche  in  dieser  neuen  Lage  mit 
der  im  Räume  gedachten  Spur  ihrer  anfänglichen  Lage  nicht 
zusammenfallen,  sondern  irgend  einen  hohlen  Raum  einschliefsen. 
Es  wird  aber  stets  eine  Fläche  vorhanden  sein  oder  wenigstens 
als  vorhanden  gedacht  werden  können,  welche  nach  erfolgter 
Umlegung  mit  der  Spur  ihrer  ersten  Lage  allenthalben  genau 
zusammenfällt  und  keinen  hohlen  Raum  einschliefst.  Diese  Fläche 
wird  nun  eine  gerade  Fläche  oder  eine  Ebene  genannt/' 

„Auch  die  Vorstellung  der  Ebene  ist  eine  Grundvorstel- 
lung des  menschlichen  Geistes/' 


Grelle,  Über  Parallelen-Theorien  etc.  —  Berlin  1816. 

„Da  im  Räume  durch  dieselbe  Linie  unzählige  Flächen 
liegen  können  (weil  eine  Linie  zugleich  mit  den  Flächenräumen, 
die  sie  sondert,  da  ist),  so  bestimmen  eine  einzelne  Linie  oder 
mindestens  zwei  Punkte,  also  weniger  als  drei  Punkte,  keine 
Fläche;')  also  kann  eine  Fläche  nicht  in  eine  andere  fallen, 
wenn  beide  nicht  wenigstens  drei  Punkte  gemein  haben/^ 


^)  Ans  dieser  Bemerkung  ergiebt  Bich  die  CharakterisieraDg  der 
Ebene  als  derjenigen  Fläche,  welche  durch  die  kleinstmögliche  Anzahl 
von  Punkten  im  Baume  bestimmt  ist  (wie  die  Gerade  diejenige  Linie 
iBt,  die  durch  die  kleinstmögliche  Anzahl  von  Punkten  bestimmt  ist). 
(Leider  geht  Grelle  auf  diesen  fruchtbaren  Gedanken  nicht  weiter  ein, 
ja  er  verwertet  ihn  nicht  einmal  bei  seiner  Definition  der  Ebene.)  Hierin 
liegt  die  Einfachheit  von  Gerade  und  Ebene  in  dem  Sinne,  dafs  man 
sie  als  die  einfachste  Linie  resp.  Fläche  bezeichnet. 
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„Eine  Fläche  anterscheidet  sich  von  der  anderen  durch 
ihre  Gestalt;  daher  giebt  es  unzählige  verschiedene  Flächen. 
Man  unterscheidet  gerade  und  krumme.  Estere  heifsen 
Ebenen.  Eine  Ebene  ist,  die  an  beiden  Seiten  dieselbe  Ge- 
stalt hat,  SO;  dafs  wenn  man  die  eine  Seite  der  Ebene  in  die 
andere^  d.  h.  den  körperlichen  Raum  an  der  einen  Seite  in 
den  körperlichen  Raum  an  der  andern,  und  umgekehrt,  legt, 
die  Grenzen  des  Raumes  in  demselben  Orte  im  Räume  bleiben.'^ 

^In  einer  Ebene  sind  also  nach  allen  Richtungen  gerade 
Linien  möglich,  die  ganz  in  der  Ebene  bleiben,  weil  alle 
Linien  in  einer  Ebene,  gleich  der  Ebene  selbst,  an  beiden 
Seiten  dieselbe  Gestalt  haben/' 


Grelle,  Lehrbuch  der  Elemente  der  Geometrie.  —  Berlin 
1826. 

„Befinden  sich  alle  geraden  Linien,  die  durch  beliebige 
*Paare  von  Punkten  einer  Fläche  gehen,  ganz  in  der  Fläche, 
so  ist  die  Fläche  gerade  und  heüjst  Ebene^. 


Grunert,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  —  Branden- 
burg 1870. 

§  8:  „So  wie  man  zwei  Hauptarten  der  Linien  unter- 
scheidet, so  unterscheidet  man  auch  zwei  Hauptarten  der 
Flächen:  ebene  und  krumme  Flächen«  Eine  ebene  Fläche 
oder  eine  Ebene  ist  eine  Fläche  von  solcher  Beschaffenheit^ 
dafs  jede  zwischen  irgend  zwei  in  derselben  angenommenen 
Punkten  gezogene  gerade  Linie  ganz  in  sie  hineinfallt.'' 

§  9:  „Die  vorher  gegebene  Definition  der  ebenen  Fläche 
kann  im  ersten  Augenblick  für  Anfanger  einige  Dunkelheit 
haben.  Bedenkt  man  aber  nur  z.  B.  wie  jeder  Tischler  unter- 
sucht, ob  eine  glatt  gehobelte  Fläche  eine  völlig  genaue  Ebene 
bildet,  indem  er  nämlich  die  Schärfe  eines  richtigen  Lineals 
nach  allen  Richtungen  an  selbige  anlegt  und  zusieht,  ob  er 
nirgends  zwischen  dem  Lineal  und  der  zu  prüfenden  Fläche 
durchsehen  kann,  pb  also  die  Schärfe  des  Lineals  sich  überall 
völlig  genau  an  die  Fläche  anschliefst,  so  wird  alle  Dunkelheit 
bei    obiger  Erklärung  gewils  auf  der  Stelle  verschwinden".... 
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August,  Lehrbuch  der  Mathematik  I.  —  Berlin  1852. 

,,6ewisse  Flächen  können  durch  Fortbewegung  einer  Linie 
entstanden  gedacht  werden.  Ist  dabei  die  bewegte  Linie  eine 
gerade  und  wird  sie  so  bewegt,  dafs  jeder  ihrer  Punkte  wieder 
eine  gerade  Linie,  aber  in  einer  andern  Richtung  bildet,  so 
entsteht  eine  ebene  Fläche  oder  Ebene/' 

Dazu  kommt  als  Grundsatz:  „Eine  gerade  Linie,  die  zwei 
Punkte  mit  einer  Ebene  gemein  hat,  liegt  ganz  in  derselben,^' 
und  ein  Forderungssatz:  ,,Durch  jede  drei  Punkte  im  Räume 
sich  eine  Ebene  gelegt  zu  denken  und  sich  dieselbe  nach  allen 
Seiten  hin  beliebig  erweitert  vorzustellen/' 


Arneth,  System  der  Geometrie.  —  Stuttgart  1840. 

„Eine  Fläche  wird  eben  oder  Ebene  genannt,  wenn  eine 
Gerade,  wie  man  sie  auch  in  die  Fläche  legen  mag,  immer 
mit  dieser  zusammenfällt.'' 


Bartholomäi,  Gradlinige  Planimetrie.  —  Jena  1851. 

Bartholomäi  betrachtet  die  „Abhängigkeit  der  Elemente'^ 
eines  Winkels.  Der  Übergang  des  einen  Schenkels  in  den 
andern  findet  durch  Drehung  statt.  „Diese  Drehung  darf  nicht 
willkürlich  sein."^)  Deshalb  gleitet  der  eine  Schenkel  bei  der 
Drehung  auf  einer  Geraden,  die  die  beiden  Schenkel  schneidet, 
hin.  Nach  einer  vollständigen  Umdrehung  hat  der  freie 
Schenkel  eine  Ebene  beschrieben. 

„Die  Ebene  ist  diejenige  Fläche,  in  welche  alle  Geraden 
zwischen  je  zwei  Punkten  derselben  fallen." 

„Eine  Ebene  ist  durch  drei  Punkte,  welche  nicht  in  einer 
Geraden  liegen,  vollkommen  bestimmt." 

Bartholomäi  fügt  hinzu:  „Auf  Einfacheres  kann  die  Er- 
zeugung der  Ebene  nicht  zurückgeführt  werden."  Die  Vor- 
stellung der  durch  drei  Punkte  bestimmten  Ebene  und  zwar 
in  unendlicher  Ausdehnung  ist  daher  ein  „Postulat"  der 
Geometrie. 


^)  Vergleiche    meine   Anmerkung    zu    Deahnas    Dantellang    in 
BaltaerB  Zitat. 
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Beck,  Ebene  Geometrie  nach  Legendre.  —  Bern  1842. 

,^ine  ebeu6  Fläche  oder  eine  Ebene  ist  eine  Fläche, 
auf  welche  man  eine  gerade  Linie  nach  allen  möglichen  Rich- 
tungen 80  legen  kann^  dafs  alle  Punkte  dieser  Linie  in  der 
Fläche  liegen." 

J.  E.  Becker,  Lehrbuch  der  Elementar-Mathematik  IL  — 
Berlin  1877. 

,,Alle  Geraden,  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen 
und  eine  gegebene,  nicht  durch  diesen  Punkt  gehende  Gerade 
schneiden,  liegen' in  einer  Fläche,  welche  ebene  Fläche  oder 
Ebene  genannt  wird. 

Die  Ebene  verbindet  alle  in  ihr  liegenden  Punkte  auf 
kürzestem  Wege,  und  jede  Gerade,  welche  zwei  Punkte  mit 
ihr  gemein  hat,  liegt  mithin  ganz  in  ihr. 

Eine  Ebene  wird  beschrieben  von  einer  Geraden,  welche 
auf  zwei  anderen  sich  schneidenden  hingleitet,  oder  von  einer 
Geraden,  die  sich  um  einen  ihrer  Punkte  so  dreht,  dafs  sie 
dabei  eine  nicht  durch  diesen  Punkt  gehende  Gerade  schneidet" 

Dazu  kommt  nach  der  Behandlung  der  Parallellinien  der 
Satz:  „Eine  Ebene  ist  vollkommen  bestimmt  durch  drei  nicht 
in  derselben  Geraden  liegende  Punkte." 


Boym^nn,  Lehrbuch  der  Mathematik  L  —  Köln  1877. 
Dieselbe  Erklärung  der  Ebene,  wie  bei  Becker  in  dem 
vorhergehenden  Zitat. 

F.  Fischer,  Anfangsgründe  der  Mathematik  IL  —  Leipzig 
1887. 

„Die  einfachste  aller  Flächen  ist  die  ebene  Fläche  oder 
Ebene.  Man  versteht  darunter  eine  Fläche  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dafs  jede  Gerade,  welche  zwei  Punkte  derselben 
verbindet,  ganz  in  ihr  liegt" 


Frankenbach,  Lehrbuch  der  Mathematik  L  —  Liegnitz 
1889. 

Schotten,  der  planlmetr.  Unterricht .  19 
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y,In  jeder  Fläche  kann  man  von  jedem  Punkte  aus  beliebig 
viele  Linien  ziehen.  Sind  dieselben  alle  gerade ,  dann  heifst 
die  Fläche  eine  ebene  Fläche  oder  eine  Ebene.'' 


Frantz,  Die  Philosophie  der  Mathematik«  —  Leipzig  1842. 

;J)ie  Ebene  ist  das  Aufsersichsein,  und  zwar  der  Linie, 
der  Richtung  des  Raumes.^)  Damit  hat  sich  das  Sich-Unter- 
scheiden  des  Raumes  als  seiendes  Aufsereinander  selbst  be- 
stimmt Die  Ebene  ist  selbst  der  Raum.  Aber  der  Raum 
ist  jetzt  als  Ebene  bestimmt,  —  durch  die  zwei  Dimensionen. 
Damit  ist  überhaupt  die  Bestimmtheit  an  den  Raum  getreten. 
Dieser  Widerspruch  aber,  dafs  der  Raum,  das  absolute  Aufser- 
einander, ein  bestimmter  sei,  wird  sich  weiterhin  zum  totalen 
Räume  entwickeln. 

In  der  Ebene  als  Raum  wiederholt  sich  zunächst  das 
zuvor  betrachtete  Spiel  des  Raumes,  dafs  sie  in  sich  Richtungen, 
Linien  setzt.  Aber  wie  die  Ebene  bestimmter  Raum  ist,  haben 
auch  die  Richtungen  in  ihr  nicht  überhaupt  eine  Beziehung 
zu  einander,  sondern  eine  bestimmte  Beziehung  —  durch 
die  zwei  Dimensionen,  welche  die  Ebene  bestimmen  —  die 
sich  bei  allem  sonstigen  Unterschied,  der  Richtung  erhält;  sie 
sind  in  der  Ebene,  die  selbst  bestimmt  ist  allenthalben  gerade 
Linie  zu  sein.'' 

Die  weitläufige,  weitere  philosophische  Betrachtung  der 
Ebene,  die  sich  auf  den  Begriff  der  Richtung  und  der  Kurve 
stützt,  schliefst  mit  den  Worten: 

„Die  Ebene  entstand  uns  als  die  Rückkehr  der  Linie,  als 
Richtung,   aus   dem  Aufsersich  zu  sich.^)     Als  solche  mani- 


^)  Dieses  Zitat  kann  als  Muster  mystisch -philosophischer  Begrlffs- 
erklärang  gelten.  Man  möge  es  also  in  diesem  Sinne  auffassen,  wenn 
ich  die  Betrachtungen  von  Frantz  in  dieser  ausfflhrlichen  Weise  zitiere. 
Man  möge  übrigens  diese  Ausführungen  vergleichen  mit  den  entsprechen- 
den bei  Schmitz-Dumont,  um  wahrhaft  mathematisch-philosophische 
Betrachtung  im  Gegensatz  zu  dieser  philosophierenden,  geistreich  sein 
sollenden  Untersuchung  zu  erkennen  und  zu  würdigen. 

')  Auf  diese  Stelle  sei  noch  besonders  aufmerksam  gemacht.  Ich 
kann  es  mir  nicht  versagen,  zur  Yergleichung  eine  Stelle  aus  Hegel 
anzuführen,  obwohl  sie  inhaltlich  zu  dem  Vorliegenden  in  gar  keiner 
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fesiiert  sich  die  Ebene  in  der  Kurve ,  in  welcher  sie  darum 
ihre  Bestimmung  erreicht  hat.  Es  ist  sonst  nichts  an  der 
Ebene  zu  erkennen/' 

Bei  der  Betrachtung  des  Körpers  heifst  es  dann  weiter: 
„Die  Ebene  ist  bestimmter  Raum.  Aber  wir  betrachteten  sie 
bisher  so,  dafs  sie  überhaupt  nur  Bestimmtheit  in  sich  habe^ 
nämlich  die,  allenthalben  gerade  Linie  zu  sein.  Sie  ist  aber 
selbst  eine  bestimmte ,  diese.  Indem  sie  bestimmter  Raum 
ist,  unterscheidet  sich  in  ihr  der  Raum  von  sich  als  dem  All- 
gemeinen. Als  sich  richtend  war  er  zur  Ebene  geworden, 
und  die  Ebene  ist  selbst  nur  eine  Richtung;  so  ist  sie  eine 
bestimmte  unter  andern.  Indem  sich  der  Raum  als  Ebene 
setzt,  setzt  er  viele  Ebenen.  Danach  ist  die  Ebene  nicht  der 
Raum,  als  vielmehr  im  Räume,  der  wie  früher  in  Linien  jetzt 
in  Ebenen  sein  AuTsereinander  realisiert 


Frischauf,  Absolute  Geometrie.*)  —  Leipzig  1872. 

p.  2.  „Eine  Fläche,  welche  durch  drei  Punkte  bestimmt 
ist,  heifst  eine  Ebene/' 

Im  Anhang  p.  81  heifst  es  hierzu: 

„Die  Gerade  und  die  Ebene  werden  in  der  Geometrie 
gewöhnlich  axiomatisch  vorausgesetzt.  Von  den  Versuchen 
dieselben  durch  einfachere  Axiome  zu  ersetzen,  soll  der  von 
Wolfgang  Bolyai  gegebene  mitgeteilt  werden. 

Beziehung  steht.  In  Hegels  „Encyklopädie  der  philosophischen  Wissen- 
schaflen"  heifst  es  in  §  12:  ,,Dsi8  Wesen,  als  das  durch  die  Negativität 
seiner  selbst  sich  mit  sich  vermittelnde  Sein,  ist  die  Beziehung  auf  sich 
selbst,  nur  indem  sie  Beziehung  auf  Anderes  ist,  das  aber  unmittelbar 
nicht  als  Seiendes,  sondern  als  ein  Gesetztes  und  Vermitteltes  ist." 
Darin  ist,  ^ie  ein  Kritiker  bei  Besprechung  einer  ähnlichen  Philo- 
sophirerei  sich  treffend  geäufsert  hat,  Sinn,  Nichtsinn  und  Unsinn. 

*)  Man  vergleiche:  Beltrami,  Essai  d'interpretation  de  la  g^o- 
metrie  non  euklidienne  traduit  de  Titalien  par  M.  J.  Hoüel,  eztrait 
du  Giomale  de  Matematiche,  t.  VI,  1868.  —  besprochen  in  H.  Z.  II. 
p.  130.  —  Frischaufs  Werk  selbst  ist  in  H.  Z.  VII.  p.  464/69  durch- 
aus beifällig  besprochen  von  Eilling,  während  Pietzker  ebenda 
p.  469/74  gegen  Frischauf  vorgeht.  Eine  Würdigung  dieser  Einwürfe 
findet  sich  bei  Günther,  Der  Thibautsche  Beweis  etc.  —  Die  Ent- 
gegnung Eillings  findet  sich  in  H.  Z.  VBI.  p.  220. 

16* 
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Der  Grundgedanke  besteht  in  folgendem:  Um  die  Ebene 
zu  erhalten,  denke  man  sich  von  zwei  Punkten  0  und  0'  (als 
Mittelpunkten)  fortgesetzt  (konzentrische)  Kugeln  mit  (dem- 
selben  aber)  immer  gröüser  werdendem  Radius  beschrieben. 
Der  Inbegriff  der  Durchschnittslinien  je  zweier  Eugelflächen 
mit  gleichem  Radius  ist  eine  Ebene/'^) 

Nach  einer  längeren  Ausführung  dieses  Gedankens,  der 
zum  Begriff  der  Geraden  führt,  wird  noch  folgende  Kon- 
struktion der  Ebene  gegeben. 

p.  87:  ^ine  Kreislinie  als  Durchschnittslinie  zweier 
gleicher  Kugelflächen  werde  in  den  Punkten  A  und  B  hal- 
biert.^) Durch  die  Punkte  Ä  und  B  ist  eine  Gerade  bestimmt; 
es  sei  femer  C  die  Mitte  der  Strecke  AB.  Eine  der  beiden 
Hälften  der  Kreislinie  werde  in  2)  halbiert,  so  ist  durch  die 
Punkte  C  und  D  eine  zweite  Gerade  CD  bestimmt,  welche 
senkrecht  auf  der  Geraden  AB  genannt  wird.  Dreht  man 
die  erhaltene  Figur  um  AB,  so  beschreibt  die  Gerade  CD 
eine  Ebene.  

Funck,  Das  Euklidische  System  der  Geometrie  der  Ebene. 
—  Berlin  1864. 

„Eine  ebene  Fläche  oder  Ebene  ist  diejenige,  welche 
zwischen  ihren  Grenzen')  durchaus  dieselbe  Lage  hat,  dafs 
jede  zwei  Punkte  in  ihr,  geradlinig  verbunden,  eine  gerade 
Linie  liefern,  welche  ganz  in  sie  hineinföUt.^' 


^)  Gfinther  sagt  in  einer  Besprechung  der  IL  Auflage  der  Elemente 
desselben  Verfassers  in  H.  Z.  IX.  p.  222:  „Statt  wie  vordem  „Ebene  und 
Gerade**  hat  der  Yerfsksser,  dessen  Spezialität  ja  bekanntlich  die  absolute 
Geometrie  ist,  nunmehr  „Eugelfläche  und  Eugellinie**  an  die  Spitze  ge- 
stellt und  deduziert  erstere  aus  letzterer.  Dann  erst  folgt  die  Lehre 
von  den  Ebenen  und  Geraden  im  Räume.  Referent  h&lt  dieses  Verfahren, 
die  Eugelfläche  in  den  Vordergrund  zu  stellen,  für  pädagogisch  richtig 
und    möchte   demselben  sogar  eine  noch  weitere  Ausdehnung  gegeben 


wissen." 


')  Aus  der  beigefQgten  Figur  geht  hervor,  dals  Ä  und  B  zwei  ent- 
gegengesetzte Punkte  des  Kreises  sind. 

^  Damit  föllt  die  unendliche  Ebene  ganz  aus  der  Betrachtung  her- 
aus; es  hätte  sonst  genauer  heifsen  müssen:  wenn  man  sich  irgend  einen 
Teil  der  Ebene  denkt,  so  hat  er  zwischen  seinen  Grenzen  durchaus  die- 
selbe Lage.  Aber  dieser  Ausdruck  bedarf  selbst  wieder  einer  Erläuternng. 
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Helmes,^)  Die  Elementarmathematik  II.  —  Hannover  1874. 

„Von  allen  Flächen  ist  ausgezeichnet  durch  ihre  Einfach- 
heit*) und  durch  die  leicht  vermittelte  Bestimmtheit  ihres 
Begriffs  die  ehene  Fläche  oder  die  Ebene.'' 

Der  Erklärung  der  Ebene  resp.  der  Darlegung  ihrer  Be- 
schaffenheit und  der  Vergleichung  mit  Beispielen  folgen  die 
Worte:  ^^Dafs  es  aber  wirklich  eine  Ebene  giebt/)  hat  sich, 
ungeachtet  auf  der  Voraussetzung  des  Begriffs  das  ganze  Ge- 
bäude der  Geometrie  beruht,  bis  auf  den  heutigen  Tag  noch 
nicht  beweisen  lassen;  der  Begriff  der  Ebene  gehört  zu 
den  Grundvorstellungen.''  Helmes  weist  dann  noch  auf 
Deahnas  in  Baltzers  Zitat  erwähnten  ^^scharfsinnigen"  Ver- 
such, die  Statthaftigkeit  des  Begriffs  der  Ebene  und  die  Wirk- 
lichkeit derselben  zu  beweisen  hin  und  auf  Grelles  und  Erbs 
Arbeiten.  Es  wird  alsdann  der  Satz  bewiesen:  „Wenn  zwei 
Ebenen  drei  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegende  Punkte 
miteinander  gemein  haben,  so  sind  sie  nicht  zwei  verschiedene 
Ebenen,  sondern  sie  fallen  ganz  miteinander  zusammen;  oder 
durch  drei  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegende  Punkte 
ist  die  Ebene  bestimmt." 


Heinze,  C,,  Die  Elementargeometrie.  —  Berlin  1877. 

„Sind  eine  gerade  Linie  und  ein  aufserhalb  derselben 
liegender  Punkt  gegeben,  so  ist  die  Zusammenfassung  aller 
Punkte,  die  von  dem  gegebenen  Punkte  aus  vor  der  gegebenen 
geraden  Linie  liegen,  die  geometrische  Ebene."  Dazu  kommt 
noch  die  Erklärung: 

*)  Besprochen  in  H.  Z.  VII.  p.  184  f.  —  Durchans  anerkennend. 

*)  Vergleiche  meine  obigen  Ansführangen  über  diesen  Begriff  und 
die  Anmerkung  zu  dem  Zitat  aus  Grelle,  Parallelentheorien. 

')  Ob  es  in  Wirklichkeit  eine  Ebene  giebt,  ist  von  gar  keiner  Be- 
dentnng.  Es  ist  diese  Frage  eine  von  denen,  von  denen  Kant  sagt, 
dals  man,  ehe  man  sie  zu  beantworten  suche,  sich  zuerst  fragen  müsse, 
ob  man  sie  vernünftiger  Weise  auch  stellen  dürfe.  Und  ähnlich  äufsert 
sich  Hankel  bei  der  Besprechung  des  Parallelenproblems.  „Mit  Kecht 
yerzicbtete  Euklid  und  mit  ihm  die  folgenden  Geometer  auf  den  Beweis. 
Hätten  sie  das  nicht  gethan,  so  .  .  .  wäre  die  Mathematik  just  so  weit 
gekommen,  als  die  Methapbjsik  mit  dem  Begriffe  des  Seins  .  .  .  ** 
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y^Deukt  man  sich  eine  gerade  Linie  ab  und  dann 
einen  Punkt  c,  der  nicht  in  dieser  geraden  Linie  oder  deren 
Verlängerung  liegt,  so  kann  man  sich  noch  einen  zweiten 
Punkt  d  denken,  der  vom  gegebenen  Punkte  aus  vor  der 
geraden  Linie  liegt.  Derselbe  kann  vom  gegebenen  Punkte 
aus  vor  der  geraden  Linie  überall  gedacht  werden,  bald  näher 
dem  gegebenen  Punkte  oder  der  geraden  Linie,  bald  weiter 
von  dem  einen  oder  der  andern.  Nimmt  man  alle  diese  Punkte 
zusammen,  so  hat  man  die  geometrische  Ebene.^^)  Aus 
dieser  Art  der  Auffassung  folgt  direkt,  dafs  die  Ebene  durch 
einen  Punkt  und  eine  Gerade  oder  durch  drei  Punkte  bestimmt 
ist.  Die  Möglichkeit  der  unendlichen  „Verlängerung"  wird 
ausdrücklich  hervorgehoben. 


Menger,  Grundlehren  der  Geometrie.  —  Wien  1881. 
„Jede  Ebene  kann  dem  Auge  als  Gerade  erscheineu." 


J.  H.  T.  Müller,  Lehrbuch.  —  Halle  1844. 

Nach  der  gewöhnlichen  Erklärung  der  Ebene  ^)  und  einigen 
daraus  abgeleiteten  Sätzen  wird  noch  folgende  Betrachtung 
hinzugefügt: 

„Die  Ebene  ist  die  kleinste  von  allen  begrenzten  Flächen, 
welche  sich  zwischen  einer  und  derselben  in  dieser  Ebene 
liegenden  Grenzen  denken  lassen. 

Zur  Erläuterung  können  Stücke  von  Kugeln,  Kugelkappen 
u.  s.  w.  gebraucht  werden.  —  Unsere  Sprache  hat  keinen  Aus- 
druck für  das  dem  Abstände  bei  den  Linien  Entsprechende.'^^) 


^)  Diese  Erklärung  Heinzes  ist  identisch  mit  derjenigen,  dafs  man 
die  Ebene  unter  Umständen  als  eine  gerade  Linie  siebt.  Mir  scheint 
dieselbe  nicht  ohne  Wert  zu  sein.  Man  vergleiche  das  folgende  Zitat 
ans  Monger. 

')  J.  Eober,  Über  die  Definitionen  der  geometrischen  Grandbegriffe, 
in  H.  Z.  I.  p.  233  bemerkt  zu  der  Müllerschen  Definition:  „Trotz  aller 
Künstelei  ist  nicht  genug  gesagt,  um  die  Ebene  von  der  Eugelflriche 
sicher  zu  unterscheiden.** 

')  Man  vergleiche  das  Zitat  von  Ebensperger  und  meine  Anmerkung 
dazu.    Übrigens  könnte  man  analog  dem  Abstand  zweier  Punkte  viel- 
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Paucker,  Die  ebene  Geometrie.  —  Königsberg  1823. 

,yWenn  eine  Fläche  die  Beschaffenheit  hat,  dafs  sie  von 
einer  geraden,  sie  in  zwei  Punkten  berührenden^)  Linie  auch 
in  allen  übrigen  zur  geraden  Linie  gehörigen  Punkten  berührt 
wird;  und  dieses  nicht  in  einer  besonderen  Lage  der  geraden 
Linie  allein^  sondern  in  allen  möglichen  Lagen  derselben  statt- 
findet; —  so  heifst  eine  solche  Fläche  eine  Ebene/' 


Schmitz-Dumont,  Mathematische  Erkenntnistheorie.  — 
Berlin  1878. 

,,Das  durch  zwei  Dimensionen  in  unbeschränkter  Ausdeh- 
nung bestimmte  Gebilde  heifst  Ebene.^) 


Beez^  Über  Euklidische  und  Nicht-Euklidische  Geometrie. 
—  Plauen  1888. 

„Wir  gehen  nun  zur  Definition  der  Ebene  über,  welche 
keine  Schwierigkeit  darbietet,  sobald  eine  stichhaltige  Er- 
klärung der  Geraden  gegeben  ist. 

Nach  Euklid  ist  die  Ebene  diejenige  Fläche,  welche  zwischen 
den  in  ihr  befindlichen  Geraden  |iuf  einerlei  Art  liegt.  Das- 
selbe kann  man  aber  auch  von  jeder  in  die  Ebene  abwickel- 
baren Fläche,  insbesondere  vom  Cylinder  und  dem  Kegel  be- 


leicht aach  von  dem  Abstände  zweier  eich  schneidenden  Geraden  sprechen. 
Ea  würde  sich  dann  nur  darum  handeln  den  Begriff  der  kürzesten 
Drehung  als  Drehungsabstand  zu  bezeichnen  und  in  die  Geometrie  ein- 
zuführen. Allerdings  tr&fe  dieser  Ausdruck  dann  nur  zu  für  zwei  sich 
schneidende  Gerade,  während  man  bei  Parallelen  von  der  kürzesten 
Verschiebung  sprechen  müfste.  Beide  Fälle  liefsen  sich  aber  zusammen- 
fassen in  dem  zu  normierenden  Begriff  des  Abstandes  zweier  Geraden. 
Die  Schwierigkeit  liegt  darin,  dafs  die  sich  kreuzenden  Geraden  aus 
der  Betrachtung  auszuscheiden  sind;  dafs  also  die  obige  Begriffsbestim- 
mong  nicht  allgemein  gültig  ist.    VergL  Zitat  aus  Majer. 

*)  Durch  den  Ausdruck  „berühren"  wird  der  Begriff  der  Ebene  vor- 
weg genommen;  es  hätte  heifsen  müssen:  Wenn  eine  gerade  Linie, 
sobald  sie  zwei  Punkte  mit  einer  Fläche  gemeinsam  hat,  dann  auch 
jedesmal  alle  Punkte  mit  ihr  gemeinsam  hat,  so  heifst  die  Fläche  Ebene. 

^  Diese  Erklärung  stimmt  mit  der  von  mir  gegebenen  Definition 
überein. 
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haupten/'  Nach  Proklos  sei  Euklids  Definition  durch  Ver- 
tauschung  der  Gattungen  —  ebenso  wie  bei  der  Geraden  — 
nämlich  der  Linie  mit  der  Fläche  gebildet.^)  Die  übrigen 
Bestimmungsarten  der  Ebene  werden  erwähnt,  darunter  auch 
diejenige  als  Minimalfiläche  zwischen  ihren  Grenzen  und  als 
die  Fläche y  deren  Inneres  durch  das  Aufsere  verdeckt  wird.') 
Nach  Eilling/)  dem  neuesten  Bearbeiter  der  Nicht-Euklidischen 
Geometrie,  sei  die  Ebene  charakterisiert  durch  die  drei  Eigen- 
schaften: 

„1)  Bei  der  Buhe  eines  jeden  (d.  h.  irgend  eines)  ihrer 
Punkte  kann  die  Fläche  noch  in  sich  bewegt  werden,  jeder 
Punkt  beschreibt  eine  (durch  den  ruhenden  Punkt  und  die 
Anfangslage  des  bewegten  Punktes)  bestimmte  Linie  und  kehrt 
auf  derselben  bei  fortschreitender  Bewegung  in  die  Anfangs- 
lage zurück.*) 

2)  In  der  Fläche  giebt  es  in  sich  yerschiebbare  Linien, 
welche  umkehrbar  sind  (gerade  Linien)  oder  mit  anderen 
Worten:  bei  einer  gewissen  Bewegung  der  Ebene  kann  eine 
solche  Linie  in  sich  verschoben  werden,  bei  einer  anderen, 
nämlich  der  Drehung  um  einen  Punkt  der  Linie,  kann  die 
Linie  als  Ganzes,  wieder  in  die  Anfangslage  gelangen,  während 
die  einzelnen  Punkte  ihre  Lage  vertauschen. 

3)  Die  Fläche  selbst  ist  umkehrbar  d.  h.  man  kann  sie 
so  um  eine  in  ihr  liegende  Gerade  drehen,  dafs  sie  als  Ganzes 
die  Anfangslage  wieder  einnimmt,  während  die  Punkte  nicht  in 
die  frühere  Lage  zurückkehren/'  Beez  bemerkt  dazu:  „Flächen 
müssen  bei  diesen  Erklärungen  offenbar  als  starr  imd  unbieg- 
sam angesehen  werden,  denn  sonst  liefsen  sich  dieselben  drei 
Eigenschaften  auch  an  Flächen  konstanter  positiver  wie  nega- 
tiver Krümmung  nachweisen/'  Es  heifst  dann  weiter:  „Wenn 
der  Verfasser  hinzufugt:   ^dafs   diese  Yoraussetzuugen  in  den 


^)  Man  vergleiche  weiter  unten  das  Zitat  ans  Majer,  Proklos  über 
die  Definitionen  bei  Euklid. 

'}  Was  dieser  Ausdruck  bedeuten  soll  ist  mir  nicht  klar. 

')  Killing,  Die  nicht-euklidischen  Baumformen  in  analytischer  Be- 
handlung. —  Leipzig  1885.    Besprochen  in  H.  Z.  XVII.  p.  209. 

*)  Dies  trifft  auch  zu  für  die  Eugelfiäche  und  in  eingeschränktem 
Mause  auch  für  die  Eegelfiäche. 
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ersten  Definitionen  Euklids  enthalten  sind,  bedarf  keines  Nach- 
weises', so  kann  dies  doch  unmöglich  auf  die  Eigenschaft  der 
Umkehrbarkeit  sich  beziehen ,  die  meines  Wissens  weder  von 
Euklid,  noch  von  einem  andern  griechischen  Mathematiker 
postuliert  wird.'^  Beez  geht  dann  näher  auf  diese  Frage  ein 
und  verteidigt  seinen  auch  von  mir  vertretenen  Standpunkt 
dafs  entgegen  Euklid  der  Punkt  nicht  Ausgangspunkt  der 
Betrachtung  sein  dürfe.  Nach  Beez  ist  Leibniz  der  erste, 
welcher  das  Prinzip  der  ümkehrbarkeit  ausgesprochen.^)  „Er 
definiert  in  einem  Briefe  an  Giordano  die  Ebene  als  diejenige 
Fläche,  welche  den  Raum  in  zwei  kongruente  Teile  zerlegt. 
Mit  Recht  wandte  indessen  Giordano  ein,  dafs  man  sich  Flächen 
und  Linien  denken  könne,  welche  den  Raum  beziehentlich  die 
Ebene  ebenfalls  in  zwei  kongruente  Teile  zerlegten,  ohne  aber 
eben  oder  gerade  zu  sein.  Es  fehlt  offenbar  in  der  Leibniz- 
schen  Definition  die  zweite  Bestimmung,  dafs  die  beiden  kon- 
gruenten Räume  ineinander  verschoben  werden  können,  ohne 
dafs  die  Grenzflächen  aufhören  miteinander  zusammenzufallen, 
mit  anderen  Worten  die  Voraussetzung,  dafs  die  Ebene  in 
sich  selbst  verschiebbar  isf  Beez  beansprucht  für  sich  die 
Priorität  der  vervollständigten  Definition  und  weist  die  Ein- 
wände^ die  vom  pädagogischen  und  wissenschaftlichen  Stand- 
punkt aus  gegen  die  Definition  erhoben  werden,  zurück. 


*)  Vergleiche  Baltzer.  —  Vergleiche  Günther,  Der  Thibautsche 
Beweis  etc. :  ,,Die  nicht-euklidische  Geometrie  nämlich,  deren  kritischen 
Leistangen  auch  der  konservativste  Geometer  seinen  Beifall  nicht  ver- 
sagen sollte,  hat  dadurch  ein  neues  bedeutsames  Ferment  in  die  Er- 
örterung gebracht,  dafs  sie  die  Ümkehrbarkeit  für  Ebene  und  gerade 
Linie  betont.  Man  mag  diese  beiden  Grundgebilde  wie  immer  aus  dem 
Banm begriff  selbst  oder,  wie  es  die  verbesserte  Methode  der  Neueren 
will,  ans  Kugel  und  Kreis  herleiten,  stets  erheben  sich  die  allergröfsten 
Schwierigkeiten,  zu  beweisen,  dafs  eine  . .  .  Strecke  .  .  .  umkehrbar  sei." 
Es  wird  verwiesen  auf:  Günther,  Ziele  und  Resultate  der  neueren 
mathematisch  -  historischen  Forschung,  Erlangen  1876.  S.  77  ff.  —  und 
auf:  Becker,  Die  Elemente  der  Geometrie  auf  neuer  Grundlage,  I. 
S.  9  ff.  u.  S.  23  ff.  In  Bezug  auf  das  letztere  sagt  Günther:  „Neuerdings 
Bind  es  besonders  die  Arbeiten  J.  C.  Beckers,  die  den  sekundären  Charakter 
der  früher  als  ursprünglich  angesehenen  Begriffe  Gerade  und  Ebene  be- 
stimmt hervortreten  lielsen.'* 
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Korneck^  Genetische  Behandlung  des  planimeiarischeu 
Pensums  der  Quarta.  —  Kempen  1879. 

;^Unter  den  verschiedenartigsten  Flächen  zeichnen  sich  die 
ebenen  Flächen  dadurch  ans,  dafs  sie  stets  ineinanderfallen^ 
wenn  man  sie  auch  auf  verschiedene  Weise  zusammenlegt/' 


Wernicke,  Geometrie  des  Mafses.  —  Braunschweig  1887. 

p.  27:  ,, Axiom  U.  In  unserem  Räume  giebt  es  eine  un- 
begrenzte Fläche,  welche  dadurch  erzeugt  werden  kann,  dafs 
man  eine  Gerade  in  einem  ihrer  Punkte  festhält  und  dieselbe 
auf  einer  anderen  Geraden  gleiten  läfst:  diese  Fläche  wird 
ebene  Fläche  oder  Ebene  genanni'^ 

Dieselbe  wird  als  Elementargebilde  unseres  Raumes 
bezeichnet. 

,, Welchen  erkenntnistheoretischen  Wert  die  beiden  Axiome 
(nämlich  aufser  dem  oder  vor  dem  der  Ebene  das  Axiom  I. 
der  Geraden)  haben,  auf  welchen  wir  unsere  Geometrie  auf- 
bauen, mag  hier  dahingestellt  bleiben:  fQr  den  Mathematiker 
sind  sie  einfach  Voraussetzungen,  welche  er  machen  mufs, 
falls  er  eine  Geometrie  begründen  will,  welche  für  die  Unter- 
suchung und  Darstellung  der  Aufsenwelt  brauchbar  isf 

p.  33:  „Jede  Ebene  ist  in  sich  kongruent,  d.  h.  sie  läfst 
sich  in  jeder  Kopie,  welche  mit  ihr  zusammenfällt,  verschieben, 
ohne  Biegungen  und  Dehnungen  ausgesetzt  zu  sein.'* 

„Jede  Ebene  hat  mit  einer  ihrer  Kopien  zwei  Lagen  der 
Deckung  (abgesehen  von  den  Verschiebungen  in  sich  selbst), 
und  zwar  gelangt  man  von  der  einen  zur  andern  durch  Drehung 
der  Ebene  um  jede  in  ihr  gelegene  Gerade  (ümkehrbarkeit).'' 


H.  Müller,  Über  den  ersten  planimetrischen  Unterricht. 
-  Berlin  1889. 

Auf  die  Erzeugung  der  Ebene  durch  eine  um  einen  Punkt 
sich  drehende  und  zugleich  an  einer  zweiten  Geraden  gleitende 
Gerade  wird  ausführlich  eingegangen  und  daraus  die  üblichen 
Folgerungen  gezogen.  Zugleich  giebt  Müller  einen  Apparat 
an,  dessen  er  sich  zur  Veranschaulichung  des  Vorgangs  bedient 
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Martini;  Die  Krümmung  ebener  Kurven  etc.  —  Rott- 
weil 1877. 

Es  werden  die  zwei  Seiten  einer  Flache  verglichen,  wobei 
es  vorkommen  kann,  dafs  „die  beiden  Flächen  durchaus  gleich 
gestaltet'^  sind.^)  Ist  dies  der  Fall,  so  „gelangt  man  zu  einer 
Fläche,  in  welcher  keine  Seite  nirgends  weder  hohl  noch  er- 
haben ist,^)  in  welcher  somit  jede  Seite  in  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung  eben  und  folglich  ein  gestaltig  ist/'  „Die  Ebene  ist  die* 
jenige  Fläche,  deren  beide  Seiten  durchweg  gleich  gestaltet  sind/'') 

Nach  näherer  Ausführung  heifst  es:  „Nach  dieser  De- 
finition erscheint  die  Ebene  offenbar  als  die  denkbar  einfachste 
Fläche.  Weil  die  beiden  Seiten  einer  Fläche  gleich  grofs  sind, 
da  sie  sich  ja  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  gegenseitig  be- 
rühren,^) so  sind  die  beiden  Seiten  einer  Ebene,  weil  noch 
gleich  gestaltet,  kongruent 

Hieran  schliefsen  sich  noch  ausführliche  Betrachtungen 
über  die  Verhältnisse  bei  Drehung  und  Verschiebung  von 
Ebenenteilen. 

Majer,  Proklos  über  die  Definitionen  bei  Euklid.  —  Stutt- 
gart 1881. 

„Die  älteren  Philosophen  beliebten  die  Ebene  nicht  als 
eine  Art  der  Fläche  zu  nehmen,  sondern  beides  als  dasselbe 
zur  Darstellung  einer  zweidimensionalen  Gröfse.  Denn  so  hat 
der  gottliche  Plato  die  Geometrie  als  Lehre  von  den  Ebenen 
bestimmt,  indem  er  sie  der  Stereometrie  entgegensetzte,  wie 
wenn  Ebene  und  Fläche  dasselbe  wäre.  Und  ebenso  der  wunder- 
bar grolse  Aristoteles. 


*)  Wie  BchoD  oben  ausgeführt,  hat  die  Fläche  selbst  keine  zwei 
Seiten;  man  kann  sie  aber  von  zwei  Seiten  aus  betrachten.  Das  ist 
auch  hier  gemeint. 

*)  Dafs  hierin  die  Voraussetzung  der  Ebene  liege,  habe  ich  weiter 
oben  gezeigt.  —  Vergl.  Anmerkung  zu  Schindlers  Zitat. 

^  Vielleicht  liefse  sich  diese  Definition  so  geben:  Diejenige  Fläche, 
die  von  beiden  Seiten  betrachtet  durchaus  dieselbe  Gestalt  zeigt,  heilst 
Ebene. 

*)  Ein  unglücklicher  Ausdruck.  Danach  macht  es  den  Eindruck, 
als  könne  man  etwa  eine  Ebene  in  zwei  zerlegen:  in  die  linke  Seite  und 
die  rechte  Seite. 
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Euklid  aber  und  seine  Nachfolger  erklärten  die  Fläche 
für  das  genus,  die  Ebene  für  die  species^  wie  die  Gerade  im 
Verhältnis  zur  Linie.  Deshalb  bestimmt  er  auch  die  Ebene 
abgesondert  von  der  Fläche  nach  Analogie  der  Geraden;  denn 
er  erklärt  diese  als  gleich  mit  dem  Zwischenräume  zwischen 
den  Punkten,  und  ebenso  nehme  auch  die  Ebene ,  wenn  zwei 
Geraden  gegeben  seien,  den  gleichen'  Raum  ein  mit  dem 
zwischen  den  Geraden  gelegenen."^) 

,,Manche  könnten  auch  sagen,  sie  sei  die  kleinste  von 
Flächen,  welche  dieselben  Grenzen  haben...,  und  so  wird 
man  alle  Definitionen  der  Geraden  auf  die  Ebene  übertragen 
können,  indem  man  nur  das  genus  ändert'' 

Majer  geht  in  seiner  Besprechung  besonders  auf  die  Yer- 
tauschung  von  genus  und  species  näher  ein,  „die  sich  leider 
auch  in  einer  Menge  der  neuesten  Lehrbücher  der  Geometrie 
findef  Ich  werde  in  dem  Kapitel,  das  der  Geraden  gewidmet 
ist,  ausführlicher  auf  die  vorliegende  Abhandlung  eingehen. 


Damit  sollen  die  Zitate  über  die  Ebene  ihr  Ende  finden. 
Es  hat  sich  gezeigt,  dafs  im  wesentlichen  die  Definition  der 
Ebene  sich  auf  den  Begriff  der  Geraden  stützt,^)  während 
er  nach  unserer  Ansicht  nur  aus  dem  Bagriff  der  Richtung 


^)  Yergl.  Funcke,  Grundlagen  der  Baum  Wissenschaft,  besprochen  in 
H.  Z.  IX,  p.  28—28.  —  Danach  definiert  Funcke  die  Ebene  „als  diejenige 
Fläche,  welche  eine  Gerade  bei  der  Drehung  um  einen  ihrer  Punkte 
beschreibt,  wenn  sie  bei  kleinster  Drehung  in  eine  andere  Lage  ge- 
langen soll."    Eilling  empfiehlt  das  Buch  sehr. 

')  Man  vergleiche  J.  Eober,  Über  die  Definitionen  der  geometrischen 
Grundbegriffe.    H.  Z.  I.  p.  232: 

„Der  Begriff  Ebene  hat  ursprünglich  mit  geraden  Linien  nichts  zu 
thun.  .  .  .  Wenn  nun  in  der  Definition  vorausgesetzt  wird,  dafs  sich  in 
jedem  Punkte  nach  jeder  Richtung  gerade  Linien  ziehen  lassen,  so  ist 
dies  zwar  richtig,  darf  aber  nicht  der  Erkl&xung  von  Ebenen  vorausge- 
schickt werden,  sondern  müfste  als  Grundsatz  auf  dieselbe  folgen." 

„Genau  genommen  erscheint  übrigens  die  Definition  unbestimmt, 
da  sich  über  den  Eugelmantel  ganz  dasselbe  sagen  liefse,  wenn  man 
nur,  was  durchaus  nicht  widersinnig  wäre,  die  keineswegs  deutlichen 
Worte  „auf  einerlei  Art"  (in  Euklids  Definition)  in  entsprechender  Weise 
auffassen  wollte." 
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hervorgeht  oder  ihxv  aus  demjeDigen  des  AbstandeS;  den  beiden 
Grundbegriffen  a  priori,  die  ich  als  unmittelbare  Begriffe 
a  priori  bezeichnen  mochte^  während  Ebene  und  Gerade  als 
mittelbare  Begriffe  a  priori  aufzufassen  sind.^) 


V.   Kapitel. 

Die  Gerade. 


Ebenso  wie  die  Ebene  ist  auch  die  Gerade  eine  a  priori 
im  menschlichen  Geiste  vorhandene  Vorstellung,  ein  Grund- 
begriff a  priori.  Ja,  wenn  zwischen  diesen  Grundbegriffen 
eine  Unterscheidung  gemacht  werden  könnte,  so  würde  der 
Geraden  eine  höhere  Aprioritat  zugesprochen  werden  müssen, 
da  der  Begriff  der  Ebene  in  der  That  sich  auch  aus  dem- 
jenigen der  Geraden  ableiten  lälst.  Eine  Definition  der  Ge- 
raden erscheint  —  nach  dem  Urteil  Vieler  —  für  den  Unter- 
richt unnötig,  ja  unmöglich,  es  genüge  an  die  bekannte  Vor- 
stellung anzuknüpfen,  dieselbe  durch  passende  Übungen  zu 
vollem  BewuGstsein  zu  bringen.  Nach  meinen  Auseinander- 
setzungen in  Kapitel  III.  würde  ich  —  analog  der  Definition 
der  Ebene  —  für  die  Definition  der  Geraden  folgende  Fassung 
vorschlagen:  Die  Gerade  ist  diejenige  Linie,  die  in  ihrer 
Gesamtheit  nur  eine  Dimension  hat  (nur  nach  einer  Di- 
mension ausgedehnt  ist).  —  Dabei  bleibt  das  schwere  Be- 
denken, das  auch  schon  bei  der  Definition  der  Ebene  berührt 
wnrde,  dafs  sich  die  Definition  auf  einen  neuen  Begriff,  den> 
jenigen  der  Dimension  stützt,  der  für  sich  wiederum  eine  Er- 
klärung fordert. 

Die  gröfste  Anzahl  der  üblichen  Definitionen  knüpft  an 
den  Begriff  der  Richtung  an  —  und  es  ist  offenbar,  dafs  hierzu 
eine  gewisse  Berechtigung  vorhanden  — :  die  übrigen  Eigen- 
schaften der  Geraden,  besonders  die,  die  kürzeste  zu  sein, 
werden  dann  als  Axiome,  meist  unvermittelt,  hinzugefügt.^) 

')  Man  vergleiche  das  folgende  EapiteL 

^  Ciala  in  H.  Z.  IL  p.  43  will  die  Definitionen  der  räumlichen  Ge- 
bilde auf  die  Ursachen  der  Bewegung,  die  Kräfte  zurückgeführt  wissen. 


—     302     — 

Die  Schwierigkeit;  die  bei  der  Definition  der  Geraden  auftritt^ 
liegt  eben  in  dieser  doppelten  Wesenheit:  die  übrigens  auch 
bei  anderen  räumlichen  Gebilden  zu  beachten  ist  und  deren 
Nichtberücksichtigung  unvollkommene  Erklärungen  yeranlafst 
hat.  Bei  der  Betrachtung  der  räumlichen  Gebilde  als  selb- 
ständiger Formen  müssen  wir  den  umgekehrten  Weg  ein- 
schlagen, als  bei  ihrer  Ableitung  aus  der  Grenzbetrachtung. 
Sollen  die  Definitionen  besonderer  Arten  von  Flächen  oder 
Linien  gegeben  werden,  so  ist  es  passend  —  insofern  wir  die 
besondere  Art  nicht  als  einen  Grundbegriff  a  priori  anzuer- 
kennen vermögen  —  vom  Punkt  auszugehen  und  von  diesem 
her  zu  einer  Definition  su  gelangen.  Selbstverständlich  ist, 
dafs  dabei  gewisse  Grundbegriffe  a  priori  vorhanden  sein  müssen, 
auf  die  die  Definition  zurückgreift  und  sich  stützt.  Als  die 
Grundbegriffe,  auf  die  sich  die  Definition  der  räumlichen  Ge- 
bilde zu  stützen  hat,  bezeichne  ich  zwei:  1)  den  Begriff  der 
Richtung;  2)  den  Begriff  des  Abstandes.  Beide  sind  un- 
mittelbare Grundbegriffe  a  priori  und  völlig  glächberechtigt. 
Setzen  wir  in  Gedanken  zwei  Funkte,  so  ist  damit  sofort  auch 
Richtung  und  Abstand  gesetzt.  Dabei  wird  man  von  folgender 
Betrachtung  auszugehen  haben:  Wird  ein  Punkt  gesetzt^  so 
giebt  es  von  ihm  aus  nach  unendlich  vielen  Richtungen  und 
ebenso  in  unendlich  vielen  Abständen  Punkte.  Setzt  man  dann 
noch  einen  zweiten  Punkt,  so  ist  damit  sofort  eine  ganz  be- 
stimmte Richtung,  nämlich  von  dem  gegebenen  Punkte  aus 
nach  dem  zweiten  hin,  aber  auch  diejenige  vom  zweiten  nach 
dem  ersten  Punkte  gegeben:  ebenso  der  Abstand  des  zweiten 
Punktes  vom  ersten,  aber  auch  der  Abstand  des  ersten  vom 
zweiten.  Durch  einen  zweiten  Punkt  wird  also  sofort  eine 
bestimmte  Richtung  festgelegt  und  ebenso  ein  bestimmter  Ab- 
stand.    Wir  werden  weiter  unten  sehen,  dafs  das  Umgekehrte 


Es  faeifst:  t^'Wir  definieren  nun:  Bewegt  sich  ein  Pnnl^t  unter  dem  Ein- 
flnss  einer  Momentankraft  nnd  keiner  anderen  Kraft  anfserdem,  so  sagt 
man  von  ihm,  er  bewege  sich  in  einer  „geraden"  Linie  und  habe 
überall  dieselbe  Richtung.  —  „Richtung**  und  „gerade**  sind  also 
ungezwungen  nur  zu  erklären  mit  Zuhilfenahme  des  Eraftbegriffs,  ohne 
ihn  behalten  jene  wichtigen  Grundbegriffe  immer  etwas  Dunkles.**  — 
Die  Entwicklung  der  Haupteigenschaften  sei  bei  dieser  Definitton  leicbt 


—    303     — 

nicht  der  Fall  ist;  sondern  dafs^  wenn  ein  Punkt  gegeben  ist^ 
nach  einer  bestimmten  Richtung  anendlich  viele  Punkte  mög- 
lich sind  und  ebenso  in  einem  bestimmten  Abstand  unendlich 
viele  Punkte.  Zu  der  Bestimmung  eines  bestimmten  Punktes 
sind  sowohl  eine  bestimmte  Richtung  als  auch  ein  bestimmter 
Abstand  notig.  Wir  haben  es  also  sofort  mit  einer  zwei- 
fachen Wesenheit  in  doppelter  Beziehung  zu  thun.  Erstens 
treten  die  Begriffe  Richtung  und  Abstand  gleichzeitig  in  Evidenz^ 
zweitens  ist  aber  auch  jeder  von  diesen  wiederum  in  doppelter 
Hinsicht  zu  betrachten.  Dafs  die  beiden  Abstände  einander 
gleich  und  dafs  wir  infolge  dessen  schlechtweg  vom  Abstände 
sprechen,  thut  der  angestellten  Betrachtung  keinen  Eintrag; 
übrigens  wird  das  Axiom  der  Umkehrbarkeit,  das  sofort  in 
dieser  Grundbetrachtung  zu  Tage  tritt,  als  solches  von  vielen 
Seiten  bestritten.^)  Hier  möge  zur  Erläuterung  der  vorgetragenen 
Meinung  noch  ein  Beispiel  seine  Stelle  finden,  das  erst  später 
ausführlich  behandelt  werden  soll.  Betrachten  wir  den  Winkel, 
so  tritt  auch  bei  diesem  Begriff  diese  doppelte  Wesenheit  der 
Richtung  und  des  Abstandes  hervor.  Die  beiden  Richtungen 
gehen  hier  von  einem  gemeinsamen  Punkt  aus,  dagegen  ist 
der  Drehungsweg  —  es  sei  gestattet,  diesen  kurzen  Ausdruck 
anzuwenden  —  ein  doppelter  je  nach  dem  Sinn  der  Drehung 
und  im  allgemeinen  auch  ein  der  Gröfse  nach  doppelter.  Doch 
kehren  wir  zu  der  Betrachtung  der  Geraden  zurück.  Fafst 
man  die  Gesamtheit  aller  Punkte,  die  von  einem  Punkte  aus 
nach  derselben  Richtung  hin  liegen,  zusammen,  so  hat  man 
als  den  Träger  dieser  Punktreihe  den  Strahl,  fafst  man  die 
Punkte  zusammen,  die  vom  gegebenen  Punkte  aus  denselben 


^)  „Die  nicht- euklidische  Geometrie  nämlich,  deren  kritischen 
Leistungen  auch  der  konservativste  Geometer  seinen  Beifall  nicht  ver- 
sagen sollte,  hat  dadurch  ein  neues  bedeutsames  Ferment  in  die  Er- 
örterung gebracht,  dafs  sie  die  Eigenschaft  der  Umkehrbarkeit  für  Ebene 
und  gerade  Linie  betont.  Man  mag  diese  beiden  Grundgebilde  wie  immer 
aas  dem  Raumbegriff  selbst  oder,  wie  es  die  verbesserte  Methode  der 
Neueren  will,  aus  Kugel  und  Kreis  herleiten,  stets  erheben  sich  die 
allergröfsten  Schwierigkeiten  bei  dem  Versuch,  zu  beweisen,  dafs  eine 
mit  ungewechselten  Endpunkten  neben  die  erste  gelegte  Strecke  durch- 
aus mit  jener  identisch,  also  umkehrbar  sei.*'  Günther,  Der  Thi- 
b  an t sehe  Beweis,    p.  5. 
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Abstand  haben^  so  ergiebt  sich  als  Träger  dieser  Punktreihe 
der  Kreis.  Wir  haben  somit  im  Strahl  und  Kreis  die  beiden 
aus  den  Grundbegriffen  Richtung  und  Abstand  sich  unmittel- 
bar ergebenden  Grundgebilde  der  elementaren  Planimetrie.^) 
Betrachtet  man  den  Strahl  nun  auch  auf  die  Eigenschaft  hin, 
dafs  er  auch  die  Richtung  vom  zweiten  Punkte  aus  nach  dem 
ersten  hin  enthält  und  dafs  wir  vom  zweiten  Punkte  aus  wieder 
nach  dieser  Richtung  hin  alle  Punkte  uns  denken  können,  auch 
über  den  ersten  hinaus,  so  ergiebt  sich  als  das  Zusammen- 
fassende dieser  beiden  Strahlen  oder  entgegengesetzten  Rich- 
tungen die  Gerade  als  unmittelbarer  Grundbegriff  a  priori, 
wie  ich  sie  bweichnen  möchte,  da  sie  zu  ihrer  Erklärung  nur 
Begriffe  a  priori  erfordert,  doch  aber  erst  sekundär  aus  der 
Betrachtung  des  Strahles  resultiert.  Ebenso  kommt  auch  der 
zweite  Grundbegriff  a  priori  in  der  Geraden  zum  Ausdruck, 
da  auf  ihr  der  Abstand  der  Punkte  gemessen  wird.  Indem 
wir  also  so  die  Gerade  in  qualitativer  und  quantitativer  Hin- 
sicht betrachten  und  qualitativ  auf  den  Begriff  der  Richtung, 
quantitativ  auf  den  Begriff  des  Abstandes  stützen,  erscheint 
sie  uns  zwar  gegenüber  den  primären  Gebilden  Strahl  und 
Kreis  als  ein  sekundärer  Begriff,  immerhin  aber  doch  so  eng 
damit  verbunden,  dafs  wir  sie  als  einen  mittelbaren  Grund- 
begriff a  priori  bezeichnen  dürfen. 

Für  die  Auffassung  des  Strahles  als  des  primären  Ge* 

^)  Bauaenb erger  a.  a.  0.  Einleitung: 

„Sachen  wir  uns  darQber  klar  zu  werden,  welche  Schwierigkeiten 
sich  einer  einheitlichen  Entwicklung  der  Elementargeometrie  entgegen- 
stellen. Zunächst  wird  ein  weitgehender  Dualismus  herrorgerufen  durch 
die  Benutzung  zweier  Fundamentallinien:  der  Geraden  und  des  Kreises. 
Die  neuere  synthetische  Geometrie  zeigt,  dafs  durch  geeignete  Zuord- 
nung von  Punkte  und  Geradensystemen  sämtliche  Kegelschnitte  erzeugt 
werden  können;  unter  diesen  ist  der  Kreis  ein  ganz  spezielles  Ge- 
bilde. Trotzdem  räumt  man  ihm  den  Vorzug  vor  den  übrigen  Kegel- 
schnitten ein,  in  die  Elementargeometrie  aufgenommen  und  hier  ge> 
wissermafsen  als  gleichwertig  mit  der  Geraden  behandelt  zu  werden/* 
—  Rausenberger  begründet  dann  ausführlich,  warum  auch  er  für  Bei- 
behaltung des  Kreises  in  der  Elementargeometrie  ist.  Meiner  Meinung 
nach  zeigt  sich  der  hier  berührte  Dualismus  nicht  blofs  bei  der  Geraden 
und  dem  Kreise,  sondern  auch  bei  der  Geraden  allein,  da  sie  quali- 
tativ und  quantitativ  zu  erklären  ist. 
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bildes  scheint  mir  übrigens  auch  der  Umstand  zu  sprechen, 
der  von  vielen  Autoren  bei  der  Definition  der  Geraden  be- 
nutzt wird:  dafs  nämlich  der  im  homogenen  Medium  ver- 
laufende Lichtstrahl  als  Beispiel  für  die  Gerade  angeführt  wird. 

Dafs  sich  bei  der  Zugrundelegung  der  Begriffe  Richtung 
und  Abstand  übrigens  ungezwungen  Gerade  (resp.  Strahl)  und 
Kreis,  die  beiden  Linienarten  der  elementaren  Planimetrie,  in 
analoger  Auffassung  ergeben  und  folglich  der  Kreis  nicht  als 
ein  zweites  dem  ersten  Gebilde  unvermittelt  gegenüberstehendes 
Gebilde  eingeführt  werden  mufs,  läfst  mich  diese  Betrachtungs« 
weise  für  eine  besonders  berechtigte  halten.^) 

Wie  in  der  Geraden  eine  doppelte  Richtung  gegeben  ist, 
so  auch  im  Kreise;  bei  der  ersteren  handelt  es  sich  dabei  um 
fortschreitende  Bewegung,  bei  dem  Kreise  um  drehende  Be- 
wegung, so  dafs  auch  in  dieser  Beziehung  eine  Analogie  zwischen 
den  beiden  Grundgebilden  besteht. 

Setzen  wir  zwei  Punkte,  so  ist  dadurch  sofort  auch  die 
Richtung  vom  einen  zum  andern  und  ihr  Abstand  vorhanden, 
nicht  aber  die  Gerade:  die^e  müssen  wir  uns  erst  durch  die 
beiden  Punkte  gelegt  denken;^)  also  auch  ohne  dafs  die  Ge- 


')  Vergl.  die  vorhergehende  Anmerkang. 

*)  Yergl.  Hoff  mann,  Die  Prinzipien  des  1.  Buches  von  Euklids 
Elementen,  in  H.  Z.  III.  p.  119. 

Nachdem  eich  Hoffmann  sehr  scharf  über  Euklids  Definition  ge- 
änfsert,  sagt  er:  „Der  Begriff  der  geraden  Linie  wird  durch  eine  De- 
finition im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes  nicht  klar,  da  diese  nur  eine 
Zusammenfassung  von  Merkmalen  erfordert  Vielmehr  verlangt  die  De- 
finition der  Geraden  einen  Akt  psychischer  Bewegung,  nändich  die  Be- 
wegung eines  Punktes  oder  Atombildes  zwischen  zwei  idealen  Raum- 
punkten in  unserer  Vorstellung.  Da  diese  Bewegung  aber  mit  nnmefs- 
barer  Geschwindigkeit  geschieht,  so  wird  der  Geist  dieser  Thätigkeit 
sich  nicht  mehr  bewufst/*  —  Diese  Ansicht  teilt  auch  J.  Kober  in  H.  Z. 
III.  p.  686:  ,,Gerade  und  Richtung  sind  innig  verwandte  Begriffe,  wie 
ja  schon  in  der  Sprache  angedeutet  ist;  „Richtung"  kommt  her  von 
„recht**,  sowie  directio  mit  rectns  zusammenhängt.  Darin  ist  aus- 
gesprochen, dafs  man  notwendig  bei  dem  Begriffe  „gerade"  ebenso  wie 
bei  „Richtung"  an  eine  Bewegung  denkt,  dafs  es  eine  gewaltsame 
Abstraktion  ist,  wenn  man  bei  dem  Begriffe  der  geraden  Linie  die  „Be- 
wegung oder  andere  Thätigkeit"  ausschliefst;  diese  Abstraktion  ist  zwar 
begründet,  rechtfertigt  aber  kein  neues  Wort.'* 

Schotten,  der  pl»nimetr.  Unterricht  20 
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rade  gedacht  wird,  die  durch  die  beiden  Punkte  bestimmt  ist, 
und  ganz  unabhängig  von  ihrer  Existenz  sind  Richtung  und 
Abstand  a  priori  mit  den  beiden  Punkten  gegeben.  Dies 
scheint  mir  ganz  besonders  den  sekundären  Charakter  der  Ge- 
raden gegenüber  den  primären  Begriffen  Richtung  und  Abstand 
zu  bestimmen.  Umgekehrt  können  wir  uns  die  Gerade  aber 
nicht  etwa  denken,  ohne  dafs  Richtung  und  Abstand  als  vor- 
handen angesehen  werden. 

Dafs  die  Gerade  durch  zwei  Punkte  yollkommen  bestimmt 
ist,  oder  dafs  alle  Geraden  durch  zwei  Punkte  gedacht  zu- 
sammenfallen, geht  unmittelbar  daraus  hervor,  dafs  die  Rich- 
tung und  der  Abstand  durch  zwei  Punkte  —  Ausgangspunkt 
und  Zielpunkt  —  bestimmt  sind.  Setzen  wir  an  Stelle  des  Ziel- 
punktes die  Richtung  nach  ihm  von  einem  Punkt  aus,  so  er- 
giebt  sich,  dafs  auch  durch  einen  Punkt  und  eine  Richtung 
eine  Gerade  qualitativ  bestimmt  ist,  während  durch  die  Rich- 
tung allein  dies  nicht  der  Fall  ist,  denn  es  giebt  unendlich 
viele  Gerade,  die  gleiche  Richtung^)  haben,  aber  von  verschie- 
denen Punkten  ausgehen,  wie  es  unendlich  viele  Geraden  giebt, 
die  zwar  von  einem  Punkt  ausgehen,  aber  nach  verschiedenen 
Richtungen.  So  sehen  wir,  dafs  zwar  die  Gerade  in  gewisser 
Hinsicht  mit  dem  Begriff  der  Richtung  identisch  ist,  aber 
nicht  völlig,  sondern  dafs  zur  völligen  Bestimmtheit  der  Ge- 
raden noch  ein  bestimmter  Punkt,  der  Ausgangspunkt,  gegeben 
sein  mufs:  Richtung  und  Gerade  sind  daher  nicht  als  identische 
Begriffe  aufzufassen,  zumal  da  in  der  Geraden  ja  auch  noch 
die  entgegengesetzte  Richtung  auftritt. 

Es  sei  gestattet  auf  den  Grundbegriff  Richtung  noch  etwas 
näher  einzugehen,  obwohl  wir  uns  noch  bei  der  Besprechung 
des   Parallelenaxioms    ausführlich    mit    ihm    zu   beschäftigen 

^)  Man  Tergleiche  die  weiter  nnten  folgenden  Betrachtungen  über 
den  Anadmck  „gleiche  Richtung  haben*\  Hier  ist  der  Ansdrack  im  ge- 
wöhnlichen Sprachgebranch  anfznfassen.  Es  sind  also  nnter  den  hier 
bezeichneten  Geraden  parallele  Gerade  su  verstehen.  (Um  Mifsverständ- 
nisBen  vorzabengen,  die  sich  etwa  wegen  der  vorhergehenden  Ansfüh- 
rangen  einstellen  könnten,  sei  ausdrücklich  bemerkt,  dafs  nach  dem  ge- 
wöhnlichen Sprachgebrauch  unter  keinen  Umständen  unter  Geraden,  die 
gleiche  Biohtung  haben,  solche  Gerade  verstanden  werden  dürfen,  die 
dasselbe  Ziel  haben.) 
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haben  werden^)  und  auch  dort  erst  ihn  in  seiner  yoUen  Ver- 
wendbarkeit bei  der  Betrachtung  mehrerer  Geraden  in  ihrer 
gegenseitigen  Lage  kennen  lernen  werden,  ebenso  wie  dort  auch 
der  Begriff  Abstand  noch  eine  weitere  Anwendung  finden  wird. 
Die  Ausdrücke  ^^in  der  Richtung  von  einem  Orte  herkommen, 
in  der  Richtung  auf  einen  Ort  zugehen^'  sind  für  niemand 
unklar  und  es  ist  nur  ein  Yolkstümlicher  Pleonasmus,  wenn 
gesi^  wird  „in  gerader  Richtung  auf  etwas  zugehen'^,  denn 
in  diesem  Falle,  da  ein  Ausgangspunkt  da  ist,  ist  die  Gerade 
durch  die  Richtung  völlig  bestimmt,  Gerade  und  Richtung 
identisch. 

Es  ist  hier  wohl  auch  der  Ort,  auf  einige  Betrachtungen 
einzugehen,  die  jsich  an  den  Begriff  der  Richtung  anknüpfen, 
und  die  auf  eine  mifsbräuch liehe  Anwendung  des  Begriffes 
Richtung,  die  sich  unbegreiflicherweise  auch  in  mathematischen 
Lehrbüchern  findet,  sich  beziehen.^  Dabei*  sollen  die  oben 
schon  gebrauchten  Beispiele  aus  dem  gewöhnlichen  Sprach- 
gebrauch beibehalten  werden.  Der  Leser  wird  sie  leicht  in 
die  mathematische  Sprache  übersetzen  können,  und  sie  werden 
dadurch  nichts  an  ihrer  Verwendbarkeit  einbüfsen. 

Gehen  zwei  Personen  von  verschiedenen  Orten  auf  ein- 
unddenselben  Ort  zu,  so  haben  sie  dasselbe  Ziel,  aber  im  all- 
gemeinen nicht  dieselbe  Richtung;  es  ist  wichtig  dieses  Fehlers 
zu  gedenken,  denn  er  ist  —  wie  ich  schon  erwähnt  —  in  der 
That  gemacht  worden.^)     Nur  wenn  der  von  dem  Ziel  weiter 


')  Dort  werde  ich  auch  aaf  die  auBführlichen  Aoaeinandersetznngen, 
die  Ho  ff  mann  in  seinem  Artikel  „Studien  über  geometrische  Grand- 
begriffe'^  dem  Begriff  der  Eich  tun  g  widmet,  genauer  zurückkommen. 
Hier  sei  nur  auf  diesen  Artikel  ausdrücklich  hingewiesen.  H.  Z.  III. 
44dM62.  523/34. 

')  Vergleiche  die  folgende  Anmerkung. 

')  Man  vergleiche:  Bolze,  Über  Parallellinien  in  H.  Z.  II.  p.  336: 
„Dem  deutschen  Sprachgebiauche  ist  folgender  Satz  vollkommen  ange- 
messen: ,,Mein  Freund  wird  Ton  Stettin,  ich  werde  von  Cottbus  nach 
Berlin  reisen;  wir  haben  ja  dieselbe  Richtung.^'  Mit  Recht  macht 
J.  Kober  in  H.  Z.  III.  p.  635  auf  die  Inkorrektheit  dieses  Satzes  auf- 
merksam und  weist  sie  nachdrücklich  zurück.  —  Auch  Ho  ff  mann  hat 
sich  in  H.  Z.  XVI.  p.  839  „über  die  fast  unglaubliche  Verwechselung  von 
Richtung  und  Ziel**  und  ebenso  in  H.  Z.  XXL  p.  252  sehr  scharf  auö- 

20* 
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entfernte  auf  seinem  Wege,  indem  er  in  der  Richtung  auf  das 
Ziel  gebt  oder  gerades  Weges  auf  das  Ziel  zugeht,  durch  den 
Ausgangspunkt  des  andern  kommt,  haben  beide  Personen  die- 
selbe Richtung  oder  gleiche  Richtung. 

Auch  auf  diese  letztere  Identität  ausdrücklich  hinzuweisen, 
erscheint  mir  nicht  unwesentlich.  Denn  fast  durchweg  wird 
z.  B.  von  parallelen  Geraden  gesagt,  dafs  sie  gleiche  Richtung 
haben  —  d.  h.  aber  nach  dem  allgemeinen  Sprachgebrauch  iden- 
tische Richtung.^)  Dieser  Ausdruck  ist  also  nicht  nur  ungenau, 
sondern  aus  dem  angeführten  Grunde  geradezu  falsch.  Auch 
in  diesem  Falle  scheint  die  Verwechselung  mit  dem  gleichen 
Ziel  (dem  unendlich  fernen  Punkt)  Veranlassung  gegeben  zu 
haben,  diesen  sprachlichen  Fehler  zu  begehen.  Nach  meiner 
Ansicht  müfste  man  sich  hier  des  genaueren  Ausdrucks  „ähn- 
liche Richtungen^'  bedienen,  während  es  sich,  wenn  von  Ge- 
raden gleicher  (d.  h.  identischer)  Richtung  die  Elede  ist,  durch- 
aus um  zusammenfallende  Gerade  handelt. 

Auch  die  Ausdrücke  „eine  Gerade  ändert  ihre  Richtung^, 
„einer  Geraden  eine  andere  Richtung  geben'',  „sie  in  eine 
andere  Richtung  bringen''  sind  falsch  und  daher  entschieden 
zu  verwerfen,  da  sie  zudem  geeignet  sind,  die  Vorstellungen 
über  Gerade  und  Richtung  zu  verwirren.  Es  wird  sich  viel- 
mehr empfehlen,  einen  Ausdruck  zu  gebrauchen,  wie  „eine 
zweite  Gerade  von  demselben  Punkte  aus  aber  in  anderer 
Richtung  annehmen»''  Dadurch  wird  zugleich  auch  der  fehler- 
hafte Gedanke  vermieden,  als  wenn  die  räumlichen  Gebilde 
überhaupt  bewegt  werden  könnten. 

Es  mögen  hier  noch  einige  Betrachtungen  ihre  Stelle 
finden,  die  auf  die  Analogie  von  Gerade  und  Kreis  hinweisen. 

Nimmt  man  einen  Punkt  an,  so  giebt  es  unendlich  viele 
Strahlen,  die  von  ihm  ausgehen,  entsprechend  den  unendlich 
vielen  Richtungen;  ebenso  giebt  es  unendlich  viele  Kreise,  die 
den  Punkt  zum  Mittelpunkt  haben,  entsprechend  den  unendlich 

gesprochen.  (Anf  XIX.  p.  853  wird  verwiesen.)  Vergl.  auch  H.  Z.  X. 
p.  416. 

^)  Auch  auf  diese  Frage  werde  ich  gelegentlich  der  Besprechung 
des  Parallelenaxioms  zurückkommen.  Man  vergleiche  Hoff  mann,  Stu- 
dien über  geometrische  GrondbegrifPe  a.  a.  0.  und  H.  Z.  lY.  p.  111. 
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vielen  möglichen  Abständen.  Kommt  ein  zweiter  Funkt  hiuzu, 
so  ist  ein  bestimmter  Strahl  dadurch  charakterisiert^  wenn  wir 
auf  die  Richtung  achten,  ein  bestimmter  Kreis,  wenn  der  Ab- 
stand das  Merkmal  ist.  Fassen  wir  dagegen  in  anderer  Weise 
die  zwei  gegebenen  Punkte  als  Bestimmungsstücke  auf,  so 
ergiebt  sich:  der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  die  von  zwei 
gegebenen  Punkten  gleiche  Abstände  haben,  ist  eine  Gerade.  Im 
ersteren  Falle  liegen  die  bestimmenden  Punkte  auf  dem  Strahl, 
im  zweiten  aber  nicht  auf  der  Geraden.  Während  es  bei  einem 
festen  Punkte  unendlich  viele  zugehörige  Kreise  giebt,  ist  durch 
zwei  Punkte  eine  einzige  Gerade  bestimmt;  solcher  Punkt- 
paare, durch  die  ein  und  dieselbe  Gerade  bestimmt  wird,  giebt 
es  aber  unendlich  viele.  Ahnliche  Betrachtungen  lassen  sich 
noch  in  reichem  Mafse  anstellen,  sie  werden  im  Unterricht 
mit  Vorteil  verwendet  werden  können,  um  von  vornherein  die 
beiden  Elementargebilde  Strahl  und  Kreis  in  nahe  Beziehung 
zu  setzen.  Es  wird  später  noch  einmal  darauf  zurückgekommen 
werden. 

Es  folgen  nun  die  Zitate: 

August  (Berlin  1852):  „Wenn  der  in  Bewegung  gedachte 
Punkt   seine  Richtung  nie  ändert,   so    entsteht  eine  gerade 

Linie.''0 

Diese  Definition  ist  zwar  genetisch,  aber  sie  definiert  nicht 

den  Begriff  der  Geraden,  sondern  den  Strahl,  aufserdem  ist 
sie  unvollständig;  mit  demselben  Rechte  liefse  sich  die  Defi- 
nition aufstellen:  „Bewegt  sich  ein  Punkt  auf  seinem  Abstand 
von  einem  zweiten  Punkte  (auf  der  kürzesten  Linie),  so  be- 
schreibt er  eine  Gerade.^'  Es  ist  merkwürdig,  dafs  gerade  der 
eine  Grundbegriff  der  Richtung  immer  zu  der  Definition  der 
Geraden  benutzt  ist,  während  doch  mit  demselben  Rechte  der 
Begriff  des  Abstandes   zu  Grunde  gelegt  werden  könnte. 

Seiner  Definition  fügt  August  dann  vier  Grundsätze  hinzu: 
1)  Zwischen  zwei  Punkten  im  Räume  ist  nur  eine  gerade 
Linie  denkbar. 


1)  J.  Eober,  Ober  die  Definitionen  in  H.  Z.  I.  p.  232:  „Was  heifst 
Richtung?  Liegt  nicht  in  dem  Worte  „Richtung**  (vergl.  rectus)  der 
Begriff  „gerade"?  Es  ist  also  wiederum  nur  durch  ein  anderes  Wort 
die  Tautologie  verhüllt.** 
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2)  Die  gerade  Linie  ist  der  kürzeste  Weg  zwischen  zwei 
Punkten.  Die  Länge  einer  geraden  Linie  zwischen  zwei  Punkten 
bestimmt  daher  die  Entfernung  dieser  Punkte.^) 

3)  Eine  gerade  Linie^  die  zwei  Punkte  mit  einer  Ebene 
gemein  hat^  liegt  ganz  in  derselben. 

4)  Zwei  verschiedene  gerade  Linien  können  sich  nur  in 
einem  Punkte  durchschneiden.     (Yergl.  Grundsatz  L) 


Baltzer^  Elemente.  —  Leipzig  1874. 

;^ie  einfachste  unter  den  Linien  ist  die  6  er  ad  e^  welche 
eine  von  einem  Punkt  ausgehende  Richtung  (und  die  ent- 
gegengesetzte)') angiebt  und  nach  dieser  Richtung  unbegrenzt 
sich  weiter  erstreckt." 

;;Wenn  zwei  Gerade  zwei  Punkte  gemein  haben, 
so  decken  sie  sich  (Axiom  von  der  Geraden);^)  eine  Gerade 
ist  also  durch  zwei  Punkte  bestimmt." 

;,Der  Begriff  der  Geraden  ist  vermöge  seiner  Einfachheit 
nicht  definierbar,  Richtung  ohne  die  Gerade  unverständlich.*) 
Die  alte  Definition  (Eukl.  L)  *eine  gerade  Linie  ist  diejenige 
Linie,  welche  zwischen  ihren  Punkten  gleichmälsig  (i^  t6ov) 
liegt'  ist  an  sich  dunkel  und  gewinnt  erst  Klarheit  durch  das 
Axiom  ^zwei  Gerade  schlielBen  keinen  Raum  ein',  nach  welchem 
behauptet  wird,  dafs  zwei  Gerade  sich  decken,  wenn  sie  zwei 
Punkte  gemein  haben,  und  dafs  eine  Gerade  ihre  Lage  nicht 
ändern  kann,  wenn   sie  in  zwei  Punkten  festgehalten   ist.^) 


^)  Mit  Recht  ist  von  einer  Seite  gegen  diese  Fassung  des  Grnndsatses 
geltend  gemacht  worden,  dafs  durch  den  Ausdruck  „die  kürzeste^*  eine 
Vergleichung  mit  allen  möglichen  Linien,  die  durch  zwei  Punkte  gehen 
können,  angedeutet  werde,  dafs  also  zur  Definition  der  Geraden  man 
aller  anderen  Linien  bedürfe. 

')  Das  ist  eben  etwas,  was  erst  sekundär  hinzukommt;  Ton  vorn- 
herein handelt  es  sich  hier  nur  um  eine  Eichtung  und  wir  mSssen  daher 
vom  Strahl  ausgehen. 

^  S.  meine  obigen  Ausführungen. 

*)  Das  ist  nicht  richtig.  Die  Richtung  existiert  unabhängig  von 
der  Geraden.  Eine  Richtung  ohne  Gerade  wohl  denkbar;  bei  der  Ge- 
raden denkt  man  ja  auch  zwei  (entgegengesetzte)  Richtungen. 

^)  Auch  eine  drehende  Bewegung  ist  nicht  mehr  möglich  bei  zwei 
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Der  alte  Satz:  *£ine  Gerade  ist  die  kürzeste  Linie  zwisclien 
zwei  Punkten'  ist  auch  als  Definition  vorangestellt  worden/^ 


Bartholomäi,   Zehn   phil.  Vorlesungen.  —  Jena  1860. 

„Und  wenn  die  Intelligenz  ihre  Zahlenreihe  durchmustert, 
so  findet  sie  in  derselben  ein  Vorwärtsschreiten;  sie  geht 
Yon  der  1  zur  2,  von  der  2  zur  3  u.  s.  w.  unaufhaltsam  vor- 
wärts. Dabei  ist  die  (n  -{-  l)te  Zahl  durch  die  nte  von  der 
(n —  l)ten  getrennt,  n  ist  zwischen  (n  —  1)  und  (n  +  1); 
(n  —  1)  ist  aufser  (n  +  1);  und  von  (n  —  1)  führt  das  Vor- 
stellen nach  (n-f- 1)  nur  über  n.  Das  sind  aber  nichts  weiter 
als  Baumvorstellungen,  das  Aufsereinander  und  die 
gerade  Linie. ^)  Also  das  blofse  Zählen  würde  notwendig 
die  räumlichen  Vorstellungen  der  Distanz  und  der  Rich- 
tung erzeugen/' 

Beck  (Legendre).  —  Bern  1842. 

Erkl.:  „Eine  gerade  Linie  ist  der  kürzeste  Weg  von  einem 
Punkte  zu  einem  andern.''^) 

Grundsatz:  „Von  einem  Punkte  zu  einem  andern  kann 
nur  eine  gerade  Linie  gezogen  werden.^' 


Becker,  J.  K.,   Elemente  a.  u.  Grundlage.')  —  Berlin 
1877. 


festen  Ponkten,  was  gegenüber  der  Öfter  vorkommenden  falschen  Meinung 
hier  ausdrücklich  hervorgehoben  werden  möge. 

^)  Bartholom&i  identifiziert  also  vollständig  ohne  weitere  Ans- 
eiaandersetznng,  ohne  jeden  Skrupel  Gerade  und  Richtung,  denn  der 
Begriff  der  Distanz  wird  ohne  jede  Verknüpfung  in  die  Erklärung  hin- 
eingezogen. 

')  Hier  haben  wir  also  in  der  That  die  oben  (s.  August)  ange- 
deutete Definition  der  Geraden  aus  dem  Begriff  des  Abstandes,  aller- 
dings in  der  gerügten  Fassung  der  kürzesten  Linie.  Vergl.  die  An- 
merkung zu  Baltzer  und  zu  Legendre. 

*)  Man  vergleiche  J.  £.  Becker,  Zu  dem  Kapitel  von  den  Inkorrekt- 
heiten, in  fl.  Z.  II.  p.  94:  „Die  Gerade  ist,  wie  jede  andere  Linie,  durch- 
aus nichts  als  die  Grenze  einer  Fläche";  sie  könne  aber  auch  selbständig 
gefafbt  werden.    Jedem  Raumgebilde  komme  aufser  Gestalt  und  Gröüse 
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Es  wird  unterschieden  zwischen  der  durch  Anschauung 
gelehrten  Form,  d.  h.  Qualität  der  Ausdehnung  und  der 
Grofse  oder  Quantität  der  Ausdehnung.  Dann  wird  gezeigt, 
dafs  es  notwendig  zwischen  zwei  getrennten  Punkten  eine 
kürzeste  Linie  giebt  Nachdem  noch  eine  Reihe  von  Axiomen 
und  Lehrsätzen  aufgestellt  ist,  folgt  der  Lehrsatz: 

„Der  Ort  aller  Punkte,  deren  Lage  durch  ihre  Distanz 
von  zwei  festen  Punkten  bestimmt  ist,  ist  eine  Linie,  die  alle 
ihre  Punkte  auf  kürzestem  Wege  verbindet." 

„Diese  Linie  heifst  gerade  Linie  oder  Gerade/^ 

„Ein  durch .  zwei  Punkte  begrenzter  Teil  einer  Geraden 
heifst  eine  geradlinige  Strecke,  und  diese  ist  das  Mafs 
für  die  Distanz  ihrer  Endpunkte."  —  Es  folgt: 

Lehrsatz:  „Zwei  beliebige  Punkte  des  Raumes  können  nur 
durch  eine  einzige  Linie  von  kürzester  Länge  verbunden  werden 
und  diese  ist  die  sie  verbindende  geradlinige  Strecke." 

Hieran  schliefsen  sich  noch  folgende  Sätze: 

„1)  Zwei  gerade  Linien  fallen  ganz  zusammen,  wenn  sie 
zwei  Punkte  gemein  haben. 

2)  Verschiedene  Gerade  können  höchstens  einen  gemein- 
schaftlichen Punkt  haben. 

3)  Geradlinige  Strecken  sind  kongruent,  wenn  die  End- 
punkte der  einen  dieselbe  Distanz  haben  wie  die  der  anderen. 

4)  Drei  Punkte  liegen  immer  und  nur  dann  in  gerader 
Linie,  wenn  die  Distanz  zweier  gleich  ist  der  Summe  oder 
Differenz  ihrer  Distanzen  vom  dritten. 

5)  Die  Distanz  der  Endpunkte  einer  geradlinigen  Strecke 
ist  proportional  ihrer  Länge. 

6)  Ein  Punkt,  der  sich  auf  einer  geraden  Linie   immer 


aach  das  Merkmal  der  Stellung  zu.  „Dieses  wesentliche  Merkmal  der 
Geraden  findet  man  nun  in  den  meisten  Lehrbüchern  der  Geometrie  zum 
greisen  Nachteil  der  Anschaulichkeit  gar  nicht  erwähnt.  Wo  er  in  der 
Planimetrie  auftritt,  ist  er  meistens  durch  das  gänslich  unpassende  Wort 
Richtung  ausgedrückt.*'  Zwischen  diesen  beiden  Begriffen  sei  scharf 
zu  unterscheiden.  „Auf  jeder  Geraden  von  bestimmter  Stellung  kann 
ein  Punkt  sich  nach  zwei  entgegengesetzten  Richtungen  be- 
wegen, und  diese  ändern  sich,  sobald  die  Linie  ihre  Stellung  ändert, 
sind  aber  darum  keineswegs  mit  ihr  identisch." 


^ 
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nach  derselben  Seite^)  hin  fortbewegt,  entfernt  sich  von  seiner 
Anfangslage  über  alle  Grenzen,  ohne  sich  ihr  jemals  wieder 
zu  nahern. 

7)  Jeder  Teil  einer  Geraden  kann  auf  derselben  oder  auf 
einer  anderen  Geraden  so  fortgerückt  werden,  dafs  er  immer 
ganz  in  derselben  liegt 

8)  Wird  eine  Gerade  gezwungen,  durch  zwei  feste  Punkte 
zu  gehen,  so  kann  sie  nur  noch  in  sich  selbst  bewegfc  werden, 
d.  h.  SO;  dafs  zwar  alle  Punkte  fortschreiten,  aber  immer  in 
dem  von  der  Geraden  ursprünglich  eingenommenen  Orte  ver- 
bleiben. Werden  zwei  ihrer  Punkte  festgehalten,  so  kann  sie 
ihre  Lage  nicht  mehr  ändern. 

9)  Eine  geradlinige  Strecke  kann  auf  doppelte  Art  so 
gelegt  werden,  dafs  sie  dieselben  Punkte  verbindet  und  in  ihrer 
Gesamtheit  dieselbe  Stelle  einnimmt/' 


Becker,  J.  E^  Lehrbuch  der  Elementar-Mathematik.  II. 
L  —  Berlin  1877. 

„Sieht  man  von  einem  Punkte  aus  nach  einem  andern 
Punkte,  so  sieht  man  ihn  in  einer  bestimmten  Richtung 
(nach  rechts  u.  s.  w.)  und  man  sagt,  der  beobachtete  Punkt 
liege  von  dem  Punkte  aus,  von  dem  man  ihn  sieht,  in  dieser 
Richtung.^ 

„Sieht  man  dagegen  von  dem  beobachteten  Punkte  aus 
nach  dem  Punkte  zurück,  von  welchem  man  ihn  beobachtet 
hatte^  so  sieht  man  nach  der  entgegengesetzten  Richtung/' 

„Alle  Punkte,  welche  von  einem  bestimmten  Punkte  aus 
in  einer  bestimmten  Richtung  oder  in  der  dieser  entgegen- 
gesetzten liegen,  befinden  sich  mit  demselben  auf  einer  nach 
beiden  Seiten  unbegrenzten  Linie,  welche  gerade  Linie  oder 
Gerade  heifsf 

„Durch  zwei  Punkte  kann  nur  eine  Gerade  gehen,  also 
auch  nur  eine  Strecke  begrenzt  werden.  Diese  ist  kürzer,  wie 
jede  andere  Linie  zwischen  denselben  Endpunkten/'   (Axiom.) 


')  Ich  würde  den  Ausdruck  „nach  derselben  Richtung  hin*^  vorge- 
zogen haben,  obwohl  hier  ja  ein  MifaveratändniB  fast  ausgeschlossen  ist. 
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Behl,  —  vergl.  August 

Fabian^)  knüpft  die  Betrachtung  der  Linien  an  die  Betrach- 
tung von  Drahtmodellen,^)  diskutiert  genau  die  Beobachtungen, 
die  man  anstellen  kann,  wenn  sich  das  Drahtstück  um  zwei 
festgehaltene  Punkte  dreht  und  sagt  zum  Schlufs:  y,Die  wenigsten 
Merkmale  würde  nun  die  Gestalt  eines  Drahtes  bieten,  dessen 
sämtliche  Punkte  in  gleicher  Weise  sich  verhielten,  also 
nach  Art  der  Endpunkte  sich  gar  nicht  von  ihrer  Anfangs- 
lage entfernten.  Einen  solchen  Draht,  der  sich  durch  die 
gröfstmogliche  Einfachheit  der  Gestalt  auszeichnet,  werden  wir 
einen  geraden  oder  geradlinigen  nennen/'^) 

')  Wird  kein  Titel  angegeben,  so  sind  die  Werke  gemeint,  ans  denen 
schon  in  früheren  Kapiteln  zitiert  worden  ist.  Nur  da,  wo  mehrere 
Werke  desselben  Ver&ssers  zitiert  werden,  schien  en  notwendig,  den 
Titel  wieder  anzuführen. 

*)  Sickenberger  sagt  in  seiner  Rezension  H.  Z.  Vn.  p.  297: 

„Endlich  aber  habe  ich  ansznsetzen,  dafs  der  Herr  Verfasser  seinen 
Grundsatz,  nur  stufenweise  zur  Abstraktion  vorznscbreiten,  an  mehreren 
Stellen  yerlengnet.  Ich  nenne  als  Beispiel  die  Entwicklung  des  Begriffes 
der  geraden  Linie  ....'*  So  sehr  gerade  diese  beiden  Entwicklungen 
sich  durch  Klarheit  und  Eleganz  auszeichnen,  so  möchte  ich  doch  einem 
umgekehrten  Verfahren  den  Vorzug  erteilen.  Ich  glaube  z.  B.  durchaus 
nicht,  dafs  das  Messen  krummer  Linien,  welches  der  Verfasser  durch 
succesives  Aufeinanderlegen  der  Punkte  („ohne  Gleitung")  bewirkt, 
primärer  ist  als  das  Messen  geradliniger  Strecken,  von  einigen  Bedenken 
gegen  die  wissenschaftliche  Strenge  dieser  Messungstheorie  abgesehen." 
Im  übrigen  wird  das  Buch  sehr  gelobt. 

")  Vergl.  J.  Kober,  Über  die  Definitionen  der  geometrischen  Grund- 
begriffe, in  H.  Z.  I,  p.  281: 

„Diese  Definitionen  sind  nur  Verbesserungen  der  Euklidischen.  Es 
gelten  also  über  sie  im  ganzen  dieselben  Bemerkungen.  Aber  noch 
mehr!  Dem  Anfänger  dürfte  schwerlich  einleuchten,  dafs  die  Gerade 
überhaupt  in  zwei  Punkten  festgehalten  werden  mnfs,  um  ihre  Lage 
zu  behaupten,  da  schon  ein  bedeutendes  Abstraktionsvermögen  dazu 
gehört,  um  zu  begreifen,  dafs  ein  Körper  (oder  Linie)  sich  frei  drehen 
kann,  wenn  er  in  einem  Punkte  festgehalten  wird.  Wer  dieses  Ver- 
mögen besitzt,  ist  längst  über  den  Begriff  der  geraden  Linie  im  Reinen. 

Wie  kann  man  überhaupt  den  so  einfachen  Begriff  der  geraden  Linie 
durch  einen  so  viel  komplizierteren,  wie  der  der  Drehung  um  zwei 
Punkte  ist,  erklären  wollen.*' 

Kober  spricht  darin  ganz  meine  Ansicht  aus,  wie  aus  verschiedenen 
meiner  Anmerkungen  hervorgeht.  Man  wolle  sich  da,  wo  diese  Drehungs- 
erklärung vorkommt,  dieses  Zitat  ins  Gedächtnis  zurückrufen. 
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Es  knüpfen  sich  daran  noch  eine  Anzahl  von  Beobach- 
tungen^ die  zu  den  Axiomen  der  geraden  Linie  fQhren. 


Feaux  —  Paderborn  1882  —  giebt  die  gewöhnliche  gene- 
tische Definition  und  fQgt  hinzu:  ^^Da  nun  das  Beibehalten 
einer  einmal  angenommenen  Bichtung  sich  nur  auf  eine  Art 
bewerkstelligen  läfst^  das  Audern  der  Bichtung  dagegen  auf 
unzählige  verschiedene  Weisen  geschehen  kann^  so  erhellt^  dafs 
es  nur  eine  Art  von  geraden  . . .  Linien  giebt.'^ 


6  aufs. 

^^Die  LiniC;  in  welcher  alle  Punkte  liegen,  die  bei  Drehung 
eines  Körpers  (eines  Teiles  des  Baums)  unter  Festbaltung 
zweier  Punkte  derselben  ihre  Lage  unverändert  beibehalten, 
heifst  eine  Gerade  (gerade  Linie)."*) 

,,...;  es  giebt  nur  eine  Gerade,  welche  zwei  bestimmte 
Punkte  enthält."^) 


Heger,  Leitfaden.  —  Breslau  1882. 

„Ein  Korper,  von  welchem  zwei  Punkte  A  und  B  fest- 
gehalten werden,  kann  sich  noch  bewegen/' 

„Die  Punkte  einer  Linie  des  Körpers  ändern  bei  dieser 
Bewegung  ihre  Lage  nicht.  Diese  Linie  ist  durch  die  beiden 
festgehaltenen  Punkte  bestimmt.  Man  nennt  diese  Linie  ge- 
rade Linie."') 

')  Gerade  diese  Erklärung  der  Geraden  hat  in  neuerer  Zeit  eich, 
wie  es  scheint,  viele  Freunde  erworben.  Und  doch  möchte  ich  behaupten, 
dafs  gerade  bei  dieser  Erklärung  der  Begriff  der  Geraden  vorausge- 
setzt ist,  wenn  anch  unbewulst;  auch  die  Eigenschaft  ^er  Geraden 
durch  zwei  Punkte  bestimmt  zu  sein  liegt  bei  dieser  Definition  schon  zu 
Grunde.    Es  ist  ein  circulus. 

*)  Auch  das  ist  genau  genommen  nicht  richtig;  es  giebt  unendlich 
viele  Gerade,  welche  zwei  bestiumite  Punkte  enthalten,  aber  sie  fallen 
vollständig  zusammen,  sind  identisch.  Daher  die  Möglichkeit  überhaupt 
des  Aufeinanderlegens  von  Figuren. 

')  Wie  ich  schon  an  andrer  Stelle  bemerkt  habe,  liegt  nach  meiner 
Ansicht  bei  dieser  Erklärung  der  Begriff  der  Geraden  zu  Grunde.  Man 
konnte  daher  umgekehrt  die  Gerade  dazu  benutzen,  um  zu  zeigen,  welche 
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Hieran  schliefsen  sich  nocli  einige  Beiraclitungen  über 
die  Eigenschaften  der  Geraden  und  die  Kombination  von  zwei 
Geraden.  

Heinze,  Elem.-geom.  —  Berlin  1877. 

,,Sind  zwei  Punkte  gegeben,  so  ist  die  Zusammenfassung 
aller  Punkte,  die  von  dem  einen  aus  vor  dem  andern  liegen, 
die  geometrische  gerade  Linie."  ^) 

Es  folgen  noch  eine  ganze  Reihe  von  Bemerkungen,  die 
recht  wohl  geeignet  sind,  den  Begriff  der  Geraden  und  ihre 
Eigenschaften  zu  verdeutlichen  resp.  dieselben  aus  der  An- 
schauung zu  entwickeln. 


Henrici  und  Treutlein.  — -  Leipzig  1881. 

„Die  einfachste  unter  allen  Linien  ist  die  gerade  Linie 
oder  Gerade/*) 

„Axiom  der  Geraden:  Durch  zwei  Punkte  geht  immer  eine, 
aber  nur  eine  einzige  Gerade,  oder:  Wenn  zwei  Gerade  zwei 
Punkte  miteinander  gemeinsam  haben,  so  fallen  sie  in  eine 
einzige  zusammen  d.  h.  sie  decken  einander  in  allen  ihren 
Punkten.«») 

„Wählt  man  auf  einer  Geraden  einen  Punkt  Ä  als  Aus- 
gang, einen  andern  B  als  Ziel  der  Bewegung,  so  wird  durch 
diese  fortschreitende  Bewegung  eine  Richtung  bestimmt,  und 
nur  im  Gedenken  an  diese  Bewegung  eines  Punktes  spricht 
man  auch  von  der  Richtung  einer  Geraden.^' 


Hoch,  a.  a.  0. 

„Ein   Punkt  hat  bei  dem   Beginn   seiner  Bewegung   die 


Punkte  bei  der  Drehnog  ihre  Lage  nicht  ändern.  Übrigens  ist  gerade 
bei  dieser  Definition  die  Gefahr  sehr  grofs,  an  Stelle  der  Geraden  sich 
einen  sehr  dünnen  langen  Körper  zu  denken. 

^)  Diese  Definition  ist  identisch  mit  derjenigen,  die  aussagt,  dafs 
man  die  Gerade  in  eine  solche  Lage  bringen  kann,  dafs  sie  als  Punkt 
erscheint.  Beide  gehen,  wenn  anch  nnansgesprochen,  auf  den  Lichtstrahl 
als  das  gemeinsame  zurück. 

*)  Man  Tergleiche  die  an  früherer  Stelle  (Kapitel  IV)  über  den  Be- 
griff der  Einfachheit  aufgestellten  Betrachtungen. 

')  Die  zweite  Fassung  verdient  als  die  präzisere  den  Vonmg. 
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Äaswahl  unter  einer  unendlichen  Menge  von  Bewegungen. 
Das  die  unendlich  vielen  Bewegungen  Unterscheidende  heifst 
Richtung.^)  Die  entgegengesetzte  Richtung  ist  jene,  welche 
angiebt,  wie  man  von  dem  bei  der  Bewegung  erreichten  Punkt 
wieder  zurQckkommen  konnte  zum  Ausgangspunkte/' 

ijYon  der  entgegengesetzten  Richtung  wohl  zu 
unterscheiden  ist  die  Bedeutung  der  verschiedenen 
Richtung." 

„Alle  Punkte^  welche  in  einer  bestimmten  Richtung  oder 
in  der  entgegengesetzten  liegen,  liegen  in  einer  geraden 
Linie  oder  Geraden.  Eine  Gerade  ist  demnach  jene  Linie, 
welche,  in  zwei  Punkten  festgehalten,  ihre  Lage  nicht  ändern 
kann.     (Staudi,  Geometrie  der  Lage.)'' 


Hoffmann,  Vorschule.  —  Halle  1874, 

„Sie  (die  Gerade)  hat  drei  wesentliche  Eigenschaften: 
Länge,  Lage,  Richtung." 

Alle  drei  Eigenschaften  werden  ausführlich  besprochen 
und  durch  eine  grofse  Reihe  gut  gewählter  Beispiele  veran- 
schaulicht. Der  die  Richtung  behandelnde  Paragraph  wird 
eingeleitet  durch  den  Satz: 

„Während  jeder  Geraden  nur  eine  Länge  und  nur  eine 
Lage  zukommt,  hat  sie  dagegen  zwei  Richtungen.*'^) 

„Der  bewegte  Punkt  strebt  während  der  Bewegung  einem 
Ziel  zu^  und  hat  dieses  Ziel  sozusagen  stets  im  Auge.  Dieses 
Streben  und  Festhalten  (Fixieren)  des  Ziels,  dieses  unverwandte 
Hinsehen  aufs  Ziel  heifst  Richtung."^) 

„Die  Gerade  behält  in  sich  immer  ihre  Richtung. 


Junghans,  Lehrbuch  der  elementaren  Geometrie.  — 
Berlin  1879.  —  giebt  die  Euklidsche  und  daneben  auch  die 
genetische  Definition.  Dann  stellt  er  die  beiden  Grundsätze  auf: 

')  Dieser  Aasdrnck  ist  zum  mindesten  nicht  sehr  glücklich  gewählt 
*)  Yergl.  Hoch.   Es  wäre  wohl  auch  hier  nicht  unpassend  gewesen, 
diese  beiden  Richtangen  als  entgegengesetzte  zu  bezeichnen.    Auch  der 
Ausdruck  „die  Gerade  hat  zwei  Richtungen"  ist  kein  glücklicher. 
')  Vergl.  die  obigen  Ausführungen  am  Anfang  dieses  Kapitels. 
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^,1)  Zwischen  zwei  Punkten  ist  nur  eine  gerade  Linie 
möglich." 

,,2)  Die  gerade  Linie  ist  der  kürzeste  Weg  zwischen  zwei 
Punkten." 

Kober,  Leitfaden.  —  Leipzig  1874. 

jfier  Begriff  der  geraden  Linie  und  der  Richtung/) 
(sowie  die  nahe  verwandte  Ebene)  gestatten  wegen  ihrer  Ein- 
fachheit keine  völlig  befriedigende  Definition." 

„Ein  bewegter  Punkt  beschreibt  eine  gerade  Linie,  wenn 
er  die  anfangliche  Richtung  beibehält." 


Eostler^  Leitfaden  der  ebenen  Geometrie  L  —  Halle 
1889.  —  (vergl,  auch  dessen  Vorschule)  geht  von  dem  Grund- 
satz aus  (nachdem  er  die  genetische  Definition  gegeben):  „Die 
gerade  Linie  ist  die  kürzeste  Verbindung  zweier  Punkte/' 
ein  Grundsatz,  der  nach  ihm  von  Ärchimedes  herrührt. 


Eommerell;  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  —  Tübingen 
1882.  —  giebt  den  Begriff  der  Geraden  aus  der  Betrachtung 
der  Drehung  und  fügt  dann  hinzu:  „Eine  Gerade  giebt  eine 
und  nur  eine  Richtung  an."^) 


Eries,  L.  d.  r.  M.  —  Jena  1817. 

„Die  Vorstellung  der  geraden  Linie  gründet  sich  unmittel- 
bar  auf   die  Vorstellung  der  Ausdehnung^)  und  kann  daher 

^)  „Man  denke  bei  dem  Worte  Bichtnng  an  die  Himmelsgegenden; 
doch  ist  zu  beachten,  dafs  der  Begriff  ,, Richtung"  mit  dem  Begriff 
„gerade**  zusammenfallt."  Wie  oben  gezeigt  ist,  handelt  es  sich  aber 
hier  nicht  um  eine  völlige  Identität,  so  dafs  also  in  dieser  Bemerkung 
zu  viel  gesagt  ist:  ein  Zusammenfallen  der  beiden  Begriffe  ist  in  der 
That  nicht  richtig. 

*)  Dies  ist  entschieden  nicht  richtig,  denn  in  der  Geraden  sind  zwei 
Richtungen,  die  ursprüngliche  und  die  ihr  entgegengesetzte,  enthalten. 

^)  Dies  ist  mir  nicht  Töllig  klar:  soll  mit  der  Ausdehnung  die  Rich- 
tung gemeint  sein  oder  enthält  dieser  Satz  das  Axiom  unseres  Welten- 
raumes, das  aussagt,  dals  er  ein  ebener  Raum  ist. 
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nicht  weiter  erklärt  werden.  Alle  Erklärungen,  die  man  von 
ihr  giebty  schliefsen  entweder  schon  den  Begriff  der  geraden 
Linie  in  sich  oder  setzen  ihn  in  der  That  Torans.  Es  ist  daher 
auch  nur  eine  einzige  Art  gerader  Linien  möglich/' 

,,Eine  gerade  Linie  unterscheidet  sich  von  den  andern 
nur  durch  ihre  Gröfse.^)  Sie  ist  daher  auch  durch  ihre  Gröfse 
bestimmt.  Andere  Eigenschaften  bietet  sie,  für  sich  allein 
und  ohne  weitere  Bedingungen  betrachtet,  nicht  zur  Unter- 
suchung dar/' 

Kruse,  Elemente  der  Geometrie  L  —  Berlin  1875.  — 
fSgt  seiner  Erklärung  der  Geraden,  die  sich  auf  die  Drehung 
statzt,*)  hinzu:  * 

„Diese  Begriffsbestimmung  rührt  nach  G.  W.  Erafft  (In- 
stitut, geom.  subl.  Tub.  1753.  p.  2)  von  F.  C.  Maier  her;  nur 
dafs  dieser  die  Endpunkte  als  feste  Punkte  annahm.     Yergl. 


')  Hier  handelt  es  sich  um  die  ungenaue  Ausdrucksweise  früherer 
Zeit,  da  man  gerade  Linie  und  Strecke  noch  nicht  zn  unterscheiden  für 
nOtig  fand.  Hoffentlich  wird  dieser  Unterschied  in  den  Lehrbüchern 
jetit  immer  gebührend  berücksichtigt,  nachdem  einige  Autoren  mit 
gatem  Beispiel  vorangegangen. 

*)  Scherling  sagt  in  seiner  ansführlichen  Besprechung  des  Kruse- 
sehen  Werkes  in  H.  Z.  VII.  p.  212  f  anf  Seite  218:  „Die  gerade  Linie 
wird  definiert  als  eine  „Linie,  welche  ihre  Lage  nicht  ändert,  w&hrend 
sie  sich  um  zwei  ihrer  Punkte  dreht.**  So  einfach  diese  von  F.  G.  Mai  er 
herrührende  Definition  ist  (sie  war  doch  im  wesentlichen  schon  im  Altertnm 
bekannt),  so  wissen  wir  sie  nicht  recht  in  Einklang  za  bringen  mit  der  im 
vorausgehenden  §  gegebenen  Erklärung  der  drehenden  Bewegung,  bei 
welcher  ein  Punkt  seine  Stelle  nicht  verläfst,  während  andere  Paukte  des- 
selben Raumelements  nach  anderen  Stellen  rücken.  Jedenfalls  hätte  in  dem 
angezogenen  §  3,  2  noch  erwähnt  werden  müssen,  dafs  auch  zwei  oder 
mehrere  Punkte  zugleich  fest  bleiben  könnten.  Worpitzky  umgeht 
diese  Definition,  indem  er  schlankweg  diejenige  Linie,  welche  bei  der 
Drehung  einer  Figur  um  zwei  feste  Punkte  in  Ruhe  bleibt,  also  die 
Drehnngsaze,  eine  gerade  Linie  nennt,  uns  scheint  die  Sache  e  con- 
trario recht  klar  zu  werden,  indem  man  zuerst  die  krumme  Linie  de- 
finiert, etwa  80;  Wenn  eine  feste  Linie  um  zwei  feste  Punkte  gedreht 
wird  und  dabei  alle  übrigen  Punkte  ihre  Stelle  verändem,  so  heifst  sie 
eine  krumme  Linie,  ändern  dagegen  bei  solcher  Drehung  die  übrigen 
Punkte  ihre  Stelle  nicht,  so  heifst  sie  eine  Gerade."  Mir  scheint,  es 
werde  wenig  dadurch  gewonnen. 
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J.  W.  Camerer:  Euclidis  elem.  graece  et  latine.  Berolini  1824. 
I.  p.  8.  Auch  E.  F.  Ganfs  bediente  sich  ihrer  (H.  B.  Lfibsen: 
Elementargeometrie.  Hamburg  1855.  S.  11).  Vergl.  Leibnizens 
math.  Sehr.  V.  S.  185.     

Kunze,  L.  d.  6.  I.  —  Jena  51.  —  fügt  der  Euklidachen 
Definition  drei  Anmerkungen  hinzu,  von  denen  die  ersten 
beiden  hier  angefahrt  werden  aollen: 

Anm.  1.:  „Die  gerade  Linie  ist  ihrer  Art  nach  nur  eine; 
der  krummen,  etc.  Linien  giebt  es  unzählig  viele.'' 

Anm.  2.;  „Euklides  sagt:  eine  gerade  Linie  ist  diejenige, 
welche  (zwischen)  den .  in  ihr  befindlichen  Punkten  gleich- 
förmig liegt.  Diese  Erklärung,  die  ziemlich  dunkel  ist,  haben 
einige  so  gedeutet,  dafs  bei  einer  geraden  Linie,  wenn  man 
sie  um  zwei  in  ihr  angenommene  feste  Punkte  herumdreht, 
alle  Punkte  ihren  Ort  unverändert  beibehalten.^)  Man  hat 
noch  verschiedene  andere  Erklärungen  der  geraden  Linie,  alle 
aber  setzen  im  Grunde  voraus,  dafs  man  bereits  wisse,  was 
eine  gerade  Linie  sei;  sie  sind  nur  als  blofse  Erläuterungen 
eines  an  sich  bekannten  und  gemeinen  Begriffs  anzusehen/' 

Diesen  Ausführungen  fügt  Kunze  die  übrigen  Eigen- 
schaften der  geraden  Linie  als  Grundsätze  hinzu.  Zu  dem 
Grundsatz:  „Die  gerade  ist  kleiner  als  jede  andre  Linie,  die 
mit  der  geraden  dieselben  Endpunkte  hat,''')  wird  der  Zusatz 
gemacht:  ,jDaher  ist  die  gerade  Linie  zwischen  zwei  Punkten 
die  rein  anschauliche  Vorstellung  der  Entfernung  oder  des 
Abstandes  der  beiden  Punkte  von  einander.''  Kunze  fügt 
noch  in  einer  Anmerkung  hinzu,  dafs  Euklid  diesen  Satz  nicht 
als  Grundsatz,  sondern  als  Lehrsatz  aufstelle  und  beweise  „mit 

^)  Eioe  Gerade,  die  in  zwei  PankteD  fest  ist,  ist  überhaupt  fest,  nnd 
der  Gedanke,  dafs  sie  sich  in  sich  selbst  drehen  kOnne,  mnfs  als  ein 
grundfalscher  energisch  zurückgewiesen  werden.  So  wenig  wie  mit  der 
Vorstellung  des  Punktes  überhaupt  der  Begpriff  der  Bewegung  zu  ver- 
binden möglich  ist,  —  wir  könnten  in  der  That  den  Punkt  als  die 
absolute  Ruhe  bezeichnen  —  so  wenig  ist  an  irgend  eine  Bewegung  der 
Geraden  zu  denken,  wenn  zwei  Punkte  fest  sind. 

*)  Dieser  Erklärung  steht  das  schon  erwähnte  Bedenken  entgegen, 
dafs  zu  der  Erklärung  der  Geraden  demnach  alle  anderen  Linien  herbei- 
gezogen werden. 


-     321     — 

Weitläufigkeiten  und  Annahmen,  die  mindestens  keine  grofsere 
anschauliche  Klarheit  haben,  als  der  einfache  Satz  selbst/'  Es 
beifst  weiter: 

,,Die  Forderung;  alles  zu  beweisen,  was  sich  noch  irgend 
beweisen  lasse,  scheint  hier  mehr  von  philosophischem  als  von 
geometrischem  Interesse  zu  sein.  Archimedes,  der  grölste 
Geometer  des  Altertums,  sagt  daher  ohne  Bedenken:  ich 
Dehme  an,  dafs  unter  solchen  Linien,  welche  einerlei  End- 
punkte haben,  die  gerade  die  kleinste  sei/' 

Legendre  ed.  Grelle.  —  Berlin  1844.  —  stellt  den  Grund- 
satz: „Die  gerade  Linie  ist  der  kürzeste^)  Weg  von  einem 
Punkt  zum  andern"  als  Erklärung  an  die  Spitze^  (DL)  und 
giebi  später  unter  den  Grundsätzen:  „Von  einem  Punkt  zum 
andern  kann  nur  eine  gerade  Linie  gezogen  werden''  (4)  und 
als  Lehrsatz  (3):  „Zwei  gerade  Linien,  welche  zwei  Punkte 
gemein  haben,  fallen  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  zusammen 
und  bilden  nur  eine  und  dieselbe  gerade  Linie." 

Dieser  Satz  wird  ausführlich  bewiesen  (mit  Hülfe  von 
Winkelsätzen).  Grelle  bemerkt  dazu:  „Bei  der  obigen  Erklä- 
rung der  geraden  Linie  scheint  dieser  allerdings  stringente 
Beweis  möglich  und  nötig/' 

LieberundvonLühmann  geben  die  genetische  Definition 
mit  Hülfe  des  Richtungsbegrififes  und  stellen  die  Eigenschaften 
der  Geraden  als  Grundsätze  auf. 


^)  Vergl.  Gilles,  Bedenkliche  Richtungen  in  der  Mathematik.  — 
H.  Z.  XI.  p.  6 — 24.  —  p.  20:  „Untersnchen  wir  daher  die  Definition  der 
Geraden.  Wenn  man  als  Begrüfsbestimmnng  mit  Kant  annimmt:  „Die 
Gerade  ist  die  kürzeste  Linie  zwischen  zwei  Punkten",  so  ist  nach 
zwingenden  Denkgesetzen  doch  gemeint  „von  allen  möglichen  Linien 
zwischen  den  zwei  Punkten/*  und  es  ist  also  der  logische  Unfug  nicht 
gestattet,  anch  auf  der  Eugeloberfläche  oder  auf  der  Psendosphäre  die 
kürzesten  Linien  Geraden  zu  nennen."  (Das  geschieht  anch  nicht;  sie 
werden  geradeste  genannt.   D.  Verf.) 

')  J.  Eober,  Über  die  Definitionen  etc.  in  H.  Z.  L  p.  232:  „Diese 
Definition  giebt  gleichfalls  nicht  den  ursprünglichen  Begriff  der  Geraden, 
sondern  eine  nnr  noch  entferntere  Ableitung  als  die  Euklidische 
(?  D.  Verf.);  ihr  Inhalt  mufs  daher  als  Lehrsatz,  oder  yielmehr  als 
Grundsatz,  aber  nicht  als  Definition  angeführt  werden." 

Sohotten,  der  piftnimetr.  Untorricht.  21 
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Liese,  Elementar-Mathematik  I.  —  Berlin  1875.  —  Des- 
gleichen. 

Milinowski    nimmt    die    Gerade   als   Grandgebilde    der 
Geometrie;  ihre  Eigenschaften  werden  einfach  angegeben. 


Mink. 

„Der  Begriff  der  geraden  Linie  oder  der  Geraden  ist  ein 
einfacher,  eine  Erklärung  derselben  daher  nicht  möglich,  aber 
auch  einer  solchen  nicht  bedürftig.  Die  Gerade  giebt  die  von 
einem  Punkte  ausgehende  Richtung  an.'^^) 


E.  Müller,  Elemente  der  Geometrie.  —  Braunschweig  1869. 

Nachdem  Müller  im  Vorwort  sich  gegen  die  übertriebene 
Sucht  zu  definieren  ausgesprochen,  fügt  er  folgende  Definitionen 
der  geraden  Linie  mit  Bemerkungen  hinzu: 

„„Eine  Linie  ist  gerade,  welche  zwischen  jeden  in  ihr  be- 
findlichen Punkten  auf  einerlei  Art  liegt."" 

„Liegt  nicht  etwa  auch  die  Kreislinie  zwischen  ihren 
Punkten  auf  einerlei  Art?  Auf  welcherlei  Art  liegt  nun  die 
eine  und  auf  welche  die  andere  Linie?"^) 

„„Eine  Linie  heifst  gerade,  wenn  jedes  beliebige  Stück 
derselben  mit  zwei  beliebigen  Punkten,  irgendwo  und  irgend- 
wie auf  dieselbe  gelegt,  mit  ihr  zusammenfallt."" 

„Irgendwie?    Was  heifst  das?" 

„„Diejenige  Linie  ist  gerade,  welche  zwischen  ihren  End- 
punkten durchaus  dieselbe  Lage  hat."" 

„Wenn  die  Linie  aber  unendlich  ist?    Was  heifst  durch- 


^)  Besser  wohl :  eine  bestimmte  unter  den  unendlich  vielen  von  einem 
Punkt  ausgehenden  Richtungen.  Auch  fehlt  die  Erwähnung  der  zugleich 
gegebenen  entgegengesetzten  Richtung. 

')  Dies  Beispiel  pafst  (wenn  man  sich  allerdings  mehr  an  den  Sinn, 
als  an  die  Worte  hält)  doch  wohl  nicht,  denn  zwischen  zwei  Punkten 
können  wir  uns  unendlich  viele  Kreisbogen  denken;  es  existiert  doch 
nicht  etwa  nur  ein  Kreis!  Der  Begriff  der  Einfachheit  in  der  Vorstel- 
lung der  Geraden  wird  hier  in  etwas  andrer,  allerdings  nicht  glücklicher 
Form  betont.  (Dies  soll  meiner  Meinung  nach  mit  dem  „auf  einerlei 
Art  liegen"  gemeint  sein.) 
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aus  dieselbe  Lage  haben,  wenn  die  Lage  nirgend  eine  Definition 
gefunden?" 

„„Diejenige  Linie  ist  gerade,  welche  in  allen  ihren  Punkten 

einerlei  Richtung  hat;  oder  welche  die  anfangliche  Richtung 

immer  beibehält,  wie  weit  man  (?)  in  ihr  auch  fortgeht  (?)."" 

„Wäre    denn    nicht    vorher    die   Richtung   zu   definieren 

gewesen?" 

„„Die  Gerade  ist  der  kürzeste  Weg  zwischen  zwei  Punkten."" 
„Mischt  diese  Definition  nicht  ein  fremdartiges  Moment 
ein,  das  der  Quantität?  Und  auf  welche  Weise  soll  unter  den 
unendlich  vielen  Wegen,  welche  zwischen  zwei  Punkten  mög- 
h'ch  sind,  der  kürzestia  ermittelt  werden?  Will  man  messen? 
Womit  denn?  Die  Grundeigeuschaft  der  Geraden,  welche  jeder 
Handwerker  zur  Prüfung  der  Richtigkeit  des  Lineals,  d.  h. 
einer  materiellen  Geraden  anwendet,  haben  die  Mathematiker 
übersehen,  obschon  sie  dieselbe  unzähligen  Beweisen  ihrer  Sätze 
zu  Grunde  legen/' 

Und  nun  zur  Definition  E.  Müllers  selbst: 
„Eine  Linie  heifst  gerade  Linie  oder  Gerade  schlechtweg, 
wenn  sie  von  der  Beschaffenheit  ist,  dafs  jede  sie  enthaltende 
Ebene  auf  ihren  beiden  Seiten  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
nach  den  beiden  entgegengesetzten  Gegenden  von  einerlei  Be- 
schaffenheit ist,  und  dafs  die  beiden  Seiten  mit  den  zugehörigen 
Ebenenteilen  oder  ohne  dieselben  miteinander  vertauscht 
werden  können.  Da  aber  eine  Linie  als  gemeinschaftliche 
Grenze  zwischen  den  Ebenenteilen  auf  beiden  Seiten  als  zwei- 
fache erscheint,  so  werden  zwei  Geraden  und  die  auf  beiden 
Seiten  der  Geraden  befindlichen  Ebenenteile  mit  jeder  Seite 
und  nach  jeder  Gegend  hin  dergestalt  aufeinander  gelegt 
werden  können,  dafs  sie  wieder  nur  eine  Gerade  und  eine 
Ebene  bilden.  Jeder  der  beiden  Ebenenteile  zu  beiden  Seiten 
einer  Geraden  ist  dem  andern  gleich,  also  die  Hälfte  der 
ganzen  Ebene  oder  eine  Halbebene."  ^) 

')  Za  meinem  lebhaften  Bedauern  kann  ich  mich  mit  der  hier  von 
dem  hochgeschätzten  Verfasser  gegebenen  Definition  der  Geraden  nicht 
befreunden;  keinesfalls  ist  sie  im  Unterricht  verwertbar.  Wie  aus 
den  vorhergehenden  Bemerkungen  Müllers  hervorgeht,  weist  er  den 
Begriff  des  „Abstandes"  als  ein  ^^fremdartiges  Moment*'  vollständig  zurück. 

21* 
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„Welche  Definitionen  der  Geraden  die  einzelnen  Geometer 
auch  gegeben  haben,  jeder  ohne  Ausnahme  kommt  auf  diese 
Eigenschaft  als  die  wesentliche  zurück  und  kann  ohne  sie  die 
geometrischen  Fundamentalsätze  der  Kongruenz  teils  nur 
mangelhaft,  teils  gar  nicht  beweisen.  Alles  Klappen  und 
Schwenken  der  durch  Gerade  bestimmten  Gebilde  setzt  diese 
Definition  voraus." 

Aus  dieser  Definition  folgt  dann,  dafs  zwischen  zwei 
Punkten  nur  eine  Gerade  möglich  ist  1)  wegen  der  Kongruenz 
der  Halbebenen  und  2)  ^^weil  sonst  die  Punkte  der  einen  sich 
nicht  alle  selbst  entsprechen  würden,  wenn  die  der  andern 
es  thun  " 

„Dies  sich  selbst  Entsprechen  der  Punkte  einer  Geraden, 
welche  die  Ebene  in  zwei  Halbebenen  teilt,  ist  der  Grund, 
weshalb  man  eine  Halbebene  um  die  Gerade  als  Axe  drehen 
kann.     Die  Axe  einer  Drehung  kann  nur  eine  Gerade  sein.'' 


H.  Müller,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie,  —  Leipzig  1874. 
„Die  einfachste  Linie  ist  die  Gerade.    Durch  zwei  Punkte 
geht  nur  eine  einzige  Gerade  (Axiom  der  Geraden).'^ 


J.  H.  T.  Müller,  a.  a.  0. 

„Eine  Linie  heifst  gerade,  wenn  jedes  beliebige  Stück 
derselben  mit  zwei  beliebigen  Punkten,  irgendwo  und  irgendwie 
auf  dieselbe  gelegt,  überall  mit  ihr  zusammenfallt."^) 


Warum  ?  Der  Begriff  des  Abstandes  ist  nicht  weniger  dem  meDSchlichen 
Denken  inhärent,  als  der  Begriff  der  Richtung.  —  Man  vergleiche  übrigens 
die  in  dem  Zitat  aus  Pfleiderers  Scholien  vorkommende  Definition  des 
Archimedes  von  Sjrakus. 

^)  Auch  hei  dieser  Erklärung  liegt  meiner  Meinung  nach  der  Begriff 
der  Geraden  zu  Grunde.  —  Vergleiche  die  [Anmerkung  zu  Spits.  — 
Ferner  J.  Kober,  Über  die  Definition  etc.  in  H.  Z.  I,  p.  232:  „Diese  De- 
finition zeigt  recht  deutlich,  auf  welche  Ungereimtheiten  das  übertriebene 
Streben  nach  Definitionen  führen  kann.  Sieht  es  nicht  aas,  als  wolle 
man  den  Schüler  absichtlich  verwirren,  indem  man  ihm  einredet,  dafs 
der  Begriff  der  geraden  Linie,  der  ihm  von  Kindheit  an  klar  und  ge- 
läufig ist,  keineswegs  einfach  sei?** 
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Petersen,  Lehrbuch  der  ebenen  Pla^iimetrie.  ed.  Fischer- 
Benzon.  —  Kopenhagen  1881.  —  definiert  die  Gerade  als  die 
Linie  der  ihre  Stelle  nicht  verändernden  Punkte  eines  Körpers, 
wenn  dieser  sich  um  zwei  feste  Punkte  dreht. 


Pfleiderer,  Scholien. 

,,Es  scheint  der  Begriff  von  gerader  Linie  lasse  sich  wegen 
seiner  Einfachheit  durch  keine  regelmäfsige  Definition  erklären, 
die  nicht  Wörter,  die  deren  Begriff  schon  in  sich  schliefsen 
(dergleichen  sind  Richtung,  Gleichheit  oder  Einerleiheit  der 
Lage,  Zug  ohne  Biegung),  hereinnehme;  und  man  könne  den- 
jenigen, der  nicht  weiüs,  was  die  Benennung  gerade  hier  be- 
deutet, es  nicht  anders  lehren,  als  dadurch,  dafs  man  ihm  ein 
Bild  oder  eine  Zeichnung  davon  auf  irgend  eine  Art  darstellt/'^) 

„Der  Analogie  (mit  der  Definition  der  Ebene)  nach,  aber 
mit  einem  fehlerhaften  Zirkel,  könnte  man  den  Sinn  der  De- 
finition der  geraden  Linie  so  verstehen:  eine  Linie  heifst 
gerade,  wenn  jede  irgend  zwei  Punkte  derselben  verbindende 
gerade  Linie  auf  dieselbe  falle/' 


Kästners  Anfangsgründe  der  Geom.  Erkl.  8.  169 ff. 

„„Eine  gerade  Linie  ist,  deren  Punkte  alle  nach  eiuer 
Gegend  zu  liegen.""*) 

„„Die  gerade  Linie  wird  niemand  aus  irgend  einer  Er- 
klärung kennen  lernen;  und  niemand  hat  es  auch  nötig.  Aber 
man  kann  w^ohl  etwas  von  ihr  sagen,  das  die  Aufmerksamkeit 


')  Zerlang  sagt  in  H.  Z.  III,  p.  266:  „Die  Begriffe  gerade,  eben  etc. 
haben  das  Eigene,  dafs  sie  die  neutralen,  die  Grenzbegriffe  zn  zwei  sie 
einscbliefsenden  entgegengesetzten  oder  relativen  Begriffen  sind,  und 
dafs  ihre  Erklärungen  mehr  oder  minder  den  strengen  Anforderungen 
einer  logischen  Definition  sich  nicht  recht  fügen  wollen. 

Dazu  hat  es  nun  der  Sprache  gefallen,  alle  diese  neutralen  Begriffe 
mit  positiven  Namen  zu  versehen,  die  beständig  das  Bedürfnis  nach 
positiven  Erklärungen  wach  erhalten.*'  Es  wird  dann  folgende  Definition 
gegeben:  „eine  Gerade  ist  eine  kongnientseitige  I^inie/' 

*)  Das  ist  doch  vielmehr  die  Definition  des  Strahles;  man  müfste 
denn  den  Punkt,  von  dem  aas  alle  Punkte  nach  einer  Gegend  zu  Hegen, 
im  Unendlichen  annehmen. 
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leitet,  auf  das,  was  sie  zu  einer  geraden  Linie  macht,  genauer 
Acht  zu  geben.  Wenn  man  in  Ä  einen  Punkt,  einen  £örper, 
auf  dessen  Gröfse  man  nicht  sieht,  setzt:  so  kann  sich  derselbe 
von  seinem  Orte  nach  unzähligen  Gegenden  bewegen.  Sagt 
man,  er  soll  nach  B  zu  gehen,  so  ist  die  Gegend  bestimmt, 
nach  der  er  gehen  soll;  und  er  könnte  nach  eben  der  Gegend 
noch  über  JB  hinaus  nach  F  gehen.  —  Weil  alle  Teile  einer 
geraden  Linie  AB,  BF  nach  einerlei  Gegend  zu  liegen;  so 
findet  man  in  keinem  Teile  etwas,  das  nicht  auch  in  dem 
Ganzen  zu  finden  wäre:  denn  das  Ganze  streckt  sich  nach 
eben  der  Gegend.  Nur  die  Gröfse  unterscheidet  den  Teil  von 
dem  Ganzen;  und  man  kann  also  sagen:  bei  der  geraden  Linie 
sei  jeder  Teil  dem  Ganzen  ähnlich.^)  Wolf  hat  dieses  für 
eine  Erklärung  der  geraden  Linie  angegeben;  und  die  Älm- 
lichkeit  in  eben  dem  Umstände  gesucht,  den  ich  angezeigt 
habe  (Elem.  Geom.  §  10).  Ich  finde  nicht,  dafs  ihn  dieses 
in  den  Stand  gesetzt,  von  der  geraden  Linie  etwas  Neues  oder 
Gründlicheres,  als  man  vor  ihm  wufste,  zu  sagen."" 


Kästners  Abhandlungen  lU.  S.  51  ff. 

„„Euklids  Axiome  von  der  geraden  Linie  beruhen  alle 
auf  klaren  Begriffen,  weil  man  keine  Erklärung  der  geraden 
Linie  hat."" 

„„Wolfs  Erklärung:  Jeder  Teil  einer  geraden  Linie  sei 
der  ganzen  ähnlich,  ist  durch  das  Wort  Ganze  einer  Ghikane 
ausgesetzt.  Was  heifst  die  ganze  gerade  Linie?  Der  Kreis 
ist  ein  Ganzes:  aber  die  gerade  Linie  nie;  weil  sie  immer 
kann  verlängert  werden.  Richtiger  wäre  der  Ausdruck,  den 
er  im  Zusätze  zu  dieser  Erklärung  Elem.  Geom.  §  18  braucht: 
Teile  einer  geraden  Linie  sind  nur  durch  Gröfse  unterschieden. 
Übrigens  ist,  wenn  man  die  gerade  Linie  noch  nicht  kennt, 
schwer  zu  verstehen,  worauf  die  Ähnlichkeit  eines  Teils  mit 
den  andern  ankommt  Freilich  zeigt  Wolf  §  29:  dafs  dazu 
immer  einerlei  Richtung  des  Punkts,  der  sie  beschreibt,  er- 

*)  Diese  Erklärung  hat  etwas  BestechendeB  an  sich.  Es  fragt  sich 
nur,  weicher  Begriff  uns  als  der  natürlichste  erscheint,  derjenige  der 
Geraden  oder  der  der  Ähnlichkeit.    Man  vergl.  auch  das  folgende  Zitat 
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fordert  werde.  Aber  wer  hat  einen  Begrifif  von  Richtung, 
ohne  die  gerade  Linie  zu  denken,  durch  welche  die  Richtung 
angegeben  wird?  Also  sagt  Wolfs  Erklärung:  Eine  gerade 
Linie  wird  von  einem  Punkte  beschrieben,  der  sich  immer  in 
gerader  Linie  bewegt.""^) 

„„Dafs  also  Wolf  eigentlich  eine  Erklärung  der  geraden 
Linie  gegeben  habe,  an  der  jemand  sie  kennen  konnte,  das 
glaube  ich  nicht  Allemal  aber  ist  es  nützlich,  solchergestalt 
Aufmerksamkeit  auf  das  zu  erregen,  was  Gerade  vom  Un- 
geraden unterscheidet.  Auch  hat  Wolf  seinen  Begriff  gebraucht, 
zu  zeigen:  dafs  gleiche  gerade  Linien  einander  decken;  und 
dafs  durch  zwei  Punkte  nur  eine  gerade  Linie  geht  (Elem. 
Geom.  168  f.)."" 

Kästners  Abhandlungen  L  S.  15. 

„„Euklid  setzt  bei  seinen  Lehrlingen  einen  klaren  Begriff 
von  einer  geraden  Linie  zum  voraus.  Denn  weder  aus  seiner 
Definition,  noch  aus  irgend  einer  andern,  wird  jemand  eine 
gerade  Linie  kennen  lernen,  der  noch  kein  solches  Ding,  davon 
die  Geometrie  den  Begriff  der  geraden  Linie  abstrahiert,  ge- 
sehen oder  gefühlt  hat."'' 

Klügeis  mathematisches  Wörterbuch  IIL 
„„Die  gerade  Linie  ist  diejenige,  welche  zwischen  den  auf 
ihr  befindlichen  Punkten  gleichförmig  (auf  einerlei  Art)  liegt.*) 
—  Die  Gleichförmigkeit  der  Lage  der  Teile  ist  es,  was  die 


^)  Dafs  dieser  letzte  Einwand  hinfällig  ist,  geht  ans  den  Ausfüh- 
rungen am  Anfang  des  Kapitels  hervor,  obwohl  nicht  geleugnet  werden 
soll,  dafs  er  auf  den  ersten  Blick  von  Bedeutung  zu  sein  scheint.  Es 
kommt  aber  nicht  darauf  an,  ob  wir  uns  die  Richtung  nicht  ohne  Gerade 
denken  können,  sondern  dafs  die  Richtung  existiert,  auch  wenn  die 
Gerade  nicht  da  ist.  Die  Richtung  hat  objektive  Realität  unabhängig 
von  dem  subjektiven  Hinzusetzen  der  Geraden. 

')  Friedlein,  Untersuchung  der  sog.  Definitionen  Heros  in  H.  Z.  II. 
p.  181:  „Der  Definition  Euklids  ist  beigefügt  OQd^tj  ovaa  xal  olov  in* 
unQov  zstttfiBVTi  inl  tä  nsQata.*^  Der  Verfasser  habe  also  die  Unklarheit 
der  Euklidischen  Definition  gefühlt  und  sie  zu  verdeutlichen  gesucht 
durch  die  BegriJSe  des  gleichmäfsig  Gestreckten  und  der  Spannung.  Auch 
dies  sei  kein  deutlicher  Ausdruck. 
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gerade  Linie  von  der  krummen  unterscheidet.  —  Diese  Iden- 
tität in  der  Lage  der  Teile  gegeneinander,  sowohl  der  benach- 
barten^ als  der  entfernten,  ist  die  Ursache,  warum  es  sich 
nicht  zeigen  läfst,  wie  sie  gezeichnet  oder  konstruiert  werden 
kann.  Der  kleinste  Teil  ist  wie  der  gröfsere  beschaffen;  von 
keiner  andern  Gröfse  oder  Lage  abhängig.  —  Euklides  setzt 
es  daher  als  Postulatum:  von  jedem  Punkt  aus  bis  an  jeden 
andern  eine  gerade  Linie  ziehen;  eine  begrenzte  gerade  Linie 
stetig  geradefort  yerlängern.  Das  heifst:  man  mufs  den 
Begriff  von  einer  geraden  Linie  zur  Geometrie  mit- 
bringen. Sie  ist  eine  ursprüngliche  Vorstellung  des 
reinen  Verstandes,  die  nicht  aus  der  Erfahrung  ge- 
schöpft wird.  —  Auf  der  Gleichförmigkeit  der  Lage  in 
einer  Linie  beruht  es,  dafs  zwischen  zwei  Punkten  nur  eine 
gerade  Linie  stattfindet;  oder  dafs  sie  durch  zwei  Punkte  iu 
ihrer  ganzen  unbegrenzten  Ausdehnung  völlig  bestimmt  wird. 
—  Daher  kann  man  auch  die  gerade  Linie  für  diejenige  er- 
klären, welche  durch  zwei  Punkte  in  ihrer  ganzen  unbegrenzten 
Ausdehnung  nur  auf  eine  einzige  Art  gezogen  werden  kann. 
Zwei  Punkte  durch  eine  gerade  Linie  verbinden  heifst  das: 
diejenige  Linie  sich  zwischen  ihnen  gedenken,  welche  nur  auf 
eine  einzige  Art  zwischen  ihnen  gedacht  werden  kann.  Eine 
gegebene  gerade  Linie  verlängern,  heifst  nur,  ihre  Begrenzung 
aufheben."" 

„„Diese  Vorstellungen  scheinen  die  griechischen  Geometer 
bei  den  Beweisen  zum  Grunde  gelegt  zu  haben.  Nicht  aus 
der  Erklärung  der  geraden  Linie  leitet  Euklides  etwas  her; 
sondern  aus  dem  Grundsatze:  dafs  zwei  gerade  Linien  keinen 
Raum  einschliefsen.  Das  ist  aber  im  Grunde  nichts  anderes 
als  der  Satz:  Es  ist  nur  eine  einzige  gerade  Linie  zwischen 
zwei  Punkten.  Die  Erklärung  der  geraden  Linie  steht  in- 
zwischen nicht  blofs  wegen  der  methodischen  Form  da:  sondern 
sie  dient,  den  abstrakten  Begriff  von  der  geraden  Linie  zu 
erwecken  und  den  Geist  von  der  gröberen  sinnlichen  Vorstel- 
lung abzuziehen."" 

Der  Herausgeber  von  Pfleiderers  Scholien  Eph.  Hauber 
fährt  fort: 

„Wir  führen  noch  eine  oder  zwei  Definitionen  der  geraden 
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Linie  aus  Proklus  an,  #^elche  zu  dem  Bisherigen  in  einiger 
Beziehung  stehen.  Nach  der  einen  ist  sie  ^^diejenige^  die,  so 
lange  ihre  Grenzen  bleiben,  selbst  auch  bleibt^',  fi  xAv  xegdtav 
lisvovrov  xal  avxii  fiivovöa^)  (Proklus,  p.  30.  S.  Chrestomathia 
geometrica  S.  90.):  nach  der  andern  „diejenige,  deren  Teile 
alle  auf  alle  gleicherweise  passen'^  (ndvta  avtrjg  tä  fiigri  näöiv 
oiioüog  iq)aQ(i6^£i).*)  Mau  nimmt  nämlich  zu  ihrer  Erklärung 
den  BegriiF  der  Bewegung  zu  Hülfe.  Man  kann  sich,  was 
auch  die  Euklidische  Definition  fordert,  eine  gerade  Linie  ab- 
gesondert von  verschiedenen  auf  ihr  liegenden  Punkten  Tor- 
stellen.  Schiebt  man  sie  nun  dergestalt  in  Gedanken  hin  und 
her,  dafs  sie  immer  auf  einigen  dieser  Punkte  liegen  bleibt, 
oder  durch  sie  geht;  so  bleibt  sie  auch  auf  den  übrigen  oder 
geht  auch  durch  die  übrigen  Punkte,  so  weit  sie  reicht:  keiner 
dieser  Punkte  ist  bei  dieser  Bewegung  aus  ihr  herausgetreten, 
keiner  seitwärts  von  ihr  gekommen.  Hiernach  wäre  eine 
gerade  Linie  diejenige,  welche  nicht  bei  einer  Hin-  und  Her- 
bewegung auf  einigen  ihrer  Punkte  liegen  bleiben  kann,  ohne 
auch,  so  weit  sie  reicht,  auf  den  andern  zu  bleiben.  Soll  sie 
aber  aus  ihrer  Lage  heraustreten,  so  mufs  sie  aus  allen  ihren 
Punkten  zugleich,  einen  einzigen  etwa  ausgenommen,  heraus- 
treten: so  lange  sie  auch  nur  zwei  Punkte  ihrer  ersten  Lage 
behält,  so  behält  sie  ihre  erste  Lage  ganz  mit  allen  Punkten 
derselben.  Sollte  dieses  etwa  im  Sinne  der  Euklidischen  De- 
finition liegen  ?'' 

„Alle  Teile  der  geraden  Linie  passen  auf  alle  gleichmafsig. 
Dieses  hat  ebenfalls  bei  dem  erwähnten  Hin-  und  Herschieben 
Statt.  Es  läfst  sich  zwar  auch  ein  Kreisbogen  auf  der  Ereis- 
Peripherie,  wovon  er  ein  Teil  ist,  so  herumschieben,  dafs  er 
immer  auf  der  Peripherie  liegen  bleibt;  und  man  kann  sagen, 
dafs  auch  alle  Teile  der  Ereisperipherie  auf  alle  passen.  Aber 
um  dieses  zu  bewerkstelligen,  ist  noch  nicht  genug,  wie  bei 
der  geraden  Linie,  dafs-  man  zwei  Punkte  des  einen  Teils  auf 

*)  Friedlein  in  H.  Z.  II,  p.  182.  —  y.  8  tau  dt  nehme  in  seiner  De- 
finition an  Stelle  der  beiden  Endpunkte  zwei  beliebige  Punkte  an.  \ 

*)  Auch  Friedlein  in  H.  Z.  II,  p.  181  —  macht  darauf  aufmerksam, 
d&fd  schon  die  Alten  wufaten,  dafs  diese  Eigenschaft  auch  dem  Kreis 
und  der  Schraubenlinie  zukommt. 
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zwei  Punkte  des  andern  Teils  bringe;  denn  die  zwei  Bogen 
können  sich  in  diesen  zwei  gemeinschaftlichen  Funkten  schneiden; 
und  wenn  die  Höhlungen  der  zwei  Bögen  nach  verschiedenen 
Seiten  zugekehrt  sind,  so  lassen  sie  sich  nicht  zum  Passen  bringen/' 
„Femer  beim  Zirkelbogen  ist  das,  was  vom  Raum  an  der 
einen  und  was  an  der  andern  Seite  desselben  liegt,  unähnlich 
begrenzt;  der  eine  hohl,  der  andere  erhaben:  und  das  Gleiche 
findet  bei  jeder  Krümmung  statt.  Bei  der  geraden  Linie  hin- 
gegen ist  der  Raum,  der  an  der  einen  und  derjenige^  der  an 
der  andern  Seite  von  ihr  liegt,  völlig  auf  ähnliche  Art  durch 
sie  begrenzt"  

„Archimedes  von  Syrakus  vorhandene  Werke.  Aus  dem 
Griechischen  übersetzt  von  Ernst  Nitze.  Stralsund  1824. 
S.  43.  Note  ß.  ;,„An  jeder  Linie,  sie  sei  gerade  oder  gebogen, 
lassen  sich  zwei  Seiten  unterscheiden,  weil  keine  Linie  ohne 
die  zwei  Flächenräume  gedacht  werden  kann,  welche  sie  von 
einander  trennt.  Befindet  sich  die  trennende  Linie  in  einer 
Ebene,  und  sind  die  dadurch  getrennten  Ebenenräume  durch 
nichts  andres  zu  unterscheiden,  als  durch  ihre  entgegengesetzte 
Lage;  so  ist  die  Linie  gerade/"'  Ferner  bei  jedem  Ungeraden 
findet  ein  Mehr  und  Weniger  Statt  Gegen  einen  bestimmten 
Teil  einer  Linie  sind,  wenn  sie  ungerade  ist,  einige  der  übrigen 
Teile  oder  Punkte  mehr,  andre  weniger  seitwärts  gerückt,  oder 
uebcndraufsen  gelegen;  bei  der  geraden  Linie  giebt  es  nur 
ein  Fortgehen,  kein  Nebenhinausgehen,  kein  Seitwärtsliegen/' 

,„^Gedenkt  man  sich  einen  noch  so  wenig  gekrümmten 
Kreisbogen  oder  irgend  einen  krummen  Bogen  um  seine  End- 
punkte als  Pole  sich  herumdrehend;  so  beschreibt  derselbe 
einen  körperlichen  Raum,  er  nimmt  in  jedem  Augenblick 
seiner  Bewegung  eine  von  der  vorigen  verschiedene  Lage  an; 
und  in  den  zwei  Lagen,  welche  er  in  einer  und  derselben 
Ebene  z.  B.  am  Anfang  der  Bewegung  und  nach  vollendeter 
halber  Umdrehung  einnimmt,  stellt  er  zwei  Linien  dar,  die 
miteinander  eine  ebene  Figur,  ein  krummliniges  Zweieck  bilden. 
Eine  gerade  Linie  hingegen,  um  ihre  zwei  Endpunkte  oder 
irgend  zwei  ihrer  Punkte  als  Pole  gedreht,  beschreibt  keine 
Figur,  beschreibt  nichts  Neues,  tritt  nicht  aus  ihrer  an  fang- 
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liehen  Lage  heraus,  bleibt  immer  in  demselben  Ort  des  Raumes. 
Dies  erläutert  wiederum  die  oben  angeführte  Definition,  rj  täv 
Ttegdrav  (isvoinav  xal  avtii  fiivovöa.  Die  Definition  der 
geraden  Linie  „quae  circa  suum  utrumque  extremum,  tamquam 
polos  Yoluta  locum  non  mutat'^  führt  Kraft  als  ihm  von 
F.  C.  Mai  er  mitgetheilt  an,  und  Herr  C  am  er  er  sagt  auch, 
dafs  sie  ihm  am  besten  gefalle  und  bemerkt,  wie  einige  der 
hauptsächlichsten-  Axiome  von  der  geraden  Linie  sich  aus 
ihr  herleiten  lassen^)  (Euch  Elem.  ed.  Camerer.  Berolini 
1824.  p.  Sy  

Bausenberger  a.  a.  0.  —  wählt  als  FundamentalHnie 
die  Gerade  „durch  ein  gewisses  Gefühl  der  Einfachheit  geleitet." 

Die  verbreiteten  Definitionen  der  Geraden  als  Linie  von 
einerlei  Richtung  und  die  Euklidische  weist  er  als  ganz  un- 
zulänglich zurück;  ebenso  die  Definition  der  Geraden  als  der 
kürzesten  Verbindungslinie,  da  zur  Gröfsenvergleichung  erst 
wieder  ein  neues  Axiom  nötig  sei.    Dann  fährt  er  fort: 

„Trotzdem  ist  es  möglich,  die  Gerade  durch  anschau- 
liche Konstruktion  zu  erzeugen." 

Es  wird  nun  die  Gerade  als  die  Gesamtheit  der  festen 
Punkte  bei  der  Drehung  um  zwei  feste  Punkte  definiert  und 
auf  Kruses  Auseinandersetzung  näher  eingegangen.^) 

In  einer  Anmerkung  fügt  Rausenberger  hinzu: 

„Erwähnt  sei  noch  die  Definition  von  P,  Cassani  (Nuove 
proposte  intemo  ai  fondamenti  della  geometria,  Giorn.  mat. 
d.  G.  Battaglini,  XV,  p.  284—289):  Eine  Gerade  ist  der  geo- 
metrische Ort  aller  Punkte,  welche  von  drei  Punkten  gleichen 
Abstand  haben,  die  einen*Kreis  in  drei  gleiche  Teile  teilen. 
Der  Kreis  sowie  der  feste  Abstand  zweier  Punkte  lassen  sich, 
wie  wir  noch  sehen  werden,  ohne  weitere  Voraussetzungen 
definieren." 

Die  Eigenschaften  der  Geraden  werden  aus  ihrer  Ent- 
stehungsweise  gefolgert. 


^)  Vergl.  Zitat  ans  Kruse. 

*)  Yergl.  dazu  die  Bemerkung,  dafs  dabei  unbewufst  die  VorBtellnng 
der  Geraden  schon  zu  Grunde  liegt  und  Kruse  Zitat. 
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Becknagel  a.  a.  0. 

y^Der  Begriff  der  geraden  Linie  mufs  als  elementar  vor- 
ausgesetzt werden/' 

Die  beiden  Grundsätze,  die  hinzugefügt  werden,  sind  als 
„Grundsatz  der  Lage''  und  ,,Grund8atz  der  Gröfse"  bezeichnet. 


Bei  dt,  Anleitung. 

„Ebenso  quäle  man  sich  nicht  ab,  dem  Anfanger  eine 
wissenschaftlich  durchaus  haltbare  Definition  der  geraden  Linie 
...  zu  geben." 

„Wir  müssen  vielmehr  im  Unterrichte  eine  Anzahl  von 
Grundbegriffen  als  durch  die  äufsere  und  innere  Anschauung 
gegeben  annehmen". . . 

„Viele  Mathematiker  haben  sich  vergeblich  bemüht,  eine 
vorwurfsfreie  Definition  der  geraden  Linie  zu  geben,  kein 
einziger  derselben  würde  aber  deshalb  zugegeben  haben,  dafs 
ihm  der  Begriff  der  Geraden  nicht  völlig  klar  sei." 

„Wie  die  Axiome,  ...  so  dürfen  die  einfachsten  Grund- 
begriffe als  solche  vorausgesetzt  werden,  welche  man  nicht 
imstande  sei  auf  noch  einfachere  zurückzuführen,  die  vielmehr 
durch  innere  Anschauung  oder  Erfahrung  unmittelbar  gegeben 
und  höchstens  der  Erklärung  und  Erläuterung  bedürftig  seien." 


Beidt,  Elemente  —  giebt  aber  im  Gegensatz  zu  dieser 
Auseinandersetzung  eine  Definition  der  Geraden  und  zwar: 
„Eine  gerade  Linie  hat  in  allen  Punkten  dieselbe  Bichtung." 


Schindler,  a.  a.  0.  —  geht  von  der  Betrachtung  zweier 
Punkte  aus,  deren  einer  der  Augenpunkt  genannt  wird  (Licht- 
strahl). 

„Bichtung  heifst  die  räumliche  Beziehung  zwischen  zwei 
Punkten." 

„Strecke  heifst  die  durch  zwei  Punkte  bestimmte  Länge." 

„Die  durch  Strecke  und  Bichtung  bestimmte  Ge- 
rade ist  das  Fundament  für  die  ganze  Geometrie."*) 

*)  Man  vergleiche  meine  AusfQhruDgeD  am  Anfang  dieses  Kapitels. 
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Schlegel,  System  der  Raumlehre  I.  —  Leipzig  1872. 

p.  3.  „Es  giebt  eine  unbeschränkte  Menge  von  Be- 
wegungen^  zwischen  denen  ein  Punkt  im  Anfange  seiner 
Änderung  die  Wahl  hat.  Das  unterscheidende  Merkmal  einer 
solchen  Anfangsbewegung  heifst  ihre  Richtung/' 

,,Fährt  der  Punkt  in  der  einmal  gewählten  Anfangs  Be- 
wegung fort^  so  heifst  seine  Gesamtbewegung  einfach.  Das 
Merkmal  einer  einfachen  Bewegung  ist  also  ebenfalls  ihre 
Richtung." 

p.  6.  ;;Wenn  ein  Punkt  seine  Lage  durch  einfache  Be- 
wegung ändert,  so  heifst  das  von  ihm  erzeugte  Gebilde  (sein 
Weg):  eine  Gerade  (gerade  Linie).*' 

Die  Lage  des  erzeugenden  Punktes  und  die  Richtung  der 
*    Bewegung  sind  danach  die  Merkmale  der  Geraden.^) 


Schlegel,  L.  d.  e.  M.  IL  —  Wolfenbüttel  1879. 

Die  Gerade  wird  auf  dieselbe  Weise  definiert,  wie  im 
System  der  Raumlehre.     Es  heifst  dann  noch  von  ihr: 

„Die  Gerade  ist  1)  einmal  ausgedehnt,  2)  einfach,  3)  un- 
begrenzt, 4)  unendlich,  5)  in  sich  beweglich." 


Snell,  L.  d.  G.  L  —  Leipzig  1857. 

„Die  gerade  Linie  hat  nur  zwei  Eigenschaften,  welche 
einer  näheren  Bestimmung  föhig  sind,  nämlich  Länge  und 
Richtung." 

Snell  setzt  also  den  Begriff  der  Geraden  als  bekannt  voraus 
und  giebt  die  Begriffe  als  ihre  Eigenschaften,  die  er  nun  haupt- 
sächlich auf  die  Betrachtung  zweier  getrennten  Punkte  stützt, 
welche  doch  das  Primäre  sind  und  aus  welchen  die  Gerade 
sich  zusammensetzt. 

Spitz,  L.  d.  e.  G.  —  Leipzig  1888. 
^,Fällt  jeder  beliebige  Teil  einer  Linie,  wenn  er  mit  zwei 
beliebigen  Punkten   irgendwo   und   auf  irgend  welche  Weise 

^)  Die   zweite  GrundvoraiellaDg  des  AbstaDdes   bleibt   dabei   gans 
unberücksichtigt. 
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auf  dieselbe  gelegt  gedacht  wird^  überall  mit  ihr  zusammen, 
so  sagt  man  die  Linie  sei  gerade/'^) 

In  einer  Anmerkung  fügt  Spitz  hinzu,  dafs  seine  Er- 
klärung identisch  sei  mit  derjenigen,  die  die  Gerade  aus  dem 
Begriff  der  Drehung  entwickelt 

van  Swinden,  ed.  Jacobi.  —  Jena  1834. 

,,Eine  gerade  Linie  ist  eine  solche,  die  durchaus  dieselbe 
Lage  zwischen  ihren  Endpunkten  hat/^^) 

„Zus.  Sind  daher  zwei  Punkte  gegeben,  so  wird  ihr  Ab- 
stand voneinander  durch  die  Gerade  gemessen,  die  man  von 
dem  einen  zum  andern  zieht.'^ 

Das  „daher'^  in  diesem  Zusatz  ist  wohl  nicht  am  Platze; 
die  im  Zusatz  erwähnte  Eigenschaft  der  Geraden  steht  doch  zu    * 
der  gegebenen  Definition  nicht  im  geringsten  Zusammenhang. 

„Anmerkung  1.  Andere  sagen:  die  gerade  Linie  ist  der 
kürzeste  Weg  zwischen  zwei  Punkten.  Inzwischen  scheint  diese 
Erklärung  mehr  eine  Folgerung  aus  unserer  Erklärung^  als 
ein  Grundbegriff  zu  sein.  Aber  wie  dem  auch  sein  möge,  so 
wird,  wenn  man  diese  Erklärung  annimmt,  der  Lehrsatz:^) 
„In  jedem  Dreiecke  sind  zwei  Seiten  zusammen  gröfser  als 
die  dritte'^  ein   Grundsatz,  während  der  Grundsatz^)  „Gerade 

^)  Gerade  diese  Definition  zeigt  recht  deutlich,  dafs  das  Bemühen 
um  eine  Erklärung  der  Geraden  ein  vergebliches  ist,  wenn  man  nicht 
von  den  Grundbegriffen  Richtung  und  Abstand  ausgeht;  wer,  der  nicht 
schon  das  Bild  der  Geraden  in  seiner  Vorstellung  hat,  könnte  sich  wohl 
aus  dieser  Erklärung  eine  Vorstellung  von  der  Geraden  machen? 

*)  „Vielleicht  noch  richtiger  könnte  man  sagen:  eine  gerade  Linie 
ist  diejenige,  welche  zwischen  je  zweien  ihrer  Punkte  durchaus  dieselbe 
Lage  hat.  Denn  es  giebt  auch  krumme  Linien,  welche  wenigstens  inso- 
fern eine  völlig  gleiche  Lage  zwischen  ihren  Endpunkten  haben,  als 
dieselbe  sich  nicht  ändert,  wenn  man  die  beiden  Endpunkte  ihre  Stellen 
untereinander  wechseln  lälst;  z.  B.  ein  halber  Umkreis  u.  m.  a. 
Anm.  d.  ü." 

^  Es  ist  der  43.  Lehrsatz. 

*)  Der  4.  Grundsatz: 

Dazu  heifst  es  in  einer  Anmerkung:  Für  diejenigen,  welche  die 
gerade  Linie  als  den  kürzesten  Weg  zwischen  zwei  Punkton  erklären, 
hört  dieser  Satz  auf,  Grundsatz  zu  sein;  er  wird  vielmehr  Lehrsatz,  der 
bewiesen  werden  mqfs,  wie  dies  unter  andern  auch  gethan  hat  Legendre 
^  3.  vergl.  Zitat. 
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Linien,  bei  denen  zwei  Punkte  der  einen  mit  zwei  Punkten 
der  anderen  zusaromenfallen^  fallen  in  ihrer  Bichtung  ganz  zu- 
sammen^'  sich  in  einen  Lehrsatz  verwandelt^  der  eines  Beweises 
bedarf." 

y^Anmerkung  2.  Es  verhält  sich  mit  dieser  Erklärung, 
wie  mit  allen  Erklärungen  von  Dingen,  die  zu  einfach  sind, 
als  dafs  sie  noch  einer  Erläuterung  durch  Worte  fähig  wären 
—  sie  sind  alle  ungenügend  und  mehr  oder  weniger  dunkel. 
Man  lese  besonders,  was  hierüber  gesagt  ist  von  d'Alembert 
in  seinen  Melanges  etc.  IV,  163  und  V.  203—206/' 


Thibaut,  Gr.  d.  r.  M.  —  Göttingen  1822. 

„1)  Die  gerade  Linie  ist  die  erste  und  einfachste  aller 
geometrischen  Konstruktionen.  Ihre  Erzeugung  hebt  mit  dem 
Setzen  eines  Anfangspunktes  an,  bleibt  indessen  unbestimmt 
und  auf  unendlich  viele  Arten  möglich,  so  lange  nichts  als 
ein  solcher  Anfangspunkt  gegeben  ist.  Sobald  hingegen  noch 
ein  zweiter  Punkt  als  Endpunkt  gleichfalls  gesetzt  wird,  hört 
jede  Unbestimmtheit  der  Konstruktion  gänzlich  auf.  Wo  auch 
im  Baume  zwei  Punkte  als  Grenzen  einer  geraden  Linie  ge- 
geben sein  mögen,  so  wird  jedesmal  zwischen  ihnen  eine  solche, 
aber  auch  nur  eine  einzige  gerade  Linie  möglich  sein.  Die 
Raumbeschreibung,  vermöge  deren  die  Konstruktion  einer  ge- 
raden Linie  von  ihrem  Anfangspunkte  zum  Endpunkte  fort- 
schreitet, wird  progressive  Bewegung  eines  Punktes  genannt 

„2)  Das  Wort  Richtung  bezeichnet  den  als  notwendig 
erscheinenden  Gang,  welchen  die  Konstruktion  einer  geraden 
Linie  in  ihrem  ganzen  Verlauf  zu  nehmen  hat,  sobald  sie  von 
einem  bestimmten  Anfangspunkte  zu  einem  gegebenen  End- 
punkte fortschreiten  soll.  Die  Richtung  einer  geraden  Linie 
ist  durchaus  immer  dieselbe,  die  gerade  Linie  selbst  ihr  un- 
mittelbarer Ausdruck."^) 

,,3)  Jede  gerade  Linie  hat  eine  willkürliche  Gröfse  und 
kann  über  ihre  beiden  Grenzpunkte  hinaus  beliebig  fortgesetzt 

')  An  einer  andern  Stelle  sagt  Thibant: 

,^a  Ausdruck  einer  bestimmten  Richtung  oder  gerade  Linie  gleich- 
bedeutend sind/*  .  .  . 
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oder  verlängert  werden.^)  Aber  bei  einer  solchen  Verlänge- 
rung dauert  die  Notwendigkeit  im  Gange  der  Konstruktion, 
welche  durch  das  Setzen  ihrer  anfänglichen  Grenzpunkte  ent-  | 
standen  war^  unbedingt  fort,  und  nur  die  Grofse  dieser  Ver- 
längerung bleibt  beliebiger  Bestimmung  überlassen.  Die  Rich- 
tung einer  geraden  Linie  und  ihrer  Verlängerung  ist  durch 
jeden  noch  so  kleinen  Teil  derselben  yollkommen  bestimmt, 
und  nur  eine  einzige,  während  ihre  Grofse  keine  andere  als 
willkürliche  Grenzen  anerkennt/' 

•  „4)  Die  gerade  Linie  ist  der  kürzeste  Weg  zwischen  zwei 
gegebenen  Punkten;  jeder  andere,  diese  beiden  Punkte  ver- 
bindende, auf  welche  Art  er  auch  konstruiert  werden  möge, 
besitzt  eine  grofsere  Länge  als  sie.^ 

„5)  Die  Länge  ist  das  einzige  Quantitative  in  der  Vor- 
stellung einer  geraden  Linie  oder  die  einzige  Dimension  der- 
selben;') zwei  gerade  Linien  von  gleicher  Länge  sind  identisch 
oder  kongruent,  d.  h.  die  eine  kann  im  Räume  an  die  Stelle 
der  andern  gesetzt  werden,  ohne  dafs  daraus  für  die  Anschauung 
der  mindeste  unterschied  erwächst'* 


Wiegan d,  L.  d.  M.  L  —  Halle  1863.  —  giebt  eine  der 
gewöhnlichen  Erklärungen  und  fiigt  dann  die  Eigenschaft 
hinzu,  dafs  jeder  Teil  derselben,  irgendwie  und  irgendwo *)  auf 
einen  andern  gelegt,  vollständig  ihn  decke,  kommt  auch  auf 
die  Drehung  um  zwei  Punkte  zu  sprechen  und  sagt  schliefslich : 

„Die  Aufsuchung  von  Punkten,   die  in  einerlei  Richtung, 

*)  Damit  wird  die  übliche  Anschauang  auf  den  Kopf  gestellt.  Es 
scheint  jedoch  mehr  an  der  sprachlichen  Unbestimmtheit  des  Aasdmcks 
za  liegen,  als  an  einem  wirklichen  Fehler  der  Auffassung.  In  der  ganzen 
vorhergehenden  Auseinandersetzung  spricht  Thibaut  genau  genommen 
nicht  von  der  geraden  Linie,  sondern  von  der  Strecke,  so  dafs  also  erst 
jetzt  auf  den  Begriff  der  Geraden  selbst,  worunter  durchaus  die  Gerade 
in  unendlicher  Ausdehnung  zu  verstehen  ist,  eingegangen  wird. 

')  Es  scheint  mir,  als  wenn  diese  Erklärung  sich  im  wesentlichen 
mit  meiner  Ansicht  decke,  dafs  die  gerade  Linie  die  einzige  sei,  die 
sich  überhaupt  nur  nach  einer  Dimension  erstreckt  In  den  folgenden 
Sätzen  stellt  Thibaut  die  Umkehrbarkeit  ohne  weiteres  als  Axiom  auf. 

')  Man  vergleiche  das  Zitat  von  J.  H.  T.  Müller  nebst  Anmerkung. 
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d.  h.  also  in  einer  geraden  Linie  liegen,  bezeichnet  man  mit 
dem  Ausdrucke  visieren."^) 

Wolff,  L.  d.  G.  —  Berlin  1830. 

,;Eine  Linie  ist  entweder  gerade  oder  krumm,  ....  Dies 
sind  einfache  Begriffe.'* 

Worpitzky  a.  a.  0. 

,,Axiom  IX. 

Halt  man  zwei  beliebige  Punkte  einer  Ffgur  im  Räume 
fest,  so  läfst  sich  dieselbe  noch  starr  bewegen;  es  bleibt  aber 
eine  durch  jene  Punkte  hindurchgehende,  von  den  Eigenschaften 
der  Figur  unabhängige,  ungeschlossene  und  unverzweigte  Linie 
in  Rohe. 

Definitionen. 

I.  Diejenige  Bewegung,  bei  welcher  ein  Punkt  seinen  Ort 
nicht  ändert,  heifst  Drehung. 

IL  Diejenige  Linie,  welche  bei  der  Drehung  einer  Figur 
um  zwei  feste  Punkte  in  Ruhe  bleibt,  die  Drehungsaxe,  heifst 
eine  gerade  Linie  oder  schlechthin  eine  Gerade.'*^) 

Daran  schliefsen  sich  noch  vier  weitere  Definitionen,  vier 
Zusätze  und  ein  Postulat. 

')  Auch  in  dieser  Erklärung  wird  eigentlich  nur  der  Strahl,  nicht 
aber  die  Gerade  gegeben.  Übrigens  ist  diese  Hinweisung  auf  ein  prak- 
tisches Beispiel  zur  Klarstellung  des  Begriffes  recht  gut  und  kann  für 
den  Unterricht  uur  empfohlen  werden.  Allerdings  liegt  gerade  in  diesem 
Beispiel  mehr  der  Grundsatz,  dafs  die  Gerade  durch  zwei  Punkte  völlig 
bestimmt  ist.  Zu  diesem  selben  Beispiel  fand  ich  die  Bemerkung  eines 
Autors,  dafs  man  vor  dem  Visieren  unbewufst  schon  die  Gerade  vom 
Auge  nach  dem  Zielpunkte  konstruiert  habe.  Die  Entscheidung  über 
die  Richtigkeit  dieser  Bemerkung  deckt  sich  mit  der  Beantwortung  der 
Frage  nach  dem  primären  oder  sekundären  Charakter  der  Geraden. 

*)  Da  im  Vorausgehenden  nur  von  der  Drehung  um  einen  festen 
Punkt  die  Rede  war,  so  treten  die  Erwägungen  des  Satzes  II  recht  un- 
vermittelt auf.  Meiner  Meinung  nach  hätte  erst  auseinandergesetzt 
werden  mSssen,  dafs  auch  bei  zwei  festen  Punkten  noch  eine  Drehung 
im  Räume  möglich  ist.  Dann  aber  scheint  es  mir  viel  natürlicher  die  Er- 
klärung dieser  Drehung  auf  die  Gerade  zu  stützen,  als  umgekehrt  die  Ge- 
rade aus  dieser  Drehung  zu  entwickeln.  Das  liegt  übrigens  wohl  auch 
nnbewuCst  in  dem  Gebrauch  des  Wortes  Drehungsaxe. 

Schotten,  der  planimetr.  Unterricht  22 
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Ziegler  a.  a.  0. 

„Mit  der  gleichzeitigen  Vorstellung  zweier  Ponkte  ist  auch 
die  der  Richtung  gegeben."^) 

^^Haupteigenschaften  der  Geraden  sind: 

Alle  ihre  Punkte  liegen  in  derselben  Richtung. 

Sie  ist  durch  zwei  Punkte  fixiert. 

Sie  giebt  die  kürzeste  Entfernung  zweier  Punkte." 


Ohm,  Dr.  r.  Eiern.  Math.  IL  —  Berlin  1835. 
,;Die  Linie  . . .,  welche  als  eine  gerade  (auch  Richtung 
genannt)  oder  als  eine  krumme  erscheint" 


Benzenberg,  Anfangsgründe.  —  Dusseldorf  1818. 
,,Was  eine  gerade  Linie  sei,  ist  jedem  bekannt.     Es  ist 
die  kürzeste  Linie  zwischen  zwei  Punkten." 


ünger,  Die  Gtometrie  des  Euklid.  —  Erfurt  1833.  — 
giebt  die  Euklidische  Erklärung,  fügt  aber  in  einer  Anmerkung 
hinzu : 

„Gerade  ist  ein  einfacher  Begriff  und  daher  müssen  alle 
Erklärungen  der  geraden  Linie  mifslingen.  Derjenige,  der 
nicht  bereits  eine  deutliche  Vorstellung  von  einer  geraden 
Linie  hat,  wird  durch  keine  Erklärung  derselben  eine  solche 
erlangen.  Wenn  aber  die  richtige  Vorstellung  der  geraden 
Linie  vorausgeht,  so  wird  man  in  jeder  der  mannigfachen  Er- 
klärungen,  welche  von  derselben  gewöhnlich  gegeben  werden, 
sie  wieder  erkennen,  und  man  muTs  daher  alle  Erklärungen 
als  Erläuterungen  ansehen,  von  welchen  diejenige  die  beste 
ist,  aus  welcher  unmittelbar  weitere  Folgerungen  über  das 
Wesen  derselben  sich  ableiten  lassen.  Dieses  ist  nun  bei  der 
obigen  Erklärung  der  Fall;  aus  derselben  folgt  unmittelbar, 
dafs  eine  gerade  Linie  durch  zwei  der  Lage  nach  gegebene 
Punkte  ihrer  Lage  nach   vollkommen   bestimmt  ist  und  dafs 


')  Warum  nicht  anch  die  des  Abstandes? 
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daher  zwei  zusammentrefifende  aber  nicht  zusammeDfallende 
gerade  Linien  sich  nur  in  einem  einzigen  Punkte  schneiden 
können. 

Koppe,  Planimetrie.  —  Essen  1868. 

„Der  Begriff  der  geraden  Linie  ist  ein  einfacher;  und  es 
ist  daher  weder  nötig,  noch  möglich  zu  sagen,  was  eine  gerade 
Linie  ist." 

Ulrich,  a.  a.  0. 

„Die  gerade  Linie  ist  eine  so  einfache  räumliche  Gröfse  und 
ursprüngliche  Vorstellung  des  Verstandes,  dafs  es  schwer  hält, 
deren  BegrifiF  auf  andere  einfachere  oder  mehr  bekannte  Be- 
Begriffe zurückzuführen.  Hierin  liegt  die  Schwierigkeit,  eine 
solche  Erklärung  von  ihr  zu  geben,  aus  welcher  ihre  Kon- 
struktion und  alle  Eigenschaften,  welche  die  Geometrie  von 
ihr  in  Anspruch  nimmt,  abgeleitet  und  streng  bewiesen  werden 
könnten.  Die  Erklärung  des  Euklides  (T,  4),  nach  welcher 
die  gerade  Linie  diejenige  ist,  „welche  zwischen  den  auf  ihr 
befindlichen  Punkten  gleichförmig  oder  auf  einerlei  Art  liegt", 
kann  vielleicht  so  verstanden  werden,  dafs,  wenn  man  sie  um 
zwei  beliebige,  als  unverrückbar  gedachte  Punkte  in  ihr  um- 
dreht,^) alle  übrigen  Punkte  derselben  ihre  Lage  ebenfalls 
nicht  ändern.^)  Wenigstens  offenbaren  sich  in  dieser  Erklärung, 
obschon  sie  nicht  geeignet  ist,  die  Konstruktion  der  geraden 
Linie  zu  lehren,  wesentliche  Eigenschaften  derselben,  an  welche 
die  ferneren  geometrischen  Untersuchungen  gebunden  sind." 

„Die  Vorstellung  des  Weges,  den  man  einzuschlagen  hat, 
um  auf  einer  geraden  Linie  von  einem  Punkte  derselben  nach 
einem  andern  zu  gelangen,  führt  zu  dem  Begriff  der  Rich- 
tung.^)   Ohne  eine  entweder  vorhandene  oder  gedachte  gerade 


'}  Das  ist  aber  absolut  unmöglich. 

*)  Vergl.  G.  W.  Kr  äfft  Institutiones  geometriae  sublimioris.  Tu- 
bingae  1753.  p.  2.  —  Sacchericus  Euclides.ab  omni  naevo  vindicatus. 
Mediol.  1733.  p.  71.  —  Eucl.  elementa,  ed.  Camerar.  Berol.  1824.  p.  7  et  8. 

5)  Nach  Ulrich  ist  demnach  der  Begriff  der  Geraden  der  primäre, 
derjenige  der  Richtung  der  sekundäre.  Man  vergl.  meine  Ausführungen 
am  Anfang  dieses  Kapitels. 

22* 
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Linie  ist  keine  Richtung  möglich.^)  Eine  bestimmte  Richtung 
setzt  also  ebenso^  wie  eine  gerade  Linie,  zwei  Punkte  als  ge- 
geben voraus^  die  sie  in  sich  aufzunehmen  hat.^ . . . 


Wagner,  L.  d.  e.  G.  —  Hamburg  1874. 

,^Die  Lage,  welche  ein  Punkt  in  Bezug  auf  einen  gegebenen 
Nachbarpunkt  einnimmt,  nennt  man  seine  Richtung  zu  dem- 
selben." 

„Um  dies  zu  verstehen,  mufs  man  folgendes  beachten: 
Um  einen  gegebenen  Punkt  als  Hauptpunkt  kann  man  sich 
eine  unendlich  grofse  Zahl  von  unmittelbar  angrenzenden  oder 
Nachbarpunkten  liegend  denken.  Jeder  dieser  Punkte  wird  in 
Bezug  auf  den  Hauptpunkt  eine  andere  Lage  haben,  und  durch 
diese  seine  Lage  (seine  Richtung)  von  irgend  einem  der  übrigen 
Punkte  unterschieden  sein.  Nur  ein  Punkt  von  besonderer 
Bedeutung  existiert  noch;  es  ist  derjenige,  zu  welchem  der 
Hauptpunkt  dieselbe  Richtung  besitzt,  wie  der  besprochene 
zu  dem  Hauptpunkte.  Von  je  zwei  solchen  Nachbarpunkten 
des  Hauptpunktes  sagt  man,  sie  haben  entgegengesetzte 
Richtung  zu  demselben.  Geht  man  daher  von  einem  zweier 
entgegengesetzt  gerichteten  Punkte  zum  Hauptpunkt  über,  dann 
von  diesem  zum  andern^  so  behält  man  dieselbe  Richtung  bei." 

„Eine  gerade  Linie*)  ist  eine  solche  Linie,  welche  durch 
zwei  in  ihr  liegende  Punkte  völlig  bestimmt  ist." 

„Die  Gestalt  der  geraden  Linie  ist  uns  nun  von  früher 
her  bereits  so  bekannt,  in  all  unsere  Vorstellungen  so  einge- 
wurzelt;, dafs  wir  uns  gar  nicht  vorstellen  können,  sie  sei  eine 
andere.  Wir  bestimmen  aber  auch  immer  eine  gerade  Linie 
in  Wirklichkeit  durch  zwei  Punkte;  denn  stellen  wir  uns 
z.  B.  die  Kante  einer  Treppenstufe  vor,  so  suchen  wir  nach 


')  Das  ist  eben  nicht  richtig.  So  wie  ein  zweiter  Punkt  gesetzt 
wird,  ist  die  Richtung  vom  ersten  nach  dem  zweiten  (und  umgekehrt) 
vorhanden,  unabhängig  davon,  ob  das  Subjekt  dieser  Richtung  durch 
eine  wirkliche  resp.  gedachte  Gerade  Form  giebt  oder  nicht. 

*)  Man  vermifst  den  Übergang  von  den  vorhergehenden  Betrach- 
tungen zu  der  Geraden;  die  folgenden  Betrachtnngen  reihen  sich  ganz 
unvermittelt  an. 


-     341    — 

ihren  Endpunkten  und  sind  nicht  eher  beruhigt,  als  bis  wir 
zwei  solche  Punkte  gefunden  haben.  Wir  (ein  Punkt)  gehen; 
falls  nicht  Hindernisse  vorliegen  ^  mit  Sicherheit  in  gerader 
Linie  auf  ein  Haus  (zweiter  Punkt)  los,  wenn  wir  es  vor 
Augen  haben." 

„Unter  Entfernung  zweier  Punkte  versteht  man  dasjenige 
StQck  der  durch  sie  gehenden  geraden  Linie^  welches  zwischen 
ihnen  enthalten  ist." 

Das  letzte  Beispiel  erscheint  nicht  besonders  glücklich 
gewählt;  es  handelt  sich  darin  schon  nicht  mehr  um  den  Ab- 
stand zweier  Punkte,  sondern  um  den  Abstand  eines  Punktes 
von  einer  Geraden:  das  ist  aber  ein  neuer  Begriff,  von  dem 
vorläufig,  ohne  erläuternde  Betrachtungen,  noch  nicht  gehan- 
delt werden  darf. 

L.  V.  Pfeil,  Zur  Theorie  der  geraden  Linie.  Grunerts 
Archiv.   49.  p.  178. 

„Die  gerade  Linie  ^)  wird  in  den  Lehrbüchern  überall  als 
ein  einfacher  Begriff  betrachtet  und  behandelt.  Bekanntlich 
führt  diese  Annahme  in  ihren  Eonsequenzen  auf  Wahrheiten, 
welche  man  als  Grundsätze  hinzustellen  genötigt  ist,  obschon 
eine  strenge  Logik  ihnen  diese  Stellung  nur  widerwillig  ein- 
räumt." 

„Jene  Auffassung  der  geraden  Linie,  als  eines  einfachen 
Begriffes,  ist  jedoch  eine  ebenso  willkürliche,  als  unberechtigte. 
Schon  die  Verbindung  des  Adjektivs  mit  dem  Substantiv,  ge- 
rade Linie,  drückt  den  zusammengesetzten  Begriff  aus.  Ge- 
rade bezeichnet,  nach  dem  völlig  korrekten  Sprachgebrauche, 


^)  Die  folgenden  Ausfühnmgen  decken  sich  im  wesentlichen  mit 
den  meinigen;  aach  hier  wird  der  sekundäre  Charakter  der  geraden 
Linie  betont  und  nachgewiesen;  allerdings  ist  der  Ausgangspunkt  der 
Untersuchmig  insofern  ein  anderer,  als  der  Begriff  der  Bewegung  an  die 
Spitze  gestellt  und  ganz  besonders  hervorgehoben  wird.  Auch  kann  ich 
in  Einzelheiten  nicht  völlig  mit  dem  Verfasser  übereinstimmen;  so  z.  B. 
dalk  Richtung  und  Un Veränderlichkeit  zwei  getrennte  Begriffe  seien,  die 
erst  im  Begriffe  gerade  sich  verbänden,  erscheint  mir  nicht  richtig.  Die 
Un Veränderlichkeit  liegt  im  Begriff  der  Richtung  drin,  daher  man  auch 
Ausdrücke  vermeiden  sollte,  wie  „seine  Richtung  ändern",  statt  dessen 
genauer  gesagt  werden  mufs  „eine  andere  Richtung  einschlagen*'. 
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die  Unveränderlichkeit  einer  Bichtung;  gerade  ist  also  an  sich 
selbst  schon  ein  zusammengesetzter  Begriff,  enthaltend  Rich- 
tung und  deren  Unveränderlichkeit.  Man  geht  gerade 
aus,  nicht  rechts,  nicht  links. ^)  An  eine  Linie  denkt  mau 
dabei  nicht.  Der  Begriff  Richtung  und  der  Begriff  Linie 
sind  ganz  gewifs  verschieden.  In  der  Linie  liegt  der  Begriff 
der  Länge,  in  der  Richtung  nicht. ^)  Sind  nun  schon  der 
Begriff  Richtung  und  der  Begriff  Linie  verschiedene  Begriffe, 
und  ist  der  Begriff  gerade  an  sich  selbst  ein  zusammengesetzter 
aus  Richtung  und  Unveränderlichkeit,  so  mufs  der  Be- 
griff gerade  Linie  sogar  aus  den  Begriffen  Richtung,  Uu> 
Veränderlichkeit  und  Länge  zusammengesetzt  sein.  Es  ist 
mithin  evident,  dafs  der  Begriff  gerade  Linie,  als  das  Pro- 
dukt aus  mehreren  verschiedenen  Begriffen,  ein  zusammen- 
gesetzter Begriff  sein  mufs,^)  und  es  ist  darum  ein  logischer 
Irrtum,  die  gerade  Linie  als  einen  einfachen  Begriff  zu  be- 
trachten und  zu  behandeln." 

„Mit  dieser  Auffassung  stimmt  auch  die  Erfahrung  über- 
ein. Es  ist  nicht  notwendig,  die  Richtung  durch  eine  gerade 
Linie  auszudrücken;  bekanntlich  bedient  man  sich  dazu  auch 
des    Kreisbogens.^)     Eine    Länge   kann    ebensogut   an    einer 


*)  Man  vergleiche  hiermit  die  AnwenduDgcn  von  ,,gerade**  in  sitt- 
licher Bedeutung:  „Gerader  Mann",  „gerader  Charakter".  —  Dann  auch 
„gerader  Kegel'*. 

^)  Das  ist  gewifs  zutreffend  und  das  punctum  saliens,  um  das  die 
Untersuchung  sich  zu  drehen  hat.  Dafs  die  Linien  qualitativ  und 
quantitativ  zu  fassen  sind,  ist  auch  von  mir  schon  gebührend  hervor- 
gehoben. 

^)  J.  Kober,  Über  die  Definitionen  etc.  in  H.  Z.  I.  p.  235:  „Der 
Begriff  „gerade"  kann  und  braucht  nicht  erklärt  zu  werden:  er  fTillt  zu- 
sammen mit  dem  Begriflfe  „Richtung"  (Nord,  West  u.  s.  w.)" 

*)  Auch  hier  kann  ich  mich  mit  dem  Verfasser  nicht  einverstanden 
erklären.  Meiner  Meinung  nach  handelt  es  sich  hier  um  eine  arge  Ver- 
wechslung. Da  der  Verfasser  in  den  folgenden  Betrachtungen  auf  die 
Bewegung  näher  eingeht,  so  hätte  er  zwischen  fortschreitender  und 
drehender  Bewegung  scharf  unterscheiden  müssen.  Der  Unterschied 
zwischen  Richtung  bei  fortschreitender  Bewegung  und  derjenigen  bei 
drehender  Bewegung  hätte  dann  nicht  identifiziert  werden  können. 
ii)bensowenig  zutreif'end  ist  die  folgende  Bemerkung,  dafs  eine  Länge 
uch  durch  eine  krumme  Liuie  gemessen  werden  könnte.    Gemessen 
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und  durch  eine  krumme  Linie  gemessen  werden^  als  durch  eine 
gerade^  Länge  und  Richtung;  sowie  Richtung  und  gerade 
Linie  stehen  mithin  in  gar  keinem  notwendigen  Zusammen- 
hange." 

Pfeil  schliefst  diese  Ausführungen  mit  der  Bemerkung, 
dafs  die  gerade  Linie  demnach  kein  einfacher  Begriff  sei  und 
deshalb  die  gerade  Linie  als  zusammengesetzter  Begriff  defi- 
niert werden  müsse.  An  die  Spitze  der  Betrachtung  stellt  er 
den  Begriff  der  Bewegung^)  als  Ortsveränderung.  Hierbei  er- 
geben sich  Grofse  und  Richtung  als  einfache  Begriffe.  Nach- 
dem sodann  noch  die  genetische  Definition  der  Körper,  Flächen 
und  Linien  gegeben  ist,  werden  folgende  Erklärungen  und 
Sätze  aufgestellt: 

,,Eine  gerade  Linie  ist  eine  solche,  welche  in  allen  ihren 
Teilen  dieselbe  Richtung  hat.     Oder  auch: 

Eine  gerade  Linie  entsteht,  wenn  sich  ein  Punkt  so  be- 
wegt, dafs  er  immer  dieselbe  Richtung  beibehält.'^ 

Dazu  kommen  folgende  Lehrsätze: 

1)  „Wird  eine  Linie  gedreht,  so  verändert  sie  ihre  Rich- 
tung in  allen  Punkten  und  zwar  überall  um  gleichviel." 

2)  „Die  Teile  einer  geraden  Linie  sind  selbst  gerade 
Linien." 

3)  „Berühren  zwei  gerade  Linien  einander,  so  fallen  sie  in 
eine  zusammen."^) 

4)  „Ist  eine  Linie  vom  Anfang  gegen  das  Ende  hin  ge- 
rade, so  ist  sie  es  auch  umgekehrt  vom  Ende  gegen  den  An- 
fang hin." 

werden  die  Längen  von  Linien  nur  mit  Hülfe  der  Geraden  resp.  der 
Strecke,  und  selbst  da,  wo  vielleicht  scheinbar  krumme  Linien  direkt 
verglichen  werden,  liegt  doch  unbewolät  der  Begriff  der  Geraden  zu 
Grunde. 

^)  Hierzu  wird  sehr  richtig  bemerkt:  „Ohne  Annahme  der  Be- 
wegung ist  jede  mathematische  Deduktion  ein  Ding  der  Unmöglichkeit. 
Wie  will  man  nur  eine  Linie  ziehen  oder  verlängern,  einen  Kreisbogen 
beschreiben  ....  ohne  Bewegung.  Bewegung  als  blofse  Ortsverän- 
derung aufgefafst,  ist  aus  der  Geometrie  nicht  auszuschliefsen  und  sie 
ist  darum  in  allen  ihren  Eonsequenzen  für  die  Erörterung  zu  benutzen. 

*)  An  früherer  Stelle  ist  erklärt,  dafd  sich  Linien  berühren,  wonn 
sie  einen  Punkt  gemein  und  an  demselben  gleiche  Richtung  haben. 
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5)  „Wird  eine  gerade  Linie  um  einen  ihrer  Punkte  so 
lange  gedreht,  bis  sie  ihre  frühere  Richtung  berührt^  also  in 
die  entgegengesetzte  Lage  kommt,  so  fallt  sie  mit  ihrer  ar- 
sprünglichen  Lage  wieder  in  eine  gerade  Linie  zusammen.'^ 

6)  ,,Da  die  gerade  Linie  in  allen  ihren  Teilen,  yorwärts 
und  rückwärts  betrachtet,  die  gleiche  Richtung  hat,  so  wird 
sie  vorzugsweise  zur  Bezeichnung  irgend  einer  Richtung  au- 
gewendet/' 

7)  „Zwischen  zwei  Punkten  ist  nur  eine  gerade  Linie 
mioglich." 

8)  „Eine  gerade  Linie  kann  nicht  in  sich  zurückkehrend 
sein." 

9)  „Die  gerade  Linie  ist  die  kürzeste  zwischen  zwei 
Punkten." 


H^lmholtz,  Pop.-wiss.  Vorträge.  III.    Über  Ursprung  ete. 

p.  25:  „Aber  in  jenen  ersten  Elementen  werden  einige 
Sätze  aufgestellt,  von  denen  die  Geometrie  selbst  erklärt,  dafs 
sie  nur  darauf  rechnen  müsse,  jeder,  der  den  Sinn  dieser  Sätze 
verstehe,  werde  ihre  Richtigkeit  zugeben.  Das  sind  die  soge- 
nannten Axiome  der  Geometrie.  Zu  diesen  gehört  zunächst 
der  Satz,  dafs  wenn  man  die  kürzeste  Linie,  die  zwischen  zwei 
Punkten  gezogen  werden  kann,  eine  gerade  Linie  nennt,  es 
zwischen  zwei  Punkten  nur  eine  und  nicht  zwei  verschiedene 
solche  gerade  Linie  geben  könne."  ^) 


Bretschneider,  Lehrgebäude  der  nied.  Math.   —  Jena 
1844. 

*)  Liegt  dies  denn  nicht  schon  in  der  Anwendung  des  Saperlativs? 
Bedeutet  dieser  nicht  immer  eine  Einheit?  Das  geht  doch  auch  schon 
aus  dem  Gebrauch  des  bestimmten  Artikels  hervor:  die  kürzeste  Linie, 
nicht  eine  kürzeste  Linie.  Der  Einwand,  dafs  auf  einer  Kugelfläche  die 
entgegengesetzten  Punkte  durch  unendlich  viele  kürzeste  Linien  ver- 
bunden gedacht  werden  können,  ist  deshalb  hinfällig,  weil  es  sich  hier 
um  einen  entgegen  dem  Sprachgebrauch  gebildeten,  ganz  willkürlich  an- 
genommenen, speziell  mathematischen  Ausdruck  handelt,  ähnlich  dem  von 
Helmholtz  gebildeten  „geradeste  Linien.'* 


—    345    — 

i^ine  gerade  Linie  ist  diejenige,  welche,  wenn  man  sie 
um  zwei  in  ihr  als  fest  angenommene  beliebige  Punkte  her- 
umdreht,  keinen  hohlen  Raum  einschliefst,  sondern  stets  ganz 
in  sich  selbst  hineinfallt 

Dieser  Definition  wird  noch  eine  ausführliche  Erklärung 
beigegeben.  Dann  heifst  es:  ,;Die  Vorstellung  der  geraden 
Linie  ist  eine  Grund  Vorstellung  des  menschlichen  Geistes;  ihre 
Entstehung  kann  daher  nicht  bewiesen,  sondern  nur  nach- 
gewiesen werden." 

Die  Eigenschaften  der  Geraden  werden  in  Zusätzen  ge- 
geben. 

Grelle,  Über  Parallelentheorien  etc.  —  Berlin  1816. 

„Da  im  Baume,  durch  denselben  Punkt,  nach  allen  Rich- 
tungen Linien  liegen  können  (weil  ein  Punkt  -zugleich  mit 
den  Linienräumen,  die  er  sondert,  da  ist),  so  bestimmen  ein 
einzelner,  oder  was  dasselbe  ist,  weniger  als  zwei  Punkte  keine 
Linie.  Also  kann  eine  Linie  nicht  in  eine  andere  fallen,  wenn 
beide  nicht  wenigstens  zwei  Punkte  gemein  haben.'' 

„Eine  Linie  unterscheidet  sich  von  der  anderen  durch  ihre 
Gestalt.  Daher  giebt  es  unzählige  verschiedene  Linien.  Man 
unterscheidet  gerade  und  krumme.  Eine  gerade  Linie  ist, 
die  je  an  zwei  entgegengesetzten  Seiten  dieselbe  Gestalt  hat, 
so  dafs,  wenn  man  die  eine  Seite  der  Linie  in  die  andere, 
d.  h.  den  Flächenraum  an  der  einen  Seite  in  den  Flächenraum 
an  der  andern  Seite  legt,  die  Grenzen  beider  Räume  an  dem- 
selben Orte  im  Räume  bleiben."^) 

„Diese  Erklärung  der  geraden  Linie  ist  wieder  eine  wesent- 
liche Hauptsache  für  alles  Folgende.  Sie  ist"",  dünkt  mich, 
genau;  denn  der  Begriflf  von  Seite  ist  ebenso  ursprünglich, 
wie  der  von  Gestalt  und  Lage.  Dafs  unter  Seite  nicht  etwa 
ein  Teil  der  Linie,  oder  eine  Grenze  der  Länge  nach,  sondern 
Lage  verstanden  wird,  darf  nicht  erinnert  werden." 

Auf  dieser  Definition  baut  Grelle  dann  in  Lehrsätzen  die 
Eigenschaften  der  geraden  Linie  auf. 

'}  Mir  scheint,  dafs  man  auch  bei  dieser  Erklärung  schon  vorher 
wissen  müsse,  was  eine  Gerade  ist,  resp.  wie  man  sie  sich  zu  denken  hat. 


I 


I 


—     346     - 

Grelle,  Lehrbuch  der  Elemente  der  Geometrie.  —  Berliu 
1826. 

„Man  stelle  sich  in  einer  beliebigen  Fläche  eine  Linie  und 
in  dieser  Linie  zwei  Punkte  yor.  Man  lasse  die  beiden  Punkte 
an  demselben  Orte  im  Räume  bleiben,  die  Fläche  aber  alle 
Lagen  annehmen,  die  sie  annehmen  kann.  Bleibt  die  Linie, 
in  welcher  sich  die  beiden  festen  Punkte  befinden,  für  jede 
beliebige  Lage  der  Fläche  an  demselben  Orte  im  Räume,  so 
ist  sie  gerade."*) 

Die  Eigenschaften  der  geraden  Linie  giebt  Grelle  auch 
hier  in  Lehrsätzen. 


Arneth,  System  der  Geometrie.  —  Stuttgart  1840. 

„Man  nennt  eine  Linie  gerade  oder  eine  Gerade,  wenn 
alle  Punkte,  welche  in  ihr  gedacht  werden  können,  in  der- 
selben Richtung  liegen,  wenn  sie  die  anfangliche  Richtung 
immer  beibehält,  wie  weit  man  in   ihr  auch  fortgehen  mag." 

„Die  Gröfse  einer  Geraden  ist  bestimmt  durch  ihre  beiden 
Endpunkte;  die  Gerade  selbst  heifst  die  Entfernung  dieser 
beiden  Punkte." 

„Die  Lage  einer  Geraden,  ihre  Richtung,  wird  bestimmt 
durch  zwei  Punkte,  durch  welche  die  Gerade  gehen  soll.  Ist 
nur  ein  Punkt  gegeben,  so  kann  man  durch  denselben,  nach 
den  verschiedensten  Richtungen  hin,  unendlich  viele  Gerade 
ziehen,  ist  aber  ein  zweiter  Punkt  bestimmt  oder  gegeben,  so 
wird  die  Gerade,  welche  durch  beide  Punkte  gehen  soll,  von 
allen  übrigen  ausgezeichnet,  ihre  Lage  und  Richtung  ist  be- 
stimmt, und  alle  Geraden,  welche  durch  dieselben  Punkte 
gehen,  fallen  mit  ihr  zusammen,  sind  dieselben.  Von  Geraden, 
deren  Richtungen  durch  dieselben  Punkte  bestimmt  werden, 
kann  man  sagen,  sie  haben  identische  Richtungen,  werden  sie 


*)  Siehe  die  vorige  Bemerkung.  —  Alle  Verbuche,  bei  der  Erklärung 
der  Geraden  anstelle  der  progressiven  Bewegung  die  drehende  zu  setzen, 
müssen  notwendig  mifälingen,  da  von  allen  Bewegungen  die  progressive 
die  einfachste  ist,  d.  h.  reine  Ortsveränderung  ohne  einschränkende  Be- 
dingungen. 
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alsdann  auch  durcli  dieselben  Endpunkte  begrenzt,  so  ist  auch 
ihre  Lage  identisch."^) 

Bartholomlli,  Geradlinige  Planimetrie.  —  Jena  1851. 

„Sobald  wir  zwei  Punkte  (A  und  B)  aufeinander  beziehen^ 
so  stellen  wir  uns  die  Entfernung  zwischen  beiden  vor,  d.  h. 
wir  haben  es  mit  einer  Dimension^  d.  h.  mit  der  Linie  zu 
thun."«) 

^Wenn  wir  die  Abhängigkeit  der  Elemente  einer  Linie 
einsehen  wollen,  so  müssen  wir  dieselbe  entstehen  lassen.  Wir 
müssen  also  den  Punkt  A  bewegen^  bis  er  mit  dem  anderen 
B  zusammentriflft.  Der  Weg  des  Punktes  ist  eine  Linie  AB. 
Aber  es  giebt  unendlich  viele  Wege,  welche  der  eine  Punkt 
A  einschlagen  kann,  um  die  Stelle  des  andern  B  einzunehmen. 
Er  kann  also  unendlich  viele  Linien  beschreiben.  Übersehen 
wir  alle  diese  Linien,  so  drangen  sich  uns  die  Vorstellungen 
von  Richtung  und  Entfernung  auf.*)  Denn  entweder  strebt 
der  bewegte  Punkt  A  immer  oder  überall  nach  dem  andern 
Punkte  B  zu  oder  nicht.  Nur  jener  Fall  ist  bestimmt.  Daher 
kann  zunächst  nur  er  Gegenstand  wissenschaftlicher  Unter- 
suchung sein.  Insofern  nun  der  Punkt  A  dem  Punkte  B  un- 
ausgesetzt zustrebt,  ist  die  entstandene  Linie  AB  Richtung, 
und  insofern  er  in  jener  Richtung  wirklich  bis  B  geht,  ist  sie 
Entfernung.  Nennen  wir  also  die  so  entstandene  Linie  AB 
eine  Gerade,  so  haben  wir  die  Erklärung:  Die  gerade  Linie 
ist  Richtung  oder*)  Entferung." 

„Wie  hängen  nun  Richtung  und  Entfernung  zusammen? 
Gehen  wir  von  A  nach  B,  dieselbe  Richtung  beibehaltend,  so 


^)  Diese  letzte  Untersclieiduiig  ist  mir  nicht  klar.  Identische  Ge- 
rade —  and  nm  solche  handelt  es  sich  nach  den  vorhergehenden  Be- 
trachtungen —  haben  doch  eo  ipso  identische  Lage,  ganz  unabhängig 
von  ihrer  Begrenzang.  Oder  sollten  hier  nur  Strecken  gemeipt  sein? 
Doch  wohl  nicht.  Übrigens  sagt  Arneth  selbst  im  Anfang  dieses  Ab- 
satzes: „Die  Lage  einer  Geraden,  ihre  Richtung,  wird  bcätimmt/*  Wozu 
da  diese  Unterscheidung? 

^  Hier  wird  nun  wieder  nur  auf  den  Abstand  geachtet. 

*)  Doch  nicht  jetzt  erst  bei  der  Vorstellung  der  sämtlichen  Linien, 
sondern  direkt  beim  Setzen  zweier  Punkte. 

*)  Warum  nicht  Richtung  und  Entfernung? 
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köDnen  wir  uns  über  B  hinaus  immer  wieder  Punkte  denken, 
auf  welche  wir  zugehen,  ohne  unsere  Richtung  zu  ändern. 
Die  Gerade  als  Richtung  läuft  also  nach  der  einen  Seite  ins 
Unendliche.  Wir  können  aber  auch  von  B  nach  A  gehen. 
Die  Richtung  BÄ  ist  der  Richtung  AB  entgegengesetzt,  aber 
beide  verhalten  sich  zu  einander,  dafs  durch  die  eine  die  andere 
gegeben  ist.  So  wie  die  Richtung  AB  ins  Unendliche  läuft, 
so  läuft  auch  die  Richtung  BA  ins  Unendliche,  d«  h.  die  Ge- 
rade als  Richtung  durchläuft  den  unendlichen  Raum. 
Mithin  kann  sie  als  Richtung  nicht  zugleich  die  Entfernung 
vorstellen,  denn  diese  mufs  immer  zwischen  zwei  bestimmten 
Punkten  gedacht  werden.  Als  Entfernung  jedoch  ist  die  Ge- 
rade auch  Ausdruck  der  Richtung.'^  ^) 

Hieran  schliefsen  sich  die  bekannten  Axiome  der  Geraden, 
die  in  folgender  Fassung  noch  einmal  bestimmter  formuliert 
werden:  „Hiermit  haben  wir  auch  die  Abhängigkeit  der  Ele- 
mente der  Geraden  gefunden.  Dieselben  sind  Punkte.  Die 
Punkte  einer  Geraden  sind  unendlich  viel.  Aber  durch  zwei 
sind  alle  übrigen  bestimmt  und  zwar: 

1)  „Wenn  die  Gerade  Richtung  ist,  so  sind  alle 
ihre  Punkte    durch  zwei  beliebige  Punkte   bestimmt. 

2)  Wenn  die  Gerade  Entfernung  ist,  so  ist  sie 
durch  die  zwei  Punkte  bestimmt,  welche  nur  auf  einer 
Seite  Punkte  der  Geraden  neben  sich  haben,  d.  h.  durch 
die  Endpunkte." 

Alsdann  wird  die  Gerade  als  ein  Postulat  bei  zwei  ge- 
gebenen Punkten  und  zwar  in  ihrer  Unendlichkeit  be^timmi 
—  In  dieser  ganzen  Betrachtung  ist  Entfernung  noch  nicht 
in  dem  Sinne  von  Abstand  genommen.  Darauf  kommt  Bar- 
tholomäi  erst  durch  die  Betrachtung  der  krummen  Linie,  „die 
auch  Entfernung  ist."    Jedoch  gilt: 

1)  „Nur  die  Gerade  ist  bestimmter  Ausdruck  der 
Entfernung,  nicht  die  krumme  Linie. 

2)  Die  Gröfse  dieser  Entfernung  ist  vollkommen 

')  Meiner  Meinang  nach  ist  die  Gerade  beides  zagleich,  Richtung 
und  Abstand.  Auch  wenn  keine  bestimmten  Punkte  gedacht  werden, 
so  liegt  schon  in  der  Möglichkeit,  sie  jederzeit  zu  setzen,  der  der  Geraden 
inhärente  Begriff  des  Abstandes. 
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bestimmt^  wahrend  sie  bei  anderenLinien  bald  grofser^ 
bald  kleiner  ausfällt 

3)  Die  Gerade  ist  die  kürzeste  Linie  zwischen  zwei 
Punkten/'  

V.  Forstner,  Grundrifs.  —  Berlin  1826. 

„Stellt  man  sich  zwei  Punkte  vor,  so  sind  zwischen  diesen 
unendlich  viele  Linien  möglich,  die  bald  länger,  bald  kürzer 
sein  werden.  Unter  allen  diesen  Linien  kann  aber  nur  eine 
die  kürzeste  sein  und  diese  heifst  die  gerade  Linie/' ^) 

Hieran  knüpfen  sich  dann  in  Grund-  und  Zusätzen  die 
Eigenschaften  der  Geraden.  Der  BegrifiF  der  Richtung  wird 
ganz  vermieden,  an  seiner  Stelle  wird  von  Lage  gesprochen. 


Francoeur,  Vollständiger  Lehrkurs.  —  1843. 

„Die  Linie  heifst  eine  Gerade,  wenn  kein  Punkt  derselben, 
insofern  als  man  sie  sich  um  zwei  in  ihr  angenommene  Punkte 
drehen  läfst,  eine  Verrückung  erleidet." 

Nachdem  sodann  die  weiteren  Eigenschaften  der  Geraden 
besprochen  sind,  heifst  es  in  einer  Anmerkung:  „Die  gerade 
Linie  ist  ein  einfacher  Begriff;  durch  Erklärung  eine  deutlichere 
Vorstellung  von  der  geraden  Linie  verlangen  zu  wollen,  ist 
eine  schwierige  Sache." 

Frankenbach,  Lehrbuch.  —  Liegnitz  1889. 

,^ine  Linie  heifst  gerade,  wenn  ein  beliebiger  Teil  der- 
selben unter  allen  Umständen  mit  der  übrigen  Linie  zusammen- 
fallt^ sobald  zwei  Punkte  des  Teils  mit  zwei  Punkten  der  Linie 
irgendwo  zusammenfallen." 


Frantz,  Die  Philosophie  der  Mathematik.*)  —   Leipzig 
1842. 


')  Man  vergleiche  meine  Bemerkung  za  dem  Zitat  von  Helmholtz. 

*)  Dieaes  Zitat  ist  nur  als  Beweis  gegeben  für  die  Dnglaublicben 
Leistungen  anf  dem  Gebiete  der  matbematiscben  Pbilosophie,  die  man 
der  Hegel  Beben  Scbnle  zu  verdanken  bat.  Es  sei  übrigens  nicbt  uner- 
wähnt, dafs  die  metamatbematiscben  Untersncbangen  von  vielen  nicht 
günstiger  beurteilt  werden. 
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p.  68:  ,,Wie  sich  uns  jetzt  der  Raum  bestimmt  faat^  ist 
er  die  Negation  seiner  als  des  Aufsereinanders.  Dieses  ist 
selbst  der  Baum,  so  ist  er  in  sich  selbst  die  Negation  seiner, 
der  Punkt.  Als  der  Punkt  ist  er  nicht,  oder  vielmehr  er  ist 
nur  die  Abstraktion.  Die  Negation  des  AuDsereinanders  ist 
jetzt  eben  des  Raumes  Bestimmung,  nicht  sein  abstraktes 
Nicht;  es  ist  seine  Negation,  und  damit  selbst  räumlich,  die 
gerade  Linie,  —  die  erste  Dimension.  Dafs  diese  Linie 
gerade  sei,  liegt  darin,  dafs  sie  nur  die  Räumlichkeit  des 
Punktes  zur  Bestimmung  hat,  somit  einfach  bestimmt  ist/' 

„Indem  sich  der  Raum  als  die  gerade  Linie  gesetzt  hat, 
unterscheidet  er  sich  darin  von  sich  selbst.  Er  hat  sich  als 
Linie  gerichtet  in  sich  selbst." 

Und  so  orakelt  Frantz  noch  weiter.^) 


Helmes,  Elementar-Mathematik.  IL  —  Hanau  1874. 

p.  4:  „Von  allen  Linien  ist  ausgezeichnet  durch  die  Ein- 
fachheit und  Ursprünglichkeit  ihrer  Vorstellung  die  gerade 
Linie  oder  die  Gerade.  Sie  läfst  sich  nicht  definieren  oder 
unter  einen  noch  höheren  Begriff  stellen,  aber  was  sie  von 
allen  anderen  . . .  unterscheidet,  läfst  sich  bestimmt  aussprechen 
und  zum  Bewufstsein  bringen." 

1)  „Zwischen  zwei  Punkten  können  wir  uns  immer  nur 
eine  gerade,  aber  unendlich  viele  krumme  Linien  denken." 

Dabei  wird  in  Verlauf  der  Betrachtung  auf  die  Drehung, 
wenn  zwei  Punkte  fest  sind,  näher  eingegangen;  aufserdem  auf 
die  Eigenschaft  der  Kongruenz  (der  Möglichkeit  der  Deckung). 
Es  heifst  dann:  „Die  Ursprünglichkeit  und  Gemeinsamkeit  der 
Vorstellung  von  der  geraden  Linie  beruht  auf  den  gleich  ur- 
sprünglichen und  gemeinsamen  Vorstellungen  der  Richtung 
und  der  Entfernung  von  einem  Punkte  im  Räume  nach  einem 
anderen,  als  deren  Ausdruck  und  räumliche  Darstellung  wir 

*)  Und  dieser  Hegelianer  sagt  in  der  Vorrede:  „  .  .  .  .  Die  Philo- 
sophie, im  Bewufstsein  ihres  weit  höheren  Wissens,  hat  sich  von  der 
Mathematik  gleichgültig,  nm  nicht  zu  sagen  verächtlich,  abgewandt." 
Ware  ihr  dieser  Bearbeiter  doch  abgewandt  geblieben  1 
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uns   eben   die  gerade  Linie  zwischen   diesen  beiden  Punkten 
denken."^) 

2)  Die  Richtung  wird  durch  die  Beispiele  des  Licht- 
strahls,^) des  Weges  eines  fallenden  Körpers,  des  durch  ein 
Gewicht  gespannten  Fadens  erläutert  und  gesagt,  .^dafs  hier- 
durch diese  gemeinsame  Vorstellung  von  gerader  Linie  und 
Richtung  begründet  und  befestigt  wird." 

3)  Dafs  die  andere  Grundvorstellong  der  Entfernung 
zwar  für  die  Verbindung  zweier  Punkte  durch  mehrere  gerade 
Linien  streng  und  einfach  bewiesen  werden  kann,  nicht  aber 
in  Bezug  auf  eine  krumme  Verbindungslinie,  wird  zugegeben.  ^) 


Metternich,  Vollständige  Theorie  der  Parallellinien.  — 
Mainz  1815. 

p.  38:  „Die  geometrische  Linie,  als  einfachste  Ausdehnung 
blofs  in  die  Länge,  ist  ein  abgezogener  Begriff,  und  wird  in 
dieser  Eigenschaft  als  Grenze  der  geometrischen  Fläche  .... 
durch  Schlüsse,  nicht  aber  durch  eine  willkürliche  Erklärung 
erkannt  ....  Bei  diesen  Schlüssen  ist  der  Verstand  unbe- 
kümmert um  die  wirkliche  und  abgesonderte  Darstellung  (Ver- 


')  Helmes  geht  also  von  derselben  Ansicht  aus  wie  ich;  wenn  es 
aach  nicht  direkt  ausgesprochen  wird,  so  liegt  doch  in  der  Fassung 
dieser  Betrachtungen,  dafs  die  Gerade  als  sekundärer  Begriff  gedacht  wird. 

')  Plato  definiert:  „EvO'Cta  y^afi^T^  iaziv^  f\g  xa  (isoa  roig  ängoig 
InvxQoa^tV*^  ....  deren  innere  Punkte  den  Endpunkten  im  Wege  (im 
Lichte)  stehen.'* 

')  Im  XII.  Abschnitt  wird  der  Grundsatz  aufgestellt:  „Die  Sehne  ist 
kleiner  als  der  zugehörige  Bogen.'*  Dazu  bemerkt  Helmes  in  einer  An- 
merkung: „In  einer  allgemeinen  Fassung,  wie  sie  zur  Benutzung  für 
krumme  Linien  überhaupt  notwendig  sind,  spricht  Archimedes 
obigen  Grundsatz  als  Voraussetzung  aus.  Seine  Richtigkeit  zu  ver- 
anschaulichen, ist  rg.tlich  (vgl.  Lcgendre  IV,  9;  Aschenborn,  Geom. 
§  22;  Heis  und  Eschwciler,  Geom.  III.  18);  aber  ein  Beweis  ist 
solche  Veranschaulichung  nicht."  Es  wird  dann  noch  auf  einen  „sehr 
beachtenswerten"  Versach  des  Prof.  E.  Hattendorf,  die  Lücke  auszu- 
füllen, aufmerksam  gemacht.  —  Es  ist  mir  unerfindlich,  warum  Helmes 
plötzlich  Skrupel  aufsteigen,  während  er  doch  oben  die  Entfernung  als 
einen  mit  der  Richtung  gleich  ursprünglichen  und  gemeinsamen  Begriff 
(so  würde  doch  besser  statt  Vorstellung  zu  sagen  sein)  bezeichnet. 
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sinulichung  oder  Yerzeichnurig)  dieser  Begrenzungen  am  Baume. 
Alle  Konstruktionen  von  Punkten  etc.  sind  im  Grunde  nichts 
anderes,  als  Sinnbilder  dieser  geometrischen  Gegenstande;  auch 
will  man  durch  diese  Bilder  nur  die  Stelle  bezeichnen ,  wo 
man  sich  die  geometrischen  Punkte  etc.  als  vorhanden  denken 
soll." 

;;Man  kann  nur  den  Begriff  der  geraden  Linie  aussprechen; 
aber  nicht  weiter  erklären,  weil  er  keine  andere  Merkmale  als 
gerade  Richtung  in  sich  begreift,  und  dieses  Merkmal  ist 
nichts  anderes  als  gerade  Linie.'' 

„Mit  einem  Worte:  Der  Begriff  von  der  geometrischen 
Linie  wird  durch  Schlüsse  erworben,  aber  der  von  der  ge- 
raden Linie  mufs  sozusagen  in  die  Geometrie  mitgebracht 
werden." 

Mit  Recht  wird  alsdann  hervorgehoben,  dafs  die  genetische 
Erklärung  der  Geraden  durch  Bewegung  eine  erschlichene  ist^ 
denn  wenn  man  sage,  die  gerade  Linie  entstehe  durch  Be- 
wegung nach  einer  Richtung,  so  sei  damit  die  gerade  Linie 
schon  als  früher  vorhanden  gekennzeichnet  und  auf  ihr  bewege 
sich  der  Punkt  ^)  Dagegen  wird  die  Eigenschaft  der  geraden 
Linie,  die  kürzeste  zwischen  zwei  Punkten  zu  sein,  als  des  Be- 
weises bedürftig  bezeichnet. 

Es  wird  alsdann  auf  die  Technik  der  geraden  Linie,  wie 
sich  Metternich  ausdrückt,  ausführlich  eingegangen  d.  h.  auf 
die  Vcrsinnlichung  und  zwar  erstens  durch  den  Lichtstrahl 
und  zweitens  durch  einen  gespannten  Faden. 


Paucker,  Die  ebene  Geometrie.  —  Königsberg  1823. 

p.  11:  „Zwei  Linien  können  auf  unzählige  Arten  so  an- 
einander gestützt  werden,  dafs  zwei  Punkte  der  einen  mit 
zwei  Punkten  der  andern  zusammenfallen."*) 


*)  Man  darf  diese  Erzeugnng  der  YoTstellaiig  der  Geraden  nicht  ver- 
wechseln mit  der  Zusammenfassung  aller  von  einem  Punkte  ans  nach 
derselben  Richtnnjjf  liegenden  Punkte  in  der  Geraden. 

')  Ich  mufg  offen  gestehen,  dafd  mir  der  Sinn  dieser  Auseinander- 
setzung nicht  klar  geworden  ist,  da  ich  nicht  wnfate,  welche  Bedeutung 
der  Ausdruck  „aneinander  stutzen*'  hat. 
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Wenn  aber  zwei  Linien  bei  allen  solehen  Lagen  nicht 
allein  in  diesen  zwei  Punkten^  sondern  auch  in  allen  übrigen 
Punkten  einander  decken,  so  heifsen  sie  gerade  Linien/^ 

,, Anmerkung.  Ob  eine  Linie  gerade  sei,  kann  also  nur 
durch  eine  andere  Linie  erkannt  .werden.  Daher  ist  es  un- 
möglich;  sie  unabhängig  für  sich  zu  erklären/'^) 


Schmitz-Dumont,    Die  mathematischen  Elemente   etc. 

Nach  der  philosophischen  Bestimmung  der  den  Begriff 
der  Geraden  bildenden  Denkvorgänge,  die  sich  auf  die  unmittel- 
bare Verbindung  zweier  Elemente  im  Denken  stützen ;  heilst 
es:  „Die  gerade  Linie  ist  identisch  mit  dem  Begriff  der  kürzesten, 
weil  beide  Attribute  hierbei  nichts  anderes  besagen  als  die 
logische  Forderung  „zwei  Elemente  (Punkte)  unmittelbar 
im  Denken  zu  verbinden "  Diese  unmittelbare  Verbindung  im 
Nebeneinander  kann  nun .  nach  den  beiden  komplementären 
Möglichkeiten  heifsen: 

unmittelbare  =  unvermittelte  Richtung. 

unmittelbare  =  unvermittelte  Ausdehnung. 

Der  Begriff  gerade  Linie  bedeutet  also  zugleich  iden- 
tische Richtung  und  kürzeste  Entfernung,  und  diese  beiden 
Begriffe  konstruieren  ein  und  dasselbe  Gebilde,  so  lauge  die 
kürzeste  Entfernung  keinen  weiteren  Bedingungen  unterworfen 
wird.^)  Verschiedene  gerade  Linien,  wie  sie  von  der 
Hypergeometrie  postuliert  werden,  sind  eben  solche  Alogismen, 
wie  verschiedene  Geradheiten,  verschiedene  Sätze  der 
Identität." 

,^ie  gerade  Linie  ist  einesteils  ein  Gröfsenbegriff, 
weil  sie  nach  der  Entfernung  ihrer  Grenzen,  nach  der  Aus- 
dehnung gemessen  werden  kann.     Als  bestimmte  Richtung  ist 


^)  Dies  scheint  mir  eine  gründliche  Yerkennnng  der  wirklichen 
Fmgen  zu  sein,  die  hier  in  Betracht  kommen. 

')  Damach  könnte  man  die  Ebene  anch  definieren  als  diejenige 
Fläche,  anf  (in)  welcher  die  kürzeste  Entfemnog  mit  der  kürzesten  Ent* 
femang  im  Baume  identisch  ist;  oder  um  mich  eines  Helmholtzschen 
Änsdrucks  zu  bedienen,  in  welcher  die  geradeste  Linie  die  gerade 
Linie  ist. 

Schotten,  der  planimetr.  Unterricht.  23 
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sie  aber  auch  ein  qualitativer  Begriff;  denn  „Richtung  und 
Geradheit"  kann  nicht  vermehrt  oder  vermindert  werden.  Eine 
bestimmte  Gerade  ist  demnach  eine  Gröfse  von  be- 
stimmter Qualität^  verschieden  von  der  Qualität  einer  jeden 
anderen  Richtung.  Ebenso  wie  in  der  allgemeinen  Kombi- 
natorik zeigt  sich  also  auch  in  der  Geometrie^  dafs  schon  das 
einfachste  Gebilde  die  beiden  generellen  Begriffskategorien 
y^Quantität,  Qualität"  nicht  allein  zuläfst,  sondern  peremptorisch 

fordert."  0 

In  quantitativer  Hinsicht   findet   die    einfache    Aus- 
dehnung ihre  Deutung  in  der  arithmetischen  Zahl. 


Steiner^  Systematische  Entwicklung  etc.  Gesammelte 
Werke.  I.  p.  237: 

^Jn  der  Geraden  ist  eine  unzählige  Menge  unmittelbar 
aufeinander  folgender  Punkte  denkbar^  die  sich^  von  irgend 
einem  derselben  ausgehend,  nach  zwei  entgegengesetzten  Seiten 
hin  ins  Unendliche  erstrecken." 

Voraus  geht  die  Bemerkung:  „Die  in  der  Geometrie  .er- 
forderlichen Grundvorstellungen  sind:  der  Raum,  die  Ebene, 
die  Gerade  und  der  Punkt." 


Tellkampf,  Vorschule  der  Mathematik.  —  Berlin  1847. 

,^Unter  allen  denkbaren  Bewegungen  eines  Punktes  ist  die 
einfachste  die  in  gerader  Linie.  Es  ist  unmöglich,  von 
einer  solchen  eine  Erklärung  zu  geben,  wodurch  ihr  Begriff 
auf  einfachere  Vorstellungen  zurückgeführt  würde,  da  sie  zu 
den  unmittelbar  gegebenen  Grund  Vorstellungen  der  Geo- 
metrie gehört." 

Es  folgen  dann  die  bekannten  Sätze  über  die  gerade 
Linie,  die  „in  der  ursprünglichen  Vorstellung  der  geraden 
Linie  liegen." 


')  Wie  sehr  ich  mit  den  Ansfährangen  des  Verfassers  einverstanden 
bin,  blanche  ich  wohl  kaum  besonders  hervorzuheben.  Man  vergleiche 
meine  Ausführungen  am  Anfange  dieses  Kapitels. 
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Becker,  Fried r.,  Die  elementare  Geometrie  in  neuer 
Anordnung.  -  Hanau  1870.  —  Progr. 

„Die  Bewegung  eines  Punktes  kann  nach  einer  bestimmten 
Stelle  hin^)  gerichtet  sein;  der  entstehende  Weg  (Linie)  ist 
alsdann  von  einfachster  Gestalt  und  heifst  eine  gerade  Linie 
(Gerade).  Das  Bildungsgesetz  einer  Geraden  liegt  also  in  der 
Unveränderlichkeit  ihrer  Richtung.^)  Zu  ihrer  Bestimmung 
bedarf  es  also  eines  ihrer  Punkte  und  ihrer  Richtung,  welche 
auch  durch  einen  zweiten  Punkt,  den  sie  durchlaufen  soll,  ge- 
geben sein  kann.'^ 

Es  wird  dann  noch  auf  die  Drehung  bei  zwei  festen 
Punkten  und  die  Kongruenz  der  Geraden  eingegangen,  sowie 
die  Bestimmung  der  Entfernung  gegeben. 


Beckmann,  Die  geometrischen  Grundgebilde  etc.  — 
Trier  1879. 

Punkt^  Gerade  und  Ebene  werden  als  „absolut  einfache, 
gewissermafsen  atomistische  und  daher  auch  undefinierbare 
Grundformen  oder  Elemente'^  bezeichnet. 


Beez,  Über  Euklidische  und  Nicht-Euklidische  Geometrie. 
—  Plauen  1885. 

„An  die  dritte  Erklärung  (Euklids)  schliefst  sich  die  De- 
finition der  Geraden,  als  einer  Linie,  welche  zwischen  den  in 
ihr  befindlichen  Punkten  auf  einerlei  Art  liegt.  ^)     Wie  indes 

*)  D.  h.  nach  einem  zweiten  Pankt. 

*)  Man  vergleiche  das  Zitat  aus  Graner ts  Archiv  (v.  Pfeil,  Zur 
Theorie  der  geraden  Linie). 

*)  Zu  dieser  Definition  bemerkt  J.  Eober  in  ,,Über  die  Definitionen 
der  geometrischen  Grundbegriffe."  H.  Z.  I.  p.  230:  „Der  Begriff  „gerade" 
hat  mit  dem  ,)Liegen  zwischen  zwei  Punkten"  zunächst  gar  nichts  zu 
thun;  der  Gedankengang,  der  beide  verknüpft,  durchl&uft  erst  den  Begriff 
der  „Richtung"  (die  dann  allerdings  durch  den  zweiten  Punkt  bestimmt 
wird).  Daher  giebt  diese  Erklärung  nicht  den  ursprOnglichen  Begriff 
der  Geraden,  sondern  nur  eine  Ableitung,  eine  Folge  desselben.  (Eine 
Definition  soll  aber  den  ursprünglichen  Begriff  geben.)  —  Der  Schüler, 
der  nicht  schon  eine  richtige  Vorstellung  der  geraden  Linie  hat,  kann 
aie  aus  dieser  Definition  nimmermehr  erlangen."    S.  f.  8. 

23* 
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das  „auf  einerlei  Art"  {iJ^  ttsov)  zu  verstehen  sei  und  wie  wir 
uns  darüber  Gewifsheit  verschaffen  können ,  dafs  eine  Linie 
wirklich  diese  Eigenschaft  besitzt^  wird  uns  freilich  nicht  mit- 
geteilt. Jedenfalls  müfsten  wir  doch  die  Formen  aller  Linien, 
die  in  der  Ebene  oder  im  Räume  möglich  sind,  untersuchen, 
um  entscheiden  za  können,  ob  es  überhaupt  eine  und  nur  eine 
Linie  giebt,  der  die  vorgeschriebene  Eigenschaft  zukommV^ 

Schon  ProcluB  habe  richtig  erkannt,  dafs  dieselbe  Eigen- 
schaft auch  sämtlichen  Kreisen  und  den  Schraubenlinien  oder 
cylindrischen  Spiralen  zukomme.  Aufserdem  ändere  sich  der 
Abstand  zweier  Punkte  innerhalb  der  Linie  ^)  nicht,  wenn  die 
Gerade  ohne  Dehnung  gebogen  werde.  Auch  die  Definitionen 
des  Plato  ,,die  Gerade  ist  eine  Linie,  deren  Inneres  durch  das 
Aufserste  verdeckt  wird^'  und  des  Archimedes  „die  Gerade  ist 
die  kürzeste  unter  denen,  die  gleiche  Grenzen  haben'^  werden 
verworfen,  die  letztere  auch  deshalb,  weil  sie  „einen  neuen, 
noch  nicht  erklärten  Begriff,  welcher  der  reinen  Geometrie 
oder  der  Geometrie  der  Lage  fremd  ist,"  einführe.  Es  werden 
dann  eine  Reihe  der  gebräuchlichen  Definitionen  der  Geraden 
angeführt,  auch  diejenige,  die  sich  auf  den  Begriff  der  Richtung') 
stützt.     Beez    bemerkt  dazu:   „Ob    der  Begriff  der  Richtung 


„Nicht  einmal  als  Beweismittel  ist  sie  durchaua  brauchbar,*'  deun 
es  sei  nicht  korrekt,  sich  den  Schenkel  eines  Winkels  als  Verbindongs- 
linie  zweier  Punkte  zu  denken.  Auch  sei  es  ein  Zeichen  der  Schwache 
dieser  Definition,  dafs  in  der  Folge  die  ausdrückliche  Forderung  ge- 
stellt würde,  dafs  eine  gerade  Linie  verlängert  werden  kOnne,  was  „für 
jedes  Kind  von  selbst  verständlich*^  sei. 

Auf  die  Folgen  dieser  Erklärung  für  die  Definition  von  Winkeln 
und  Parallelen  wird  hingewiesen. 

')  Der  Zusatz  „innerhalb  der  Linie'*  fügt  dem  Begriffe  des  Ab- 
Standes  eine  Bedingung,  also  ein  neues,  fremdes  Moment  zu:  ähnlich, 
wie  wenn  ein  Punkt  auf  einer  (krummen)  Fläohe  sich  in  der  Richtung 
auf  einen  andern  Punkt  bewegen  soll.  In  beiden  F&Ilen  werden  die 
reinen  Grundbegriffe  der  Richtung  und  des  Abstandes  getrübt.  Man  mufa 
daher  bei  dem  Gebrauche  dieser  bedingten  Begriffe  sehr  sorgföltig  darauf 
achten,  dafs  sie  von  den  Grundbegriffen  wohl  zu  unterscheiden  sind. 

*)  Es  finden  sich  hierzu  folgende  Litteraturangaben:  Wundt,  Logik 
I.  p.  451;  A.  Krause,  Kant  und  Helmholtz  über  den  Ursprung  und 
die  Bedeutung  der  Raumanschaunng  und  der  geometrischen  Axiome 
p.  80;  Schlömilchs  Zeitschrift  Bd.  XIV.  Litteraturzeitung  p.  46. 
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aber  ein  so  klarer  und  präziser  ist^  dafs  man  durch  ihn  den 
Begriff  Gerade  deutlich  erklären  könne,  ist  mir  sehr  fraglich/^ 
Ans  den  angefahrten  Beispielen  geht  hervor,  dafs  die  Begriffe 
der  fortschreitenden  und  der  drehenden  Bewegung  nicht  ge- 
nügend auseinander  gehalten  werden,  so  dafs  es  nicht  ver- 
wunderlich ist,  wenn  Beez  zu  dem  Resultat  kommt,  ^^nicht 
die  Richtung  definiere  die  Gerade,  sondern  umgekehrt  die  Ge- 
rade die  Richtung/' 

Donadt,  Das  mathematische  Raumproblem.  —  Leipzig 
1881. 

„Die  Konstruktion,  welche  zwei  entgegengesetzte  Rich- 
tungen von  übereinstimmender  Lage  zusammenfafst,  heifst 
Gerade." 

Nachdem  dann  sechs  Axiome  aufgestellt  sind,  deren  drittes 
lautet:  ,^ede  Gerade  ist  durch  zwei  Punkte  bestimmt  oder 
zwischen  zwei  Punkten  ist  nur  eine  Gerade  möglich  oder  zwei 
Gerade  können  keinen  Raum  einschliefsen"  wird  als  siebentes 
hinzugefügt :  „Die  zwei  Punkte  verbindende  Gerade  mifst  deren 
Entfernung."*)  

Kaiser,  Über  einige  Hauptpunkte  des  geometrischen 
Unterrichts.  —  Remscheid  1881. 

„Die  gröfsten  Schwierigkeiten  erheben  sich,  sobald  man 
es  versucht,  den  Begriff  der  geraden  Linie  in  eine  bündige 
Definition  zu  fassen.  Hier  scheinen  in  der  That  diejenigen 
Mathematiker  das  Richtigste  zu  treffen,  welche  die  Vorstellung 
von  der  Geraden  für  so  ursprünglich  und  einfach  halten,  dafs 
sie  sich  in  einfachere  Elemente  nicht  zergliedern  läfst." 

Kaiser  kritisiert  dann  den  Versuch  von  Duda,  den  dieser 
in  seinem  Programm,  Die  ftmdamentalen  Lehrsätze  von  der 
Geraden  etc.,  Brieg  1879,  gemacht  hat,  den  Begriff  der  Ge- 
raden mit  Hülfe  von  ineinander  liegenden  Rotationskörperu 
zu  erklären  (die  Gerade  bleibt  schliefslich  beim  Abdrechseln 
eines  Körpers  übrig);  er  bemerkt  dazu  —  und  das  gilt  nicht 


^)  Das  Axiom  enthält  noch  mehr,  ist  aber  hier  nur  soweit  zitiert, 
als  es  für  die  vorliegende  Frage  von  Bedeutung  ist. 
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nur  von  diesem  Versuch  — :  „Und  wenn  wirklich  die  Vor- 
stellung der  geraden  Linie  gerettet  worden  ist,  so  war  sie 
nicht  nur  während,  sondern  bereits  vor  der  Abdrehung  in 
einer  solchen  Klarheit  und  Intensität  vorhanden,  daTs  sie  sich 
durch  die  Betrachtung  jenes  in  nichts  zerfliefsenden  Vorgangs 
nicht  wieder  vernichten  liefs."  —  Die  Zurückführung  des  Be- 
griffs auf  den  Lichtstrahl  wird  aus  guten  Gründen  verworfen 
und  dafür  als  allein  richtiges  Erklärungsprinzip  der  Begriff 
der  Richtung  angegeben,  von  dem  Kaiser  sagt:  „Ich  halte 
denselben  für  so  klar  und  fest  in  der  Anschauung  begründet, 
dafs  er,  ohne  näher  definiert  zu  werden,  der  genetischen  Er- 
klärung der  Geraden  zu  Grunde  gelegt  werden  kann/'  Ebenso 
wird  der  mit  der  Geraden  verbundene  Begriff  der  kürzesten 
Entfernung  als  ein  „aus  der  reinen  Anschauung  fliefsendes 
Axiom''  bezeichnet.  _ 

Korneck,  Genetische  Behandlung  des  planimetrischen 
Pensums  der  Quarta.  —  Kempen  1879. 

„Diejenigen  Linien,  welche  ihrer  Ausdehnung  nach  in 
jeder  Lage  so  aufeinander  gelegt  werden  können,  dafs  sie 
in  eine  Linie  zusammenfallen,  heüüseu  gerade  Linien.''  „Jede 
Linie,  welche  die  unendliche  Ebene  in  zwei  gleiche,  einander 
in  jeder  Beziehung  entsprechende  Teile  teilt^  heifst  eine  gerade 
Linie  oder  insofern  sie  beliebig  (unendlich)  lang  gedacht  wird, 
kurzweg  Gerade." 

Korneck  bemerkt  dazu:  „Dafs  obige  Definition  der  Ge- 
raden, ebenso  wie  die  entsprechende  der  Ebene,  unanfechtbar 
ist,  läfst  sich  durch  Widerlegung  der  dagegen  gemachten  Ein- 
wände leicht  zeigen.*' 

Kosack,  Beiträge  zu  einer  systematischen  Entwicklung 
der  Geometrie  aus  der  Anschauung.  —  Nordhausen  1852. 

„Eine  gerade  Linie  kann  auf  doppelte  Art  betrachtet 
werden.  Insofern  dieselbe  durch  zwei  Punkte  begrenzt  ge- 
dacht wird,  betrachten  wir  die  Linie  als  die  Entfernung 
beider  Punkte  und  sprechen  dann  von  der  Länge  der  Linie. 
Sieht  man  dagegen  von  jeder  Begrenzung  der  geraden  Linie 
ab,  so  gelangt  man  zur  Vorstellung  der  Richtung.*' 
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Majer,  Proklos  Qber  die  Definitionen  bei  Euklid.^) 
Die  Übersetzung  selbst  kann  übergangen  werden,  da  Proklos 
nur  die  üblichen  Definitionen  angiebt  und  dann  eine,  wie  mir 
scheint,  nicht  ganz  hierher  gehörige  Untersuchung  über  das 
Verhältnis  der  Geraden  zu  anderen  Linien  anstellt  In  seiner 
Besprechung  der  Definition  sagt  Majer:  „Diese  (die  Erklärung 
der  Euklidischen  Definition)  giebt  Proklos  dahin  ab,  die  Ge- 
rade sei  nach  Euklid  die  Linie,  welche  eine  Ausdehnung  habe 
gleich  dem  Zwischenraum  zwischen  den  Punkten  auf  ihr  .  .  . 
Wie  aber  in  den  Worten  Euklids  dies  liegen  soll,  ist  mir, 
wie  vielen  anderen,  nicht  klar.  Schon  in  alter  Zeit  war  man 
sich  der  Schwierigkeit,  eine  befriedigende  Definition  der  Ge- 
raden zu  geben,  vollkommen  bewufst;  daher  die  Menge  der 
Definitionen,  die  sich  schon  im  Altertum  vorfindet,  sowie  die 
verschiedenen  Versuche  den  Worten  des  Meisters  einen  befrie- 
digenden Sinn  unterzulegen.  Aber  schon  Savilius  lectiones 
tresdecim,  S.  77  sagt:  Hanc  definitionem  mihi  liceat  bona  cum 
venia  omnium  interpretum  tam  veterum  quam  recentiorum 
non  intelligere;  seiner  Ansicht  sind  auch  Camerer,  Pflei- 
derer  und  Hauber.  (Cf.  hierüber  Thienemann,  Geometr. 
Abhandlung  über  Erklärungen  etc.     Göttingen  1862.)''^) 

Es  heifst  dann,  Borellius  (Euclid.  rest.  p.  4)  habe  recht, 
dafs  man  nicht  wisse,  was  der  Abstand  zweier  Punkte  sei, 
denn  der  Begriff  des  Abstandes  zweier  Punkte  setze  den  Begriff 
der  geraden  Linie  voraus.^)  Die  bekannte  Drehungs-Erklärung 
habe  Thienemann  nach  Saccherius  gegeben.  Die  bekannte 
Platonische  Erklärung  wird  als  gute  Veranschaulichung 
gelobt. 

H.  Müller,  Über  den  ersten  planimetrischen  Unterricht. 
—  Berlin  1889. 

Es  wird  von  der  Drehung  um  einen  Punkt  ausgegangen, 


')  Man  vergleiche:  Friedlein,  UnterBnehung  der  sogenannten  De- 
finitionen Heros,  in  H.  Z.  II  p.  181  und  das  Zitat  aus  Beez. 

*)  Man  vergleicke  das  Zitat  ans  Pfleiderer. 

^  Ich  habe  die  entgegengesetzte  Ansioht.  Auch  glaube  ich,  dafs 
man  recht  gnt  weifs,  was  der  Abstand  zweier  Punkte  sei. 
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dann  diejenige  betrachtet,  bei  der  zwei  Punkte  festgehalten 
werden.  Dabei  behalten  noch  unzählig  viele  andere  Punkte 
ihre  Lage  unverändert  bei;  dieselben  folgen  ohne  Unter- 
brechung aufeinander  und  bilden  zusammen  eine  Linie.  ^)  ^^Ein 
Punkt  Py  der  von  einem  der  festen  Punkte  anfangend  diese 
Linie  beschreiben  würde,  mfifste  alle  ihre  Punkte  durchlaufen, 
und  zwar  jeden  nur  ein  einzigesmal.  Den  Inbegriff  aller  dieser 
Punkte  nennen  wir  gerade  Linie  oder  Gerade  (Drehungsaxe)." 
Müller  sagt:  ,,Anschauung  und  Begriff  der  geraden  Linie 
sind  hiermit  entwickelt  und  ihre  ersten  Eigenschaften  abge- 
leitet, ohne  dafs  zu  ihrer  Erklärung  Grundsätze  zu  Hülfe  ge- 
nommen werden  mufsten/'^)  Richtung  und  Abstand  werden 
dann  noch  in  einigen  folgenden  Erläuterungen  beiläufig  erwähnt. 


Polster,  Geometrie  der  Ebene.  —   Würzburg  1878. 

„Eine  Linie,  welche  zwischen  jeden  beliebigen  zwei  in  ihr 
liegenden  Punkten  eine  einzige  mögliche  Lage  hat,  heifst  ge- 
rade Linie."    * 


Wernicke,   Die  Grundlage  der  Euklidischen  Geometrie. 

,, Axiom  L  In  unserem  Räume  existiert  eine  Linie,  welche 
mit  jeder  ihrer  Kopien  höchstens  einen  Punkt  gemein  hat^ 
falls  sie  nicht  ganz  mit  derselben  zusammenfällt:  Diese  Linie 
wird  Gerade  genannt.^' 

Sie  ist  ein  Elementargebilde. 

Durch  eine  eingehende  Untersuchung  von  fünf  über  eine 


')  Die  stetige  Folge  der  Pirnkie,  die  ihre  Lage  unvei^Ddert  beibe- 
halten, ist  doch  nicht  aus  dem  Begriff  der  Drehung  ersichtlich.  Gerade 
diese  Stelle  ist  recht  geeignet,  darauf  hinzuweisen,  dafs  der  Begriff  der 
festen  Linie,  um  die  die  Drehung  erfolgt,  vor  dem  Begriff  der  Drehung 
da  ist,  d.  h.  eben  daraus  erkannt  wird,  dafs  durch  zwei  Punkte  eine  Ge- 
rade bestimmt  ist. 

*)  Man  vergleiche  die  vorige  Anmerkung.  Ist  es  denn  kein  Grund- 
satz in  der  obigen  Erklärung,  dafs  unzählig  viele  Funkte  fest  bleiben? 
und  ist  es  kein  Grundsatz,  dafs  diese  unzählig  vielen  Punkte  stetig  auf- 
einander folgen?    Also  zwei  Grundsätze  auf  einmal. 
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mögliche  Elementarlinie  aufgestellten  Sätzen  kommt  man  zu 
dem  Axiom:  ^^AUe  etwa  existierenden  Elementarlinien  sind 
Kopien  voneinander." 

yyÜber  dieses  ^etwa'  kommt  man  nicht  hinaus^  falls  mau 
nicht  durch  ein  Axiom  die  Existenz  des  Gebildes  feststellt 
Daa  Axiom  L,  welches  unter  dem  Namen  ^Gerade'  die  Ele- 
mentarlinie einführt,  ist  nicht  mehr  und  nicht  weniger  als  der 
Ausdruck  unserer  Überzeugung  von  dem  Vorhandensein  einer 
solchen  Elementarlinie."^) 

Hiermit  seien  die  Betrachtungen  über  die  Gerade  abge- 
schlossen. 


Die  fünf  Kapitel  des  vorliegenden  Bandes  haben  sich  mit 
der  Behandlung  der  geometrischen  Grundlagen  beschäftigt. 
Verfasser  hoflFt,  zur  Klarlegung  derselben  teils  durch  die  kri- 
tische Übersicht  über  das  vorhandene  Material,  teils  durch 
seine  eigenen  Untersuchungen  einen  brauchbaren  Beitrag  ge- 
liefert zu  haben  und  übergiebt  sein  Buch  der  nachsichtigen 
Beurteilung  der  mathematischen  Lehrerwelt  mit  dem  Bewufst- 
sein,  überall  Vollständigkeit  wenigstens  angestrebt  zu  haben. 
Inwieweit  der  Gedanke,  eine  derartige  kritische  Zusammen- 
stellung der  Litteratur  zu  geben,  Berechtigung  habe,  darüber 
wird  der  Erfolg  zu  entscheiden  haben;  jedenfalls  halte  ich  es 
nicht  für  überflüssig,  auch  hier  noch  einmal  darauf  hinzu- 
weisen, dafs  die  Zitate  gerade  bei  den  Grundbegriffen  beson- 
ders zahlreich  und  ausführlich  gegeben  werden  mufsten.  Selbst- 
verständlich wird  bei  anderen  Fragen  z.  B^.  bei  der  Behand- 
lung der  Kongruenz  sich  das  Zitatenbeiwerk  auf  ein  Minimum 
beschränken  können. 


*)  Dazu  bemerkt  Wer  nicke  in  einer  Anmerkung:  „80  sagt  auch 
Boljai,  dafs  es  sich  nicht  nur  darum  handle,  die  geometrischen  Be- 
griffo  scharf  zu  bestimmen,  sondern  auch  darum,  ihr  Sein  im  Räume 
zu  beweisen.  (Vergl.  Frischauf,  Elemente  34.)**  Bei  früherer  Ge- 
legenheit schon  habe  ich  darauf  hingewiesen,  dafs  es  nach  meiner  An- 
sicht ganz  ohne  Bedeutung  ist  —  und  ich  konnte  auch  gewichtige 
Stimmen  in  gleichem  Sinne  anführen  —  eine  Untersuchung  anzustellen, 
ob  es  in  Wirklichkeit  derartige  Gebilde  giebt  oder  nicht  Die  Grund- 
lagen können  rein  hypothetisch  sein  in  I^ezu^  auf  ihre  Existenz. 
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Der  zweite  Band  wird  im  allgemeinen  folgenden  Inhalt 
haben:  I.  Richtung  und  Abstand;  Lage  von  Punkten,  Geraden 
und  Kreisen  in  ihren  gegenseitigen  Beziehungen.  —  Mafsbe- 
Ziehungen.  —  IL  Parallelenaxiom.  —  IIL  Winkel.  —  IV.  Geo- 
metrische HQlfsbegriffe,  als  da  sind  z.  B.  Kongruenz;  Be- 
wegung; Dimension;  Begriff;  Definition;  Beweis;  Erklärung; 
Forderung;  Lehrsatz;  Grundsatz;  Gestalt;  Grofse;  Lage;  Figur; 
Geometrischer  Ort;  Symmetrie;  Beweis  etc.  —  V.  Methode. 
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Verlag  von  B.  G.  Teubiier  in  Leipzig. 

Holzmüller,  Dr.  Gustav,  Direktor  der  Gewerbeschule  zu  Hagen,  Ein- 
führung   in    das    stereometrische    Zeichnen.     Mit   Berück- 
sichtigung der  Kristallographie  und  Kartographie.     [Mit  IG  litho- 
graphierten Tafeln.]     [VI  u.  102  S.J    gr.  8.    1886.    kart.  .K  4.40. 
Huebner,   Dr.  L.,   Obt?rlehrer  am  Civmnasium  zu  Schweidnitz,  ebene 
nud  räumlicht*  Geometrie    des   Mafses  in   organischer  Ver- 
bindung mit   der  Lehre   von   den   Krei.-*-  und   ilvperbelfunktionon 
neu   dargestellt.     [XVI  u.  340  S.]     gr.  8.     1888.     geh.  n.  .fC  6.— 
Kober,    Dr.  Julius,    Direktor  der  Kealschnle  zu  Grofsenhain,    Leit- 
faden der  ebenen  Geometrie,  mit  über  700  Übungssützen  und 
Aufgaben  und  32  in  den  Text  gedruckten  Figuren.    2.  Aufl.    [86  S.] 
gr.  8.     1884.     geh.  .fC  1.— 
Cuthc,  irrniu,  (Mmniiafiaffcdrcr  in  3»^rbfr,  l'ciifabeii  ber  Stereometrie 
fiir  t>e\i  3cf)ulinitcrrid)t.    "il'^ii  iiciui  lit^ogrQp()icrtcn  Injelii.    [X  ii. 
•204  3.J     flr.  8.     1890.     gel).  .//.  'i.yo. 
Miliuowski,  A.,  Ol.'erlehrer  am  Gymnai^iiim  zu  AVeifsenbnrg  i.  E.,  die 
Geometrie  für  Gymnai^ion  und  Realschulen.    2  Teile,  gr.  8. 
1881.     geh.  ^H.  3. 80. 
Einzuln:    I.  Teil.     Planimetrie.     Mit  Holzschnitten  im   Text  und   4  Fignreatafcln. 

[VII  u.  123  S.]    JC  2.— 
II.    —      Stereometrie.    1.  lieft:   Lohrhuch.   Mit  37  Holzschnitten  im  Text. 

[VI  u.  4«  S.]    JC  —.HO. 
II.    —        UbmiKabuch.     Mit  4  Figurentafoln.    [IV 
n.  68  .s.]    ^Ä  1.— 

eleuientar-svnthetische  Geometrie  der  Kegelschnitte. 
Mit  Figuren  im  Text.    [XIl  u.  412  S.]    gr.  8.    188*-».    geh.  .Ä  8.80. 

-  -  -  -  elementar- synthetische  Geometrie  der  gleich- 
seitigen llyi)erbel.  Mit  vielen  Figuren  im  Text.  [X  u.  135  S.J 
gr.  8.     18.s;-;."   geh.  n.  J{.  3. CO. 

Müller,  Dr.  Hubert,  Oberlehrer  am  Kaiserl.  Lyceum  in  Metz,  Leit- 
faden der  ebenen  Geometrie.  !Mit  Benutzung  neuerer  An- 
achauungswei.>en  für  die  Schule.  In  zwei  Teilen.  Erster  Teil 
[in  zw(.-i  Heften]  und  mit  einem  Anhange,     gr.  8.     geh.  ufC  2.80. 

Kinzeln:    I.  Teil.    1.  Hi'ft.     Diu    {geradlinigen    Figuren   und  der  Kreis.     Mit 

t'Imugcn.  :{.  nmgcArboitete  Auflage.  (Mit  viulon  Ifulz- 
»ehnittcn  im  Text  tuul  zwei  lithogra|ib.  Tafeln.)  [VIII,  CV  a. 
t:»  8.]     l^^i^    Ju  l.tU). 

2.    —        Krwttite rangen   zu  Teil  l  und  Einleitung  in  die 

neueri'   Gcomctriü.     Mit  iriiungen.     (Mit  vii-lou  ifolx- 

^clmittfcii    itu   Text   u.    -J    liilivgr.  Tafeln.)    [iiü   u.   M   Js.] 

L-nTs.    .,/.'   l.ifii. 

II.  Teil.     Diu  Kegel äohnictn  uu<l  die  Kl  einen te  der  neunreu  Oeo- 

1:1  e tri e.     [VI  u.  111  S.    mit    vielen   eingedruckte:!   ilul/scluiitten.] 

IST5.     .IL  I.I.O. 

Leitfaden  der  r^tereometrie  mit  Benutzung  neuerer 
Anschauungsweisen  für  die  Schule.  In  zwei  Teilen.  Krster 
Teil:  Die  Gruiidgebilde  und  die  einfachsten  Köri>er- 
formen.  Mit  zahlreiclieu  Holzschnitlen  und  3  Tar»*ln.  [VIII  u.  127  >S.] 
gr.  8.     1877.     geil.  JC  2.— 

Rausenberger,  Dr.  Otto,  die  P^lementargeometrie  de.«  Punkte«?, 
der  Geraden  und  der  Ebene,  systematisi.li  uml  kritisch  be- 
handelt.    I  VI  u.  2;-J6  S.J     gr.  S.     1887.     geh.  Jt  5.— 

Heidt,  Dr.  Friedricli,  l*rofessor  am  Gyiniia^iiuin  untl  deui  Roal- 
gymuaHium  zu  Hamm,  Sammlung  von  Aufgaben  und  Bei- 
spielen aus  der  Trigonometrie  und  Stereometrie.    2  Teile,    gr.  8. 

geh.  c%  7.— 
Einzeln:    T.    Teil.      Trigonometrie.    ' VIII  u.  247  S.l    S.  rcrb.  Aufl.    l«h.|.    »«4.— 
II.      —        Storewinitrio.     i  VIII   u.  lyü  S.]     3.  vrrb.  Aufl.     1SS.5.    .«  H  — 


Reidt,  Dr.  Friedrich,  Professor  am  Gj-mnasium  und  dem  Real- 
gymnasium  zu  Hamm,  Resultate  der  Rechuungsaufgaben  in 
der  Sammlung  von  Aufgaben  und  Beispielen  aus  der  Trigonometrie 
und  Stereometrie.    2  Teile,    gr.  8.    geh.  ^2.80. 

Einaoln: 
I.  Teil.     Trigonometrie.    S.  Aufl.    [84  8.]    1885.    JC1.90. 
II.     —      Stereometrie.    8.  Atxfl.    [48  S.]    188b*.    JC  1.— 

die  trigonometrische  Analjsis  planimetrischer  Kon- 


struktions- Aufgaben.  [VIII  u.  60  S.]    gr.8.    1882.  kart.  U!^  1 . 20. 

ReishauB,  Dr.  Th.,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Stralsund,  Vorschule 
zur  Geometrie.     2  Abteilungen,     gr.  8.     1879.     gek    JC  3.20. 

Einzeln: 
I.  Abt.     Lehrbuch.    [Mit  vielen  Figuren  im  Text.]    [IT  n.  134  B.]   JCi.— 
II.    —       WiederholungB-    und  Aufgabenbuch.    [Mit  vielen  Figuren 
im  Text]    [86  S.]    JCl.20. 

Sohilke,  Dr.  pbil.  E.,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Saarburg  i.  L., 
Sammlung  planimetrischer  Aufgaben  für  den  Gebrauch 
an   höheren  Schulen.     [IV  u.  64  S.]    gr.8.     1890.    kai't.  ^K  1. — 

Schlömiloh,  Dr.  Oskar,  Geh.  Schulrat  im  Königl.  Sächsischen  Kultus- 
ministerium, Grundzüge  einer  wissenschaftlichen  Dar- 
stellung einer  Geometrie  des  Mafses.  Ein  Lehrbuch,  gr.  8. 
geh.  JC  7,60. 

Einjseln : 

I.Heft.    Planimetrie.     7.  Auflage.    Mit  in  den  Text   gedruckten  HoLi- 

schnitten.     [VI  u.  IßS  S.]     1888.    JC  2.— 
n.     —      Kbene  Trigonometrie,   d.  Auflage.    Mit  in  den  Text  gedrackten 

Holaachnitten.     [VI  u.  97  S  ]     18>*3.    ^Ä1.«»0. 
n.  Teil.    Geometrie  des  Raumes.  3.  Auflage.  [VIIu.  2rt6S.]  1874.  JCl.-^ 
Heft  I  und  II  bildeten   früher  den  L  Teil;  der  TL.  Teil  wird  bei  der  nftcheten 
Auflage  in  Heft  m  und  IV  zerfallen. 

Schotten^Dr.Heinrich,  Inhalt  und  Methode  des  planimetriechen 
Unterrichts.    Eine  vergleichende  Planimetrie,    gr.  8.    1890.    geh, 

SitjüUer,  IIJ.  3.,  (Senünorlel^rer  in  SBopparb  ah^tj,,  SBcrlnüpfung  ein* 
fachet  Dlaiiniöcbitbe  mit  bem  Ütcd^nen.  gr.  8.  1890.  gc^. 
(Ung.  4  93ogen.) 

Sit|ui|e,  Dr.  fiiirl,  Sekret  an  ber  SBieberfd^cn  SHealfc^uIc  in  ^'»aniburg,  fielt  = 
fabcn  für  ben  trigonometrif  d}cn  unb  ftereomctrifc^cn  Untere 
x\6)t  an  ^öl^cren  !öürgcr=  u.  S^caljd^ulcii.  2  .§cftc.  9Kit  gigurcn  im  S^cft. 
gr.  8.    fort,  je  n.  JC.  1.20. 

I.  ^cft.  Irigoiiomctric.    (VUI  u.  72  ©.]    1890. 
II,    —     ©teteomctric.    [IV  u.  6a  S.]    I8i)0. 

Thieme,  Dr.  H.,  ord.  Lehrer  am  Realgynmasium  zu  Posen,  Sammlung 
von  Lehrsätzen  und  Aufgaben  aus  der  Stereometrie.  Im 
Anschhifs  an  nachgelassene  Papiere  des  Oberlehrers  Dr.  E&etschmbb 
bearbeitet.     [VI  u.  92  S.]    gr.  8.    1885.    kai't.  JC  1.20. 

!Bt^mtf  Dr.  Hü.,  2)ircftot  bcr  l^ol^eren  ®eh)crbcf(^ulc  5U  Söarmen,  öc^rbuc^ 
ber  ebenen  ©comctrie  ncbft  9le<)etitionStafctn.  %\ix  JBüTgcr*, 
®eipcrbe=  unb  l^ö^cre  8tabtfd^ulen,  fotüie  jum  8elbftuntcrri(^te.  6.  Auf« 
läge.  9Rit  i&  lit^ogra^jl^ierten  Xafclu  in  befonbcrem  ^eft.  [VI  u. 
106  S.]    gr.  8.    1880.    gel^.  .€  2.40. 

Zeuthen,  H.  G.^  Grnndriss  einer  elementar-geometrischen 
Kegclschnittslehre.     [VI  u.  97  S.]    gr.  8.    1882.    geh.  JC  2.— 
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Neuester  Verlag  von  B.  G.  Tenbner  in  Leipzig. 

1888.     1804. 

Bardey,  Dr.  E.,  algebraische  Gleichungen  nebst  den  Besnltaten 
und  den  Methoden  zu  ihrer  Auflösung.  Vierte  Auflage.  [Xm 
u.  378  S.]    gr.  8.    1893.    geh.  n.  JC  ß,— 

artt^mcttfc^c  Aufgaben  ncbft  ßcl^rbuc^  bcr  Slritl^s 

mcttf,  öorjugglüctfe  für  l^ö^cre  Sürgerfc^ulen,  8lcatfd)ulen,  ^ßro^ 
g^mnaficn  unb  aieatg^mnaftcn.    Sc^tc  Auflage.    [XI  u.  269  ©.] 

gr.  8.    1893.    gc^.  n.  «Ä  2.— 

2)iefe  fl(^  niebrigere  ^xtlt  ftedenbe  ©ammlung  ift  nic^t  ettoa  ein  ^u^^ug 
avS  ber  grdgeten  ©ammlung,  fonbem  enthält  nur  gang  neue  9[uf gaben. 
Sefultate  ^terju.  [125©.]  gr. 8.  ge^.  JKi.— 

^iefelben  finb  nid^t  burd^  ben  93ud^]^anbel  gu  bej^ie^en,  fonbem  merben 
nur  unmittelbar  Don  ber  tBerlagdbitc^^anblung  gegen  Sinfenbung  bon  JC  i.— 
(in  ©rtefniar!cn)  an  beglaubigte  Se^rer  geliefert. 

met^obifc^  georbuetc  Öufgabenfammlung,  me^r  alö 

8000  aufgaben  cnt^attenb  über  aUe  Seile  ber  ©lementars^rtt^metif, 

bor^ugSttjeife  für  ©^mnaften,  JfteatgQntnafien  unb  Dberrealf^ulen. 

19.  aufl.    [XIV  u.  330  @.]    gr.  8.    1893.     ge^.  JC  2.70. 

SRefuItatc^iersu.  [128®.]  gr.8.  gcl^..;Äl.— 


^iefelben  finb  nid)t  burd^  ben  ^ud^l^anbel  gu  be^ie^en,  fonbern  merben 

nur  unmittelbar  öon  ber  SJerlagi^bud^^^anblung  gegen  ©infenbung  öon  JL\.— 

(in  SBriefmorfen)  an  beglaubigte  ßcl^rer  geliefert. 

Bergbohm,  Dr.  Julius,  Entwurf  einer  neuen  Integral- 
rechnung auf  Grund  der  Potenzial-,  Logarithmal-  undNumeral- 
rechnung.  Zweites  Heft:  Die  irrationalen,  exponentiellen, 
logarithmiscben  und  cyclometrischen  Integrale.  [V  u. 
S.  67— 188.]    gr.8.     1893.    n.  ./Ä2.—    (In  Kommission.) 

Chittenden,  J.  Braoe,  A.  M.,  Parker  Fellow  of  Harvard  Univ., 
Instructor  in  Princeton  College,  a  Presentation  of  the 
Theory  of  Hermite's  Form  of  Lam6's  Equation  with 
a  Determination  of  the  explicit  Forms  in  Terms  of  the  p  Function 
for  the  Gase  n  equal  to  tbree.  (Dissertation.)  [85  S.]  gr.  8. 
1893.    geh.  n.  JL  2.80.    (In  Kommission.) 

Durdge,  Dr.  H.,  Professor  i.  B.  an  der  deutschen  Universität  zu 
Prag,  Elemente  der  Theorie  der  Funktionen  einer 
complexen  veränderlichen  Grösse.  Mit  besonderer  Be- 
röcksichtigung  der  Schöpfungen  Riemanns.  Vierte  Auflage.  [X 
u.  300  S.]    gr.  8.     1893.    geb.  n.  Jf  6.80. 

Forsyth.,  Dr.  Andrew  Bnssell,  F.E.  S.,  Professor  am  Trinity  College 
zu  Cambridge,  Theorie  der  Differentialgleichungen. 
Erster  Theil:  Exakte  Gleichungen  und  das  Pfaffsche  Problem, 
Autorisirte  deutsche  Ausgabe  von  H.  Maser.  [XII  u.  378  S.] 
gr.  8.  1893.     geh.  n.  JL  12.— 

ursat,  E.,   Vorlesungen  tlber  die  Integration   der  par- 
tiellen Differentialgleichungen   erster  Ordnung.     Ge- 
lten an  der  Facult^  des  Sciences  zu  Paris.     Bearbeitet  von 
"BouRLET.     Autorisirte    deutsche    Ausgabe    von   H.  Maser. 
einem  Begleitwort  von  S.  Lie.     [XII  u.  416  S.]     gr.  8. 
I.     geb.  n.  JL  10. — 
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Vorwort. 


Länger  als  ursprünglich  beabsichtigt  war  hat  sich  die 
Herausgabe  des  zweiten  Bandes  meiner  vergleichenden  Plani- 
metrie verzögert.  Aber  mannigfache  Hindernisse,  deren  An- 
gabe hier  überflüssig  erscheint,  standen  im  Wege. 

Bei  der  YeröfFentlichung  des  zweiten^  Bandes  mufs  ich  zu- 
nächst den  Herren  Rezensenten  des  ersten  Bandes  meinen  Dank 
aussprechen  für  die  durchweg  wohlwollende  Beurteilung,  die  sie 
meinen  Bestrebungen  haben  zuteil  werden  lassen.  So  erfreulich 
aber  auch  die  einstimmige  Anerkennung  seitens  der  Kritik 
mich  berührt  hat,  umso  mehr  war  die  Thatsache  betrübend, 
dafs  das  Interesse  der  Fachgenossen  sich  meinem  Buche  nur 
in  verschwindendem  Mafse  zugewendet  zu  haben  scheint,  so 
dafs  der  ideale  Zweck,  den!  meine  Arbeit  gewidmet  ist,  eine 
Umschau  des  Geleisteten  zu  geben  und  „meine  Fach- 
genossen über  neuesten  Stand  wie  Entwickelung  der 
Planimetrie  nach  Inhalt  und  Methode  zu  orientieren/'^) 
bisher  nur  in  sehr  bescheidenen  Grenzen  sich  verwirklicht 
haben  dürfte. 

Den  Wünschen  der  Herren  Rezensenten  bin  ich,  soweit 
möglich,  entgegengekommen;  besonders  habe  ich  an  Stelle 
der  früheren  alphabetischen  Reihenfolge  der  Zitate  die  chro- 
nologische eingeführt,  wodurch  die  Übersicht  über  die  Ent- 
wicklung der  methodischen  Fragen  zu  bedeutenderer  Klarheit 
gelangt.  Ich  hoffe  dadurch  den  Wert  dieses  „Zitatenschatzes^^ 
wesentlich  erhöht  zu  haben.  Das  wäre  der  beste  Lohn  für 
die  allerdings  nicht  kleine  Mehrarbeit. 

Der  Grundgedanke  des  vorliegenden  Werkes  hat,  was 
mich  besonders  gefreut  hat,  allgemein  Zustimmung  und  Beifall 
gefunden.    Nur  der  Herr  Rezensent  im  „Paed.  A^chiv''^)  hat 

^)  S.  Günther  in  seiner  Besprechung  des  1.  Bandes  H.  Z.  XXI.  p.  529. 
^  Paed.  Aroh.  Band  XXXIII.  1891.   p.  760.    —    Auch   diese  6e- 
Bprechnng  ist  im  übrigen  durchaus  anerkennend. 
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meine  Aufgabe  völlig  mifsyerstanden^  wenn  er  sagt:  ,,Zu  be- 
dauern ist,  daXs  der  Herr  Verfasser  nicht  zunächst  seine  An- 
sichten im  Zusammenhange  dargelegt  haf     Das*  hätte  ich  bei 
der  meiner  Arbeit  zugrunde  liegenden  Absicht  nur  dann  thun 
können  y  wenn  ich  das  ganze  Werk  auf  einmal  veröffentlicht 
hätte.    Es  ist  aber  doch  wohl  allgemein  üblich,  gröfsere  Werke 
in  einzelnen  Bänden  zu  publizieren.     Auch  den  Vorwurf  des 
Herrn  Rezensenten  mufs  ich  zurückweisen ,    der   darin  liegt, 
dafs   ich   eine   Reihe    unwichtiger   Lehrbücher   beim    Zitieren 
hätte  weglassen  können.     Auch  hier  bin  ich  von  ihm   mifs- 
verstanden   worden.     Es  sollen  ja  nicht  nur  die   wichtigen 
Arbeiten  dem  Leser  vorliegen,  er  soll  zugleich  die  Möglichkeit 
haben  nachzuschlagen,  wie  irgend  einer  der  mathematischen 
Schriftsteller  über  irgend  einen  wichtigen  Punkt  sich  geäufsert 
hat:    der  Leser  soll  die   Möglichkeit   haben,    die   Auffassung 
auch  derer  kennen  zu  lernen,  die  selbst  ohne  Einflufs  auf  die 
Entwicklung   geblieben  sind.     Denn  auch  die  Kenntnis,  wie 
sich  Ansichten  Bahn  gebrochen  upd  welche  Ansichten  allge- 
meinere Verbreitung   gefunden   haben,   scheint  mir   lehrreich 
und  interessant. 

Von  der  ursprünglichen  Absicht,  im  zweiten  Bande  auch 
auf  die  grundlegenden  metaphysischen  Fragen  einzugehen, 
sowie  eine  ausführliche  Darstellung  der  Entwicklung  der  Meta- 
geometrie  zu  geben,  hat  Verfasser  aus  praktischen  Gründen 
Abstand  genommen.  Doch  finden  sich  im  dritten  Kapitel 
Hinweisungen  und  Literaturangaben  zu  der  letzteren  Frage, 
da  es  sich  bei  dem  Thema  dieses  Kapitels  nicht  umgehen  liefs, 
hier  und  da  das  Gebiet  der  Metageometrie  zu  streifen. 

Die  ausführliche  Behandlung  und  der  Reichtum  der  Zitate, 
besonders  im  zweiten  und  dritten  Kapitel,  haben  ferner  dazu 
geführt,  diesen  zweiten  Band  auf  die  vorliegenden  vier  Kapitel 
zu  beschränken.  Es  müssen  also  die  im  ersten  Bande  am 
Schlüsse  angekündigten  Kapitel  über  geometrische  Hülfsbegriffe 
und  die  Methode  einem   weiteren  Bande  vorbehalten  bleiben. 


II.  Teil. 


Richtung  und  Abstand  als  Grundlage 
der  einleitenden  Betrachtungen. 


Schotten,  der  planimetr.  Untorricht.    Tl. 


I.  Kapitel. 

Biohtang  und  Abstand.     Lagen-  und  Mafsunterstiohnngen. 

Im  ersten  Teile  war  schon  angekündigt^  dafs  noch  eine 
ausführliche  Behandlung  der  Begriffe  Richtung  und  Abstand 
folgen  werde;  und  in  der  That  bedürfen  diese  beiden  Begriffe 
noch  eines  näberen  Eingehens.     Dabei  würde  eine  gründliche 
Erörterung  der  Frage  nach  dem  Wesen  der  Geometrie,  insofern 
ob   sie  als  Wissenschaft  a  priori  oder  als  Erfahrungswissen- 
schaft  aufzufassen    sei,   unumgäu glich    sein;   ja   gerade  diese 
beiden  Begriffe  scheinen  geeignet  zu  sein^  an  die  Spitze  der- 
artiger Erörterungen  überhaupt  gestellt  zu  werden.     Dennoch 
hat   es   sich    der  Verfasser   versagt^   gerade   auf  diese  Frage 
näher   einzugehen^   da   das   vorliegende   Werk  ja  vorwiegend 
der  Schule  zu  gute  kommen  soll  und  deshalb  den  Hauptwert 
auf  die  praktische  Verwendbarkeit  legen  muDs.     An  anderer 
Stelle  wird  der  Verfasser  seinen  Standpunkt  in  der  berührten 
Frage  ausführlich  darlegen^  hier  soll  nur  so  viel  gesagt  werden, 
dafs  das  Apriori  der  geometrischen  Wissenschaft  nach  des  Ver- 
fassers Ansicht  einmal  darin  liegt,  dafs  wir  es  mit  begrifflichen 
Abstraktionen  (Idealgebilden)  zu  thun  haben,  dann  aber  darin, 
dafs  diese  Abstraktionen  nach  logischen  Gesetzen  des  Denkens 
gebildet  sind.    Dafs  Erfahrung  mit  in  Frage  kommt,  wird  wohl 
von  keiner  Seite  geleugnet  werden/)  aber  nicht  das  ist  das 
Entscheidende,  dafs  Erfahrung  vorliegt,  sondern  darauf  ist  das 
Hauptgewicht    zu    legen,    dafs    diese   Erfahrung    auf  gesetz- 

')  Das  liegt  auch  schon  in  Kants  Worten  „Begriffe  ohne  Anschauung 
sind  leer";  Anschauung  aber  ist  Erfahrang. 

1* 


märsigem  Wege  der  Denkthätigkeit  verarbeitet  wird  resp.  durch 
gesetsmärsiges  Denken  geregelt  wird;  anaere  Erfahrung  macht 
die  Geometrie  nicht  zur  Erfahrungswisseuschaft,  die  Art  aber, 
wie  sie  7.a  stände  kommt,  macht  sie  zn  einer  Wissenschaft 
a  priori.')  Wie  sich  die  reiue  Anschauung,  frei  von  Zufällig- 
keiten und  snbjektiren  Fehlern,  eine  Funktion  des  Verstandes, 
von  der  sinnlichen  Anschauung  unterscheidet,  so  die  Geometrie 
von  den  Erfahrungs Wissenschaften  im  gewöhnlichen  Sinne  dieses 
Wortes.  Nehmen  wir  z.  6.  den  Begriff  Dreieck,  so  ist  es  un- 
haltbar, darunter  etwa  ein  schematisches  Gebilde  zu  denken  — 
alle  unNere  Vorstellungen  sind  bestimmte  Vorstellungen  — , 
sondern  die  Allgemeinheit  des  Begriffes  liegt  darin,  dafs  wir 
uns  ein  zwar  ganz  bestimmtes,  aber  von  -allen  besonderen  Be- 
dingungen freies  Dreieck  vorstellen. 


§  1.  Richtung. 
Was  nun  den  Begriff  Kichtung  betrifft,  so  kann  Verfasser 
sich  von  vornherein  auf  seine  Ausführungen  am  Anfang  des 
fQnften  Kapitels  im  ersten  Bande  beziehen.  Es  war  gezeigt 
worden,  dafs  wir  bei  der  Betrachtung  der  geometrischen  Ge- 
bilde als  selbständiger  Formen  —  oder  wie  wir  jetzt  lieber 
uns  ausdrücken  wollen:  als  Begriffe  —  vom  Punkte  ausgehen 
mtlssen.  Während  uns  nun  die  Betrachtung  eines  einzelnen 
Punktes  nichts  Unterscheid  bares  bietet^  treten  bei  der  Setzung 
zweier  Punkte  sofort  zwei  Begriffe  —  Prädikate,  wie  BoJzano^) 
80^  —  in  Evidenz:  Kichtung  und  Abstand.  Wir  haben  es 
hier,   wenn   wir  unsere  Betrachtung  vorläufig  auf  den  Begriff 


')  I  Fl  ilieser  Wesenlieit  der  Geometrie  §ehe  ich  daher  ihre  AprioritiLt 
d.h.  ihre  allgemeiae  Galligkeit  und  ihre  Notwendigkeit;   daher 

noch  di''  l'ctite  Überzenguug  von  ihrer  Wahrheit. 

'-)  linkano,  Betrachtungen  über  einige  Gegenstände  der  GlemeDtoi- 
g,,o,uHiL..  -  Prag  1804. 

i)  (,.    „Ua  Ein  Punkt  für  sich  allein  nichts  Unteracheidbue«  bietet. 

.  .  .,  80   lüt  der  einrachate  Gegenstand  der  georaetrischeo  Betrachtong 

^ysti'tn  zweier  Punkte.    Aui  einem  Bolcheo  Zugleichdenken 

r  l'unkte  entapringen  gewiese  Prädikate  (Begritfe)  I.  Entremung, 

htui,;;." 
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RichtuDg  besclirankei],  mit  einer  QualitätsbeziehuDg^)  zu  thun. 
Wir  fassen  hier  den  Begriff  Richtung  in  dem  reinen,  ursprüng- 
lichen eng  eingeschränkten  Sinne,  der  eben  nur  in  dem  Auf- 
fassen zweier  von  einander  getrennter  Punkte  auftritt.  Darin, 
dafs  wir  unsere  Gedanken  von  einem  Punkte  auf  einen  zweiten 
richten,^)  liegt  eben  der  Begriff  Richtung  —  und  dafs  dies 
psychologisch  mit  einem  Aufwand  von  Minimum  an  Arbeit 
geschieht,  darin  liegt  das  Wesen  des  Begriffes  Richtung: 
zugleich  aber  —  und  das  möge  gleich  hier  ausgesprochen 
werden  —  sein  Zusammenhang  mit  dem  Begriffe  Abstand, 
als  dem  kürzesten  Wege  von  einem  Punkte  zum  andern.  Der 
Begriff  der  Richtung  kann  nicht  zur  Klarheit  kommen,  wenn 
wir  nicht  zwei  Punkte  zu  Hilfe  nehmen,  von  ihrer  Betrachtung 
ausgehen.  Auch  die  Zitate  werden  das  zeigen;  wer  auch 
immer  den  Versuch  macht,  die  Richtung  zu  erklären,  geht 
von  dem  Setzen  zweier  Punkte  aus.  Ausgangspunkt  und  Ziel- 
punkt bestimmen  Richtung.  Dabei  ist  nicht  zu  übersehen, 
dafs  es  für  denselben  Ausgangspunkt  unendlich  viele  Punkte 
giebt,  die  als  Zielpunkte  identische  Richtung  ergeben,  und 
dafs  umgekehrt  bei  festem  Zielpunkt  auch  unendlich  viele 
Ausgangspunkte  identische  Richtung  ergeben.  Hier  aber 
handelt  es  sich  schon  nicht  mehr  um  den  reinen  Begriff 
Richtung,  wir  vergleichen  hier  schon  Richtungen  mit  einander, 
wenn  auch  der  besondere  Fall  eintritt,  dafs  diese  Richtungen 
identisch  sind.  Der  Sprachgebrauch  hat  sich  nun  auch  bei 
der  Anwendung  des  Begriffes  Richtung  erweitert.  Wir  werden 
unbedenklich  sagen,  sich  auf  einem  Kreise  in  einer  bestimmten 

^)  Nichts  Quantitatives  mischt  sich  ein:  es  kann  durchaus  nicht 
gesagt  werden,  wie  grofs  etwa  ist  die  Bichtang  oder  ist  diese  Richtong 
gröfser  oder  jene  —  ganz  abgesehen  davon,  dafs  hier  schon  der  Begriff 
nicht  mehr  rein  ftlr  sich  auftritt.  Nicht  eine  bestimmte  Richtong  ist 
es,  die  den  Begriff  ausmacht,  sondern  Richtung.  Insofern  als  Richtung 
als  Aufeinanderbeziehen  zweier  Punkte  aufgefafst  werden  mufs,  ist  der 
Begriff  eine  Relation. 

')  An  Stelle  des  psychischen  Vorganges  können  wir  auch  direkt 
das  ins  Auge  Fassen  eines  Punktes  verwenden,  das  Richten  unseres 
Blickes  auf  einen  Gegenstand;  in  diesem  Falle  ist  unser  Auge  der  eine, 
der  angesehene  Gegenstand  der  andere  Punkt.  (Genau  genommen  ist 
der  Gegenstand  der  Ausgangspunkt,  unser  Auge  der  Zielpunkt.) 
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Richtung  bewegen:  niemand  wird  zweifelhaft  sein^  was 
darunter  zu  verstehen  ist,  selbst  wenn  man  sagte,  sich  auf 
einem  Kreise  von  einem  Punkte  zu  einem  andern  in  be- 
stimmter Richtung  bewegen,  es  ist  aber  festzuhalten,  dafs  wir 
es  hier  nicht  mehr  mit  dem  reinen  Begriff  Richtung  zu  thun 
haben,  wie  er  sich  psychologisch  bei  dem  Setzen  zweier 
Punkte  ergiebt,*) 

Es  wird  aber  nicht  überflüssig  sein,  darauf  hinzuweisen, 
dafs  die  oben  angestellten  Erorterui^en  ganz  allgemein  gültig 


^)  Ich  darf  nicht  unerwähnt  lassen,  dafs  meiner  AnfFassung  des 
Begpriffes  Richtung  Widerspruch  erwachsen  ist.  So  heifst  es  in  der  Re- 
zension des  ersten  Bandes,  die  Ernest  Lindenthal  in  der  Zeitschrift 
fOr  das  Realschulwesen  XVI.  Jahrgang,  Heft  11,  yeröffentlicht  hat:  „Im 
Gegenteile  kommt  man  zam  Begriffe  der  Geraden  erst  durch  die  Er- 
arbeitung der  Zwillingsbegriffe  „gerade"  und  „krumm" ."  Sowie  wir 
nicht  verstünden,  was  „hell"  ist,  wenn  alle  Gegenstände  gleich  hell  be- 
leuchtet wären,  ebenso  wenig  konnten  wir  den  Begriff  „Gerade"  ge- 
winnen, wenn  es  blofs  gerade  Linien  g&be.  Daneben  bleibt  freilich 
wahr,  dafs  der  Begriff  „Gerade**  so  einfach  ist,  dafs  er  durch  andere 
Begriffe  nicht  erläutert  werden  kann.  Die  zwei  ersten  Begriffe  (Rich- 
tung und  Abstand)  bezeichnet  der  Verfasser  als  unmittelbare  Grund- 
begriffe a  priori  und  sagt:  „Setzen  wir  im  Gedanken  zwei  Punkte,  so 
ist  damit  sofort  auch  Richtung  und  Abstand  gesetzt."  Das  ist  nicht 
richtig;  denn  mit  Hilfe  zweier  Punkte  allein  kommen  wir  niemals  zum 
Begriffe  Richtung,  wohl  aber  mit  Hilfe  dreier  Geraden,  von  welchen 
die  erste  und  zweite  dieselbe  Richtung,  die  erste  und  dritte  aber 
verschiedene  Richtungen  haben.  Der  Begriff  „Gerade"  geht  also  dem 
Begriffe  „Richtung"  voraus,  nicht  aber  umgekehrt.  Gäbe  es  in  dieser 
Welt  blofs  Gerade  einer  und  dereelben  Richtung  oder,  wie  der  Verfasser 
sagen  würde ,  von  ähnlicher  Richtung,  so  wüfsten  wir  nicht,  was  über- 
haupt Richtung  ist." 

Meine  Ausführungen  haben  gezeigt,  dafs  ich  mich  dieser  Ansicht 
nicht  anzuschliefsen  vermag.  Man  vergl.  übrigens  das  Zitat  aus  Max 
Simons  Programmarbeit.  Geradezu  entgegentreten  aber  muls  ich  dem 
folgenden  Satze  der  erwähnten  Besprechung:  „Richtung  überhaupt"  und 
„bestimmte  Richtung"  sind  als  Begriffe  ebenso  nur  einmal  vorhanden 
wie  etwa  der  Begriff  „die  Eins". 

Das  ist  ganz  entschieden  nicht  richtig.  „Richtung  überhaupt"  ist 
allerdings  nur  einmal  vorhanden,  es  handelt  sich  hier  eben  um  den 
Hügriff  Richtung;  „bestimmte  Richtung"  aber  ist  eine  konkrete  An- 
wendung und  deshalb  unzählig,  so  dafs  es  auch  besser  heilsen  müfste 
„bestimmte  Richtungen". 
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sind,  nämlich  im  Räume,  nicht  eingeschränkt  durch  den  Be- 
griff irgend  einer  Fläche  oder  Linie;  käme  diese  letztere  Be- 
dingung hinzu,  so  sind  Ebene  und  Gerade  diejenige  Fläche 
resp.  Linie,  in  denen  der  Begriff  Richtung  sich  mit  dem  all- 
gemein gültigen  deckt*)  —  in  jeder  anderen  Fläche  (Linie) 
aber  hat  er  eine  besondere  Bedeutung.  So  segelt  ein  Schiff 
auf  unserer  Erde  in  einer  bestimmten  Richtung,  aber  hier  hat 
das  Wort  eine  ganz  andere  Bedeutung  als  bei  der  reinen 
Auffassimg  der  unmittelbaren  Relation  zweier  Punkte. 

Auf  die  Seite  307  im  ersten  Bande  angeführten  Mils- 
bräuche  des  Wortes  Richtung  nochmals  einzugehen,  halte  ich 
für  überflüssig;  wohl  niemand,  der  sich  auch  nur  einmal  die 
Mühe  genommen  hat,  sich  den  Begriff  Richtung  klar  zu  machen, 
wird  in  die  dort  erwähnten  Fehler  verfallen,  ja  ich  glaube 
bestimmt,  dafs  auch  im  gewohnlichen  Leben  dieser  Fehler 
nur  vereinzelt  vorkommt,  nämlich  die  Verwechslung  von  Ziel 
und  Richtung.^) 

Was  sich  sonst  noch  über  den  Begriff  Richtung  sagen 
läfst,  wird  sich  ungezwungen  bei  der  Besprechung  der  ein- 
schlägigen Arbeiten  und  der  Kritik  der  Zitate  ergeben.  Zuerst 
mufs  ich  auf  einen  Aufsatz  eingehen,  auf  den  ich  auch  schon 
im  ersten  Bande  p.  307  hingewiesen  habe;  er  rührt  von 
J.  C.  Y.  Hoff  mann  her  und  ist  in  seiner  Zeitschrift  Bd.  3  ver- 
öffentlicht. Der  Aufsatz  ist  überschrieben  „Studien  über  geo- 
metrische Grundbegriffe^  und  enthält  unter  I  „den  Begriff  der 
Richtung  und  Verwandtes'^ 

Hoffmann  leitet  den  Artikel  mit  den  Worten  ein:  „Wie 
in  den  meisten  Lehrbüchern  der  Geometrie  die  Untersuchungen 
über  unsere  Raumvorstellungen  und  die  Entwicklung  der  geo- 
metrischen Grundbegriffe  (gleichsam  der  metaphysische  Teil) 
die  schwächste  Seite  ist,  so  wird  ganz  besonders  unter  diesen 
Grundbegriffen  der  Begriff  der  Richtung  vernachlässigt. 
Kaum  erörtert  oder  umschrieben,  geschweige  denn  definiert, 


^)  Es  liefae  sich  hierauf  vielleicht  eine  Definition  von  Ehene  nnd 
Gerade  gründen. 

*)  Herr  Direktor  Thaer  ist  anderer  Ansicht,  er  schreibt  mir: 
„Ziel"  und  „Richtung**,  die  Verwechslung  mag  in  Schülerköpfen  häufiger 
sein  als  man  denkt. 
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wird  er  meist  stillschweigend  vorausgesetzt  als  unmittelbar 
klar  (nicht  erklärbar)  oder  nicht  erklärungsbedQrftig.  Das 
Einzige;  was  die  Erörterungen  dieses  Begriffes  gemeinsam 
haben y  ist  seine  Unzertrennbarkeit  von  dem  Begriffe  der 
Geraden" 

Hoffmann  giebt  dann  eine  Zusammenstellung^)  von  Er- 
örterungen ;;0hne  jeden  kritischen  Kommentar^^  Interessant 
ist,  dafs  weder  Euklid  noch  Legendre,  weder  Herbart  noch 
Klügel  (Wörterbuch)  für  nötig  halten,  den  Begriff  zu  erklären. 
An  diese  Auslese  schliefst  sich  dann  die  Darstellung  tod 
Hoffmanns  eigener  Ansicht,  in  der  er  zu  zeigen  versucht,  dafs 
der  Bichtungsbegriff  ganz  klar  ist  und  dafs  er  doch  sich 
einer  Definition  nicht  entzieht. 

,,Richtung  setzt  voraus  ein  Ziel  und  einen  Aus- 
gangspunkt" 

Hoffmann  kommt  so  auf  Bewegung,  Bewegbares  and 
Kraft  als  Ursache  der  Bewegung.  Während,  durchaus  richtig, 
von  der  Kraft  abstrahiert  wird,  geht  H.  auf  die  andern 
Punkte  näher  ein.  Dabei  kommt  er  zu  dem  richtigen  Resul- 
tat, dafs  jeder  Raumteil  ewig  an  einer  Stelle  bleibt  und  dafs 
einzig  und  allein  die  Materie  bewegbar  ist.  Der  Raum  er- 
möglicht nur  die  Bewegung.  Denkt  man  sich  nun  ein 
Stoffteilchen  bewegt,  so  mufs  noch  bevor  es  seine  Ruhelage 
verläfst,  um  an  sein  Ziel  zu  gelangen,  schon  eine  Auswahl 
unter  den  unzählig  vielen  Zielpunkten  getroffen  sein.  Diese 
Auswahl  fulst  bei  wirklicher  Bewegung  auf  der  bewegenden 
Kraft,  bei  der  idealen  Bewegung  auf  dem  Willen  des  be- 
trachtenden Subjekts. 

In  der  Auswahl  des  Zieles  liegt   der  Keim  dessen,  was 


^)  Die  zitierten  Autoren  sind  Baltzer,  B.  Becker,  J.  G.  Becker, 
Fresenius,  Fries,  Helmes,  Eambly,  Kober,  E.  Müller,  J.  Müller,  T.  Müller, 
Ohm,  Recknagel,  Reidt,  Riecke,  Schlömilcb,  Snell,  J.  Steiner,  Thibaut, 
Trendelenburg,  Mauritius.  Aus  der  Arbeit  von  Mauritius  (Osterpro- 
gramm,  Coburg  1870)  wird  sehr  ausführlich  zitiert.  Als  wichtigsten  Satz 
möchte  ich  hier  folgenden  wiedergeben:  „Die  Richtung  ist  weder  eine 
Qualität  noch  eine  Quantität,  sondern  ein  BegrifP,  welcher  zur  Drehung 
in  demselben  Verhältnis  steht,  wie  der  Punkt  zur  Linie.  Auch  irrt  man, 
~enn  man  der  Geraden  als  solcher  eine  Richtung  zuschreibt.** 
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wir  Richtung  nennen,  daher  Richtung  vor  Linie.  Dies 
scheint  uns  mit  unserer  Ansicht  völlig  übereinzustimmen, 
wenn  auch  der  Wortlaut  ein  anderer  ist.  Was  nämlich  ist 
die  Auswahl  des  Zieles  denn  anderes,  als  das  Setzen  eines 
zweiten  Punktes?  Also  auch  HoiFmann  kommt  zu  dem  Re- 
sultat, dafs  mit  dem  Setzen  zweier  Punkte  Richtung  gegeben 
ist,  wenn  er  auch  sagt,  dafs  nur  der  Keim  dessen,  was  wir 
Richtung  nennen,  in  der  Auswahl  des  Zieles  d.  h.  dem  Setzen 
des  zweiten  Punktes  liege. 

Als  zweites  Moment  kommt  hinzu  die  Fixierung  des 
Zieles  während  der  Bewegung  (dauernder  Hinblick  aufs  Ziel 
oder  das  im  Auge  Behalten  desselben).  Nur  der  werdenden 
Linie  kommt  Richtung  zu,  doch  schreiben  wir  sie  auch  der 
gewordenen  zu.     Das  sei  psychologisch  zu  erklären. 

Der  Gedanke,  dafs  eigentlich  nur  der  werdenden  Linie 
Richtung  zukomme,^)  —  und  dann  selbstverständlich  auch  nur 
eine  —  hat  auf  den  ersten  Anblick  etwas  sehr  Bestechendes, 
kann  aber  doch  nur  bei  der  ganz  äufserlichen  Auffassung 
direkter  Bewegung  von  Materie  bestehen.  Gerade  der  Hin- 
weis auf  die  Psychologie  mufste  dazu  führen,  diese  Ansicht 
zu  modifizieren.  Bei  genauer  Erörterung  ergiebt  sich  doch, 
dafs  wir  nicht  einen  sich  bewegenden  Punkt  annehmen  dürfen, 
sondern  eine  Reihe  von  verschiedenen  Punkten,  eine  Punkt- 
reihe, deren  Träger  dann,  wenn  wir  sie  in  ihrer  Gesamtheit 
zusammenfassen,  eine  Linie  ist.  Schon  bei  der  Zusammen- 
fassung eines  Minimums  von  verschiedenen  Punkten  aber,  d.  li. 
bei  zwei  Punkten,  resultiert  der  Begriff  Richtung,  ja  in  diesem 
Falle  haben  wir  ihn  in  seiner  ganzen  Reinheit.  Der  folgende 
Satz  bestätigt,  nach  unserer  Ansicht,  die  eben  gegebenen  Aus- 
führungen. 

Jede  Linie  hat  doppelte  Richtung.  Die  Wahl  derselben 
ist  rein  willkürlich,  subjektiv.  Daher  erfordert  auch  die  Rich- 
tung notwendig  ein  Subjekt,  Lage  und  Länge  dagegen  hat 
die  Linie  auch  ohne  Subjekt. 

„Das  Ziel  soll  aber  nicht  blofs  ausgewählt  und  während 


^)  „RichtuDg  ist  nur  vorhanden  bei  Bewegung."   Bolze  in  H.  Z.  [[ 
p.  334.  — -  Vergl.  ferner  H.  Z.  III  p.  120. 
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der  Bewegung  fixiert,  sondern  es  soll  auch  erreicht  wer- 
den/^ Es  liegt  also  in  der  Bewegung  auch  das  Streben 
nach  dem  Ziele  und  das  erklärt  auch,  ,,dafs  die  Richtung 
in  der  Geraden,  d.  h.  in  dem  kürzesten  Wege  zur  Er- 
scheinung kommt/'  Denn  jede  Kraft  Wirkung  unterliegt  dem 
Beharrungsgesetze;  dieses  aber  erlaubt  dem  Bewegten  nicht, 
ein  neues  Ziel  zu  wählen,  wodurch  die  Fixierung  des  ersten 
Zieles  gestört  und  eine  Verzögerung  in  der  Bewegung  be- 
wirkt werden  würde.  Das  Wesen  der  geraden  Linie 
wurzelt  in  dem  Beharrungsgesetz."^) 

Als  das  wichtigste  der  drei  Momente  bezeichnet  H.  die 
Fixierung  des  Zieles.    Er  fährt  dann  fort: 

„Aus  dem  Vorstehenden  folgt  zunächst,  dafs  Bichtung 
kein  Grofsenbegriff  ist  Denn  die  Wahl  und  Fixierung 
eines  Räumlichen  ist  weder  der  Vermehrung  noch  der  Ver- 
minderung {&hig,  (Richtungen  lassen  sich  weder  addieren, 
noch  substrahieren  etc.)  Man  kann  deshalb  auch  nicht  sagen: 
„Diese  Richtung  ist  grofser  (kleiner)  als  jene"."*) 

Erst  durch  Einmischung  des  Zeitbegriffes  käme  man  auf 
die  Geschwindigkeit  und  so  dazu,  die  Richtung  als  intensive 
Grofse  anzusehen,  die  sie  doch  nicht  sei;  denn  man  könne 
nicht  von  einer  stärkeren  oder  schwächeren  Richtung  sprechen. 
„Sie  ist  vielmehr  eine  rein  räumliche  Qualität  oder  eine 
Modalität  der  Bewegung  und  als  solche  gegen  Grofse  yoUig 
indifferent."  H.  bejaht  dann  unbedingt  die  Frage,  ob  Rich- 
tung der  Veränderung  fähig  sei  oder  nicht,*)   wobei  er  die 


^)  Dem  gegenüber  möchten  wir  noch  einmal  auf  das  von  uns  oben 
ausgesprochene  psychologische  Gesetz  von  dem  Minimum  psychischer 
Arbeit  bei  der  Erfassung  zweier  Punkte  hinweisen,  das  uns  eine  natür- 
lichere ErkliVrung  zu  bieten  scheint,  als  das  Beharrungsgesetz.  Die 
Natur  arbeitet  immer  mit  einem  Minimum  von  Kraft,  dies  Gesetz  gilt 
allgemein. 

*)  Man  vergl.  unsere  Ausführungen  am  Anfang  dieses  Eapitels. 

^)  Ich  kann  meine  Richtung  ändern  (man  sagfc  auch  wohl  die 
Richtung  ändern),  aber  man  meint  damit  eine  neue  andere  Richtung 
resp.  ein  anderes  Ziel  wählen.  Eine  Richtung  an  sich  läfst  sich  nicht 
ändern.  Indem  das  Subjekt  einen  Punkt  in  einer  bestimmten  Richtung 
bewegt  denkt,  kann  es  dieser  Bewegung  Einhalt  thun  und  dann  ihn  in 
einer   andern  Richtung  bewegt  denken,   wofflr   man  kurz  aber  &lsch 
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Frage  erörtert,  wodurch  die  Richtungen  nicht  geändert  werden 
können.  Er  kommt  dabei  auf  die  Äquivalenz  verschiedener 
Ziele  zu  sprecheD,  auf  das  Vor-  und  Hintereinanderliegen  von 
Punkten^  das  Decken  oder  Verdecken.  (Gemeint  ist  hier  jeden- 
fallsy  dafs  die  Gerade  in  gewisser  Lage  unserem  Äuge  als 
Punkt  erscheint.) 

Nach  diesen  Erörterungen  heilst  es:  ^^Wodurch  wird  nun 
aber  die  Richtung  geändert?  Durch  nichts  anderes  als  durch 
Wahl  und  Fixierung  eines  neuen  Zieles.'' 

Und  weiter  führt  Hofi&nann  nun  auS;  dafs  ein  bewegter 
Punkt  nur  eine  Richtung  haben  kann,  verschiedene  Richtungen 
dagegen  nur  nach  einander  annehmen  kann. 

Hiermit  aber  widerspricht  sich  der  Verfasser  selbst,  denn 
hierin  liegt  ja  doch,  dafs  nicht  die  Richtung  geändert  wird, 
sondern  dafs  wir  mit  der  Veränderung  des  Zieles  eine  neue 
Richtung  einschlagen.  Richtung  selbst  ist  einer  Veränderung 
durchaus  unzugänglich;  so  wenig  wie  sie  einer  Vergrofserung 
oder  Verkleinerung  fähig  ist,  so  wenig  ist  sie  überhaupt  ver- 
änderlich. 

Auf  die  weiteren  Ausführungen  Hoffmanns  werden  wir 
im  dritten  Kapitel  noch  näher  eingehen. 

Von  weiteren  hierher  gehörigen  Artikeln  der  Hoffmann- 
schen  Zeitschrift  verdienen  noch  folgende  erwähnt  zu  werden. 

Bd.  L  p.  235  sagt  Kober  (Über  die  Definitionen  der 
geometr.  Grundbegriffe)  : 

ffier  Begriff  ^^gerade^'  kann  und  braucht  nicht  erklärt  zu 
werden:  er  föllt  zusammen  mit  dem  Begriffe  y^Richtung'V' 

,,Soll  eine  bestimmte  gerade  Linie  fixiert  werden,  so  ist 
aufser  der  Richtung  noch  ein  Punkt  nötig:  Eine  gerade  Linie 
ist  bestimmt  durch  einen  Punkt  und  die  Richtung.  —  Die 
Richtung  kann  durch  einen  (zweiten)  Punkt  (als  Ziel  der 
Richtung)  ersetzt  werden.'' 

Aus  dem  zweiten  Aufsatze  geht  hervor,  dafs  Gerade  und 

Bagt,  man  habe  die  Bichtnug  geändert.  Man  vergl.  meine  AusfShrangen 
Bd.  I  p.  308  lind  den  Artikel  Bewegung  im  fünften  Kapitel.  Linden- 
thal äalaert  sich  in  seiner  schon  erwähnten  Rezension  hierüber  folgender- 
mafsen:  „Auf  den  ersten  Anblick  unrichtig,  in  der  That  aber  sehr 
treffend  ist,  was  der  Verf.  auf^Seite  308  sagt.'^ 
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Richtung  nicht  zusammenfallen  und  zum  Schlufs  kommt  Kober 
zu  dem  nämlichen  Resultat  wie  wir,  dafs  die  Richtung  eben 
in  dem  Setzen  eines  zweiten  Punktes  besteht. 

Der  zu  Eobers  Aufsatz  in  Beziehung  stehende  Cialas  in 
Bd.  II  der  H.  Z.  ist  schon  in  Bd.  I  p.  301  erwähnt. 

Auch  Beckers  Aufsatz  in  H.  Z.  Bd.  II  p.  89—97  be- 
schäftigt  sich  mit  dem  Begriff  Richtung:  ,,Einer  Linie  als 
Raumgebilde  kommt  eine  Stellung,  nicht  aber  eine  Rich- 
tung zu.  Diese  ist  ein  Merkmal  der  Bewegung  oder  anderer 
Thätigkeiten.  Das  Auge  sieht  einen  Gegenstand  in  einer 
bestimmten  Richtung,  und  ein  bewegter  Punkt,  der  von  einer 
bestimmten  Stelle  aus  immer  in  derselben  Richtung  gesehen 
wird,  bewegt  sich  mit  unveränderter  Richtung.  Die  Bahn 
aber,  welche  dabei  jeder  einzelne  seiner  Punkte  durchläuft/) 
hat  eine  bestimmte  Stellung  und  nicht  eine  Richtung/' 

Eober  nimmt  noch  einmal  das  Wort  in  dieser  Sache  in 
Bd.  III  p.  535,  weist  besonders  Verwechslung  von  Ziel  und 
Richtung^)  zurück,  erklärt  sich  gegen  die  Auffassung,  als  ob 
nur  der  werdenden  Linie  eine  Richtung  zukomme,  nicht 
aber  der  gewordenen^  und  bekämpft  schliefslich  Beckers  eben 
zitierte  Worte. 

Im  21.  Bd.  der  H.  Z.  spricht  sich  der  Herausgeber  noch 
einmal  über  den  Begriff  Richtung  aus,  indem  er  wesentlich 
seine  früheren  Erörterungen  rekapituliert.  Die  betreffende 
Stelle  —  Seite  252  —  lautet:  „Der  Begriff  Richtung  er- 
fordert einen  psychischen  Bewegungsprozefs  in  unserer 
Vorstellung.  Er  ist  gebunden  an  die  Gerade  mit  einem  Ur- 
sprung und  einem  Ziel.  Richtung  ist  nicht  zu  denken  ohne 
die  Vorstellung  einer  Bewegung  in  einer  Geraden  vom  Ur- 
sprung nach  dem  Ziel;  aber  selbst  wenn  die  wirkliche  oder 
die  psychische  Bewegung  nicht  zu  Stande  kommt,  so  ist 
wenigstens  das  Streben,  das  Ziel  zu  erreichen,  vorhanden. 
Man  kann  daher  auch  kurz  und  bündig  definieren:  Richtung 
ist  Streben  nach  dem  Ziel/' 


^)  Nicht  recht  klar. 

*)  Bolze,  H,  Z.  Bd.  II  p.  334. 

^)  Man  vergl.  meine  obigen  Aasfahrungen  za  üofi'manns  Aafaatz. 
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Am  Schlufs  des  Artikels  wird  des  Aufsatzes  gedacht:  Die 
Richtung  eiuer  geraden  Linie  als  mathematische  Gröfse  be- 
trachtet. Ein  Beitrag  zur  Elementargeometrie  von  Dr.  Adrian 
zu  Stavenhagen,  der  im  Zeutralorgan  f.  d.  J.  d.  Realschul- 
wesens;  Bd.  18 ,  Seite  228^  abgedruckt  ist. 

Es  heiTst  darin:  „Gewohnlich  wird  das  Wort  Richtung  in 
der  Plauimetrie  ohne  Definition  gebraucht  Von  unserem  Ge- 
sichtspunkte aus  aber  brauchen  wir  eine  ganz  genaue  Defini- 
tion. Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir  die  Richtung  einer 
Geraden  als  Fundamentalricbtung  fest.^'  Die  wunderlichste  Er- 
klärung^ die  man  sich  ausdenken  kann,  die  vor  allem  an  dem 
logischen  Grundfehler  leidet,  dafs  der  zu  erklärende  Begriff  in 
der  Erklärung  selbst  wieder  verwendet  wird. 

Eine  eigenartige  Erklärung  findet  sich  in  dem  Aufsatz: 
Die  Wichtigkeit  einer  richtigen  Auffassung  von  Thibauts  Be- 
weis der  Summe  der  Dreieckswinkel  für  die  gesamte  Ele- 
mentar-Geometrie  und  besonders  für  die  Theorie  der  Parallelen 
von  Dr.  th.  F.  H.  Ger  mar  (Grunerts  Archiv,  Bd.  15,  p.  361). 
Es  heifst  dort:  „Das  Wort  Richtung  ist  nämlich  von  der  Be- 
wegung des  Auges  hergenommen  und  bezeichnet  diejenige 
Stellung  desselben,  in  welcher  es  den  kleinsten  Gegenstand 
am  deutlichsten  sieht.  Kann  nun  eine  Linie  entweder  durch 
ihre  eigene  oder  des  Auges  Bewegung  in  eine  solche  Stelle 
kommen,  dafs  in  der  Richtung  desselben  alle  Elemente  der 
Linie  in  einen  Punkt  zusammenzufallen  scheinen  oder  sich 
decken,  so  hat  sie  in  allen  ihren  Elementen  die  nämliche 
Richtung  wie  die  Richtung  des  Auges,  also  einerlei  Richtung. 
Dies  erhellet  auch  schon  aus  der  Art,  wie  die  gerade  Linie 
praktisch  geprüft  wird." 

Wenn  auch  diese  Ausfuhrungen  manches  Unklare  ent< 
halten  —  ich  meine  da  vor  allen  Dingen  die  Worte:  die 
Stellung  des  Auges,  in  welcher  es  den  kleinsten  Gegenstand 
am  deutlichsten  sieht  — ,  so  läfst  sich  doch  dem  darin  liegen- 
den Grundgedanken  eine  gewisse  Berechtigung  nicht  ab- 
sprechen; besonders  ist  die  Erklärung  von  einerlei  Richtung 
(nach  dem  Grundsatze,  sind  zwei  Dinge  mit  einem  dritten 
äquivalent,  so  sind  sie  es  auch  untereinander)  recht  be- 
achtenswert.    Für  unsere  Betrachtungen  ist  das  Wesentliche 
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die  Zurückführung  des  Begriffes  Richtung  auf  den  physischen 
Vorgang  der  Augenstellnng. 

Im  49.  Bande  von  Grunerts  Archiv  p.  178  findet  sich 
ferner  ein  hierher  gehöriger  Aufsatz  von  L.  v.  Pfeil,  Zur 
Theorie  der  geraden  Linie,  dem  wir  folgendes  entnehmen: 

„Gerade  bezeichnet,  nach  dem  völlig  korrekten  Sprach- 
gebrauches die  ünveränderlichkeit  einer  Richtung;  gerade  ist 
also  an  sich  selbst  schon  ein  zusammengesetzter  Begriff,  ent- 
haltend Richtung  und  deren  Unveränderlichkeif 

„Der  Begriff  Richtung  und  der  Begriff  Linie  sind  ganz 
gewifs  verschiedene.  Li  der  Linie  liegt  der  Begriff  der  Länge, 
in  der  Richtung  nicht/^ 

„Es  ist  nicht  notwendig,  die  Richtung  durch  eine  ge- 
rade Linie  auszudrücken;  bekanntlich  bedient  man  sich  dazu 
auch  des  Kreisbogens.'' 

„Grofse  und  Richtung  sind  einfache  Begriffe/' 

Hierzu  bemerkt  der  Verfasser  in  einer  Anmerkung: 
„Wollte  man  Richtung  erklären,  etwa  durch  die  gerade 
Linie,  so  erklärte  man  das  Einfache  durch  das  Zusammen- 
gesetzte. Jedermann  weifs,  auch  ohne  die  unmögliche 
Erklärung,  dafs  eine  Bewegung,  etwa  das  Ziehen  eines 
Kreises,  in  irgend  einer  Richtung  erfolgt,  ohne  doch  dabei 
an  die  gerade  Linie  zu  denken." 

Wir  selbst  haben  folgendes  diesen  Ausführungen  hinzu- 
zufügen. 

Wir  stimmen  mit  dem  Verfasser  darin  überein,  dafs  wir 
den  Begriff  der  Geraden  in  doppelter  Beziehung  auffassen, 
qualitativ  und  quantitativ;  Richtung  und  Abstand  (Länge) 
vereinigen  sich  in  der  Geraden.  Der  Begriff  der  Richtung, 
den  V.  Pfeil  als  einen  einfachen  bezeichnet,  ist  nach  unserer 
Ansicht  ein  Begriff  a  priori,  das  a  priori  in  dem  Sinne  ge- 
nommen, in  dem  wir  es  am  Anfange  dieses  Kapitels  geschildert 
haben.  Richtung  ist  vor  der  Geraden  da,  sofort  mit  dem  Setzen 
zweier  Punkte.  Dagegen  möchten  wir  statt  Ünveränderlich- 
keit sagen:  Beibehaltung  derselben  Richtung,  da  nach  unseren 
obigen  Ausführungen  „Richtung  überhaupt"  unveränderlich  ist. 
^^  ferner  den  erweiterten  Gebrauch  des  Wortes  Richtung 

'fft  (z.  B.  beim  Ziehen  eines  Kreises  resp.  der  Bewegung 
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auf  einer  krammen  Linie);  so  haben  wir  es  dabei  eben  nicht 
mehr  mit  dem  reinen  Begriff  zu  thun:  wir  dürfen  also  diesen 
Sprachgebrauch  bei  der  Erörterung  des  Begriffes  selbst  nicht 
in  Betracht  ziehen.  Dafs  übrigens  die  Begriffe  Gerade  und 
Richtung  nicht  identifiziert  werden  dürfen^  dafür  möchten  wir 
noch  folgendes  ausführen.  Von  der  Geraden  kann  man  ein 
Stück  —  eine  Strecke  —  nehmen,  von  der  Richtung  nicht;  ^)  Rich- 
tung ist  immer  etwas  Unteilbares,  Ganzes.  Eine  Strecke  können 
wir  verlängern;  etwas  Ahnliches  giebt  es  von  der  Richtung  nicht. 
Wir  sprechen  ferner  von  entgegengesetzten  Richtungen;  kann 
man  aber  etwa  von  entgegengesetzten  Geraden  sprechen? 


Eant;  Von  dem  ersten  Grunde  des  Unterschiedes  der 
Gegenden  im  Räume.  —  1768. 

y;Denn  die  Lagen  der  Teile  des  Raumes  in  Beziehung  auf- 
einander setzen  die  Gegend  voraus,  nach  welcher  sie  in  solchem 
Verhältnis  geordnet  sind,  und  im  abgezogensten  Verstände  be- 
steht die  Gegend  nicht  in  der  Beziehung  eines  Dinges  im 
Räume  auf  das  andere,  welches  eigentlich  der  Begriff  der 
Lage  ist,  sondern  in  dem  Verhältnis  des  Systems  dieser  Lagen 
zu  dem  absoluten  Welträume.''^) 


')  Es  ist  undenkbar,  Richtung  quantitativ  aufzufassen. 

')  Eant  geht  in  dieser  AbhandluDg  yon  dem  Begriff  der  Gegend 
aus,  YOn  dem  er  leider  eine  uns  nicht  befriedigende  Erklärung  giebt. 
Nach  unserer  Ansicht  kann  der  Begriff  der  Gegend  erst  mit  Hilfe  des 
Begriffes  Richtung  erkl&rt  werden:  Gegend  ist  bestimmte  Richtung. 
(Was  ferner  den  allgemeinen  Gebrauch  dieses  Wortes  angeht,  so  ist  er 
ein  schwankender  zum  Teil  irdisch,  zum  Teil  auf  den  allgemeinen  Welten- 
raum bezogen.  Insoferu  wir  das  Wort  Gegend  auf  der  Erde  gebrauchen, 
ist  es  eingeschränkt  durch  die  Beschaffenheit  der  Erdoberfläche.)  Nach 
den  weiteren  Worten  fafst  Kant  unter  „Lage"  das  zusammen,  was  wir 
als  Richtung  und  Abstand  gesondert  betrachten,  indem  er  die  Lage  als 
die  Beziehung  eines  Dinges  im  Räume  auf  das  andere  bezeichnet.  Es 
ist  also  offenbar,  dafs  der  Begriff  Richtung,  wie  wir  ihn  darstellen,  dem 
der  Lage  Torausgeht  —  jedenfalls  ein  einfacher  Begriff  gegenüber  dem 
zusammengesetzten  der  Lage  ist.  Wenn  nun  Kant  die  Gegend  wiederum 
als  das  Verhältnis  des  Systems  der  Lagen  gegen  den  allgemeinen  Welten- 
raum bezeichnet,  so  kommt  er  damit  zu  einem  noch  zusammengesetzteren 
Begriffe,  der  sich  von  dem  reinen,  einfachen  Begriffe  der  Richtung 
wesentlich  unterscheidet. 
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Bolzano,  Betrachtungeu  über  einige  GegenstaDde  der 
Elementargeomeirie.  —  Prag  1804. 

§  6.  y;Da  ein  Punkt  für  sich  allein  betrachtet  nichts 
Unterscheidbares  bietet . , .,  so  ist  der  einfachste  Gegenstand 
der  geometrischen  Betrachtung  ein  System  zweier  Punkte. 
Aus  einem  solchen  Zugleichdenken  zweier  Punkte  ent- 
springen   gewisse    Prädikate    (Begriffe)    I.    Entfernung; 

II.  Richtung.^0  . 

Schweins,  System  der  Geometrie.  —  Göttingen  1808. 

p.  4:  yyDas  Erste,  was  bei  Linien  in  Betrachtung  kommt, 
ist  ihre  Richtung.  Denken  wir  die  Linie  nur  nach  einer 
einzigen  bestimmten  Richtung  hin,  so  haben  wir  die  gerade 
. . .  Linie.*' 

p.  5:  „DaS;  was  bei  einer  Linie  in  Untersuchung  ge- 
zogen werden  kann,  ist  ihre  Richtung  und  Gröfse.    Ein  Punkt 

*)  Wir  haben  auf  diese  Stelle  schon  am  Anfang  dieses  Kapitels 
hingewiesen.  Bolzano  geht  anf  die  Natur  der  beiden  Prädikate  (Be- 
griffe) nicht  nfther  ein,  aber  aus  den  Worten:  „Aus  einem  solchen  Za- 
gleichdenken zweier  Punkte  entspringen",  sowie  daraus,  dafs  er  auf 
die  beiden  Prädikate  nicht  weiter  eingeht,  kann  man  wohl  mit  Recht 
schliefscn,  dafs  auch  Bolzano  die  in  Frage  stehenden  Begriffe  als  ur- 
sprüngliche auffafst,  hinter  die  ein  weiteres  Zurückgehen  nicht  möglich 
ist.  Ich  glaube  auch  kaum,  dafs  im  Ernst  jemand  dieser  Ansicht  nicht 
zustimmt:  es  wird  sich  nur  empfehlen,  das  Wort  „apriori**  zu  ver- 
meiden,  da  es  bei  vielen,  wie  es  scheint,  in  argem  Mifskredit  steht. 
Wie  in  der  Chemie  für  unser  menschliches  Erkennen  gewisse  Grund- 
stoffe (einfache  Stoffe,  Elemente)  existieren  —  von  denen  jederzeit  er- 
wartet werden  kann,  dafs  sie  noch  weiterer  Zerlegung  fähig  sind  — ,  so 
müssen  wir  auch  bei  dem  hier  behandelten  Gegenstande  gewisse  Begriffe 
als  einfache,  ursprüngliche  anerkennen,  deren  Analyse  dem  menschlichen 
Geiste  zur  Zeit  nicht  möglich  ist  (ob  in  der  Zukunft,  diese  Frage  ge- 
hört nicht  hierher).  Ob  wir  nun  diese  ursprünglichen,  einfachen  Vor- 
stellungen als  apriorische  bezeichnen  oder  anders,  das  ist  meiner 
Meinung  nach  doch  nur  von  untergeordnetem  Werte,  aber  für  die  all- 
gemeine Diskussion  ist  es  doch  bequem,  eine  derartige  Bezeichnung  su 
haben.  Wenn  ein  Rezensent  (des  I.  Bandes)  Vorstellungen  a  priori  Wunder 
nennt,  so  läfst  sich  dem  eben  doch  nur  entgegenhalten,  dafs  es  für 
unser  Erkennen  Grenzen  giebt,  jenseits  deren  für  uns  das  Wunder  oder 
das  Apriori  liegt.  Fafst  man  das  Apriori  in  der  oben  von  uns  dar- 
gestellten Weise  auf,  so,  meine  ich,  müfste  es  doch  als  berechtigt  an- 
erkannt werden. 
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ist  nicht  hinreichend,  um  ihre  Kichtang  zu  bestimmen,  denn 
durch  ihn  können  unendlich  viele  Linien  gehen,  wovon  jede 
eine  andere  Richtung  hat.  Ein  zweiter  Punkt  in  dieser  Linie 
unterscheidet  aber  diese  Linie  von  jeder  anderen.^)  Zwei 
Punkte  bestimmen  also  die  Richtung  einer  Linie." 


Develey,  E.,  Anfangsgründe  der  Geometrie  in  einer 
natürlichen  Ordnung  und  nach  einem  durchaus  neuen  Plane.  — 
Deutsch  von  Deyhle.  —  Stuttgart  1818. 

Nach  einer  längeren  Ausführung  über  die  Gerade  heifst 
es  p.  9: 

„Dieses  angenommen,  so  wollen  wir  in  dem  Räume  einen 
Punkt  und  eine  unbestimmte  gerade  Linie,  die  durch  diesen 
Punkt  geht,  betrachten;  diese  gerade  Linie  wird  um  diesen 
Punkt,  den  man  als  fest  annimmt,  nach  allen  erdenklichen 
Seiten  sich  drehen  können;  in  ihrer  Bewegung  wird  sie  also 
einen  anderen  festen  Punkt  antreffen  können,  der  in  einer 
gröfseren  oder  kleineren  Entfernung  vom  ersten  willkürlich 
angenommen  wird;  dann  wird  diese  unbestimmte  gerade  Linie, 
wenn  man  sie  durch  diese  zwei  unbeweglichen  Punkte  gehen 
und  hierauf  anhalten  läfst,  ihre  Lage  im  Räume  nicht  mehr 
ändern  können."*) 

„Betrachtet  man  aber  die  verschiedenen  Lagen  dieser  ge- 
raden Linie,  indem  sie  sich  um  den  ersten  Punkt  drehte,  als 
wenn  sie  eben  so  viele  verschiedene  gerade  Linien  bildete,*) 
so  wird  man  einsehen,  dafs  alle  diese  Linien  im  Augenblicke, 
wo  sie  den  zweiten  Punkt  treffen,  zusammenfallen  und  nur 
eine  und  eben  dieselbe  gerade  Linie  bilden;  denn  diese  ver- 
schiedenen Geraden  sind  nur  eine  einzige  Gerade  in  ver- 
schiedenen Lagen,  und  unter  allen  diesen  Lagen  hat  eine 
einzige  durch  den  zweiten  Punkt  eine  bestimmte  Richtung." 


Thibaut,    Grundrifs    der    reinen    Mathematik.    —    Göt- 
tingen 1822. 

*)  Das   gilt  doch  nnr  von  den  geraden  Linien.    Ebenso  gilt  der 
folgende  Satz  nnr  von  der  Geraden. 

^  Ganz  dieselben  Besultate,  als  wenn  wir  von  zwei  Punkten  ausgehen. 
^)  Was  der  eigentlich  richtige  Gedanke  ist. 

Schotten,  der  planimetr.  Unterricht.    IL  2 
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wird  er  meist  stillschweigend  vorausgesetzt  als  unmittelbar 
klar  (nicht  erklärbar)  oder  nicht  erklärungsbedOrftig.  Das 
Einzige,  was  die  Erörterungen  dieses  Begriffes  gemeinsam 
haben ;  ist  seine  Unzertrennbarkeit  von  dem  Begriffe  der 
Geraden." 

Hoffmann  giebt  dann  eine  Zusammenstellung^)  von  Er- 
örterungen f,6hue  jeden  kritischen  Kommentar^^  Interessant 
ist,  dafs  weder  Euklid  noch  Legendre,  weder  Herbart  noch 
KlOgel  (Wörterbuch)  für  nötig  halten,  den  Begriff  zu  erklären. 
An  diese  Auslese  schliefst  sich  dann  die  Darstellung  von 
Hoffmanns  eigener  Ansicht,  in  der  er  zu  zeigen  versucht,  dafs 
der  Richtungsbegriff  ganz  klar  ist  und  dafs  er  doch  sich 
einer  Definition  nicht  entzieht. 

„Richtung  setzt  voraus  ein  Ziel  und  einen  Aus- 
gangspunkt." 

Hoffmann  kommt  so  auf  Bewegung,  Bewegbares  und 
Kraft  als  Ursache  der  Bewegung.  Während,  durchaus  richtig, 
von  der  Kraft  abstrahiert  wird,  geht  H.  auf  die  andern 
Punkte  näher  ein.  Dabei  kommt  er  zu  dem  richtigen  Resul- 
tat, dafs  jeder  Raumteil  ewig  an  einer  Stelle  bleibt  und  dafs 
einzig  und  allein  die  Materie  bewegbar  ist.  Der  Raum  er- 
möglicht nur  die  Bewegung.  Denkt  man  sich  nun  ein 
Stoffteilchen  bewegt,  so  mufs  noch  bevor  es  seine  Ruhelage 
verläfst,  um  an  sein  Ziel  zu  gelangen,  schon  eine  Auswahl 
unter  den  unzählig  vielen  Zielpunkten  getroffen  sein.  Diese 
Auswahl  fufst  bei  wirklicher  Bewegung  auf  der  bewegenden 
Kraft,  bei  der  idealen  Bewegung  auf  dem  Willen  des  be- 
trachtenden Subjekts. 

In  der  Auswahl  des  Zieles  liegt   der  Keim  dessen,  was 


*)  Die  zitierten  Autoren  sind  fialtzer,  B.  Becker,  J.  C.  Becker, 
FreseniuB,  Fries,  Helmes,  Eamblj,  Eober,  E.  Miiller,  J.  Müller,  T.  Müller, 
Ohm,  Recknagel,  Reidt,  Riecke,  Schlömilcb,  Snell,  J.  Steiner,  Thibaut, 
Trendelenburg,  Manritias.  Aus  der  Arbeit  von  Mauritius  (Osterpro- 
gramm,  Coburg  1870)  wird  sehr  ausführlich  zitiert.  Als  wichtigsten  Satz 
möchte  ich  hier  folgenden  wiedergeben:  „Die  Richtung  ist  weder  eine 
Qualität  noch  eine  Quantität,  sondern  ein  Begriff,  welcher  cur  Drehung 
in  demselben  Verhältnis  steht,  wie  der  Punkt  zur  Linie.  Auch  irrt  man, 
wenn  man  der  Geraden  als  solcher  eine  Richtung  zuschreibt.** 


-     9     — 

wir  Richtung  nennen,  daher  Richtung  vor  Linie.  Dies 
scheint  uns  mit  unserer  Ansicht  völh'g  übereinzustimmen, 
wenn  auch  der  Wortlaut  ein  anderer  ist.  Was  nämlich  ist 
die  Auswahl  des  Zieles  denn  anderes,  als  das  Setzen  eines 
zweiten  Punktes?  Also  auch  Hoffmann  kommt  zu  dem  Re- 
sultat, dafs  mit  dem  Setzen  zweier  Punkte  Richtung  gegeben 
ist,  wenn  er  auch  sagt,  dafs  nur  der  Keim  dessen,  was  wir 
Richtung  nennen,  in  der  Auswahl  des  Zieles  d.  h.  dem  Setzen 
des  zweiten  Punktes  liege. 

Als  zweites  Moment  kommt  hinzu  die  Fixierung  des 
Zieles  während  der  Bewegung  (dauernder  Hinblick  aufs  Ziel 
oder  das  im  Auge  Behalten  desselben).  Nur  der  werdenden 
Linie  kommt  Richtung  zu,  doch  schreiben  wir  sie  auch  der 
gewordenen  zu.     Das  sei  psychologisch  zu  erklären. 

Der  Gedanke,  dafs  eigentlich  nur  der  werdenden  Linie 
Richtung  zukomme,^)  —  und  dann  selbstverständlich  auch  nur 
eine  —  hat  auf  den  ersten  Anblick  etwas  sehr  Bestechendes, 
kann  aber  doch  nur  bei  der  ganz  äufserlichen  Auffassung 
direkter  Bewegung  von  Materie  bestehen.  Gerade  der  Hin- 
weis auf  die  Psychologie  mufste  dazu  führen,  diese  Ansicht 
zu  modifizieren.  Bei  genauer  Erörterung  ergiebt  sich  doch, 
dafs  wir  nicht  einen  sich  bewegenden  Punkt  annehmen  dürfen, 
sondern  eine  Reihe  von  verschiedenen  Punkten,  eine  Punkt- 
reihe, deren  Träger  dann,  wenn  wir  sie  in  ihrer  Gesamtheit 
zusammenfassen,  eine  Linie  ist.  Schon  bei  der  Zusammen- 
fassung eines  Minimums  von  verschiedenen  Punkten  aber,  d.  h. 
bei  zwei  Punkten,  resultiert  der  Begriff  Richtung,  ja  in  diesem 
Falle  haben  wir  ihn  in  seiner  ganzen  Reinheit.  Der  folgende 
Satz  bestätigt,  nach  unserer  Ansicht,  die  eben  gegebenen  Aus- 
führungen. 

Jede  Linie  hat  doppelte  Richtung.  Die  Wahl  derselben 
ist  rein  willkürlich,  subjektiv.  Daher  erfordert  auch  die  Rich- 
tung notwendig  ein  Subjekt,  Lage  und  Länge  dagegen  hat 
die  Linie  auch  ohne  Subjekt. 

,,Das  Ziel  soll  aber  nicht  blofs  ausgewählt  und  während 

^)  ,,Bichtuog  ist  nur  vorhanden  bei  Bewegung."  Bolze  in  H.  Z.  [[ 
p.  334.  —  Vergl.  ferner  H.  Z.  III  p.  120. 


/ 
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der  Bewegung  fixiert^  sondern  es  soll  auch  erreicht  wer- 
den/^ Es  liegt  also  in  der  Bewegung  auch  das  Streben 
nach  dem  Ziele  und  das  erklärt  auch^  ^^dafs  die  Richtung 
in  der  Geraden,  d.  h.  in  dem  kürzesten  Wege  zur  Er- 
scheinung kommt/'  Denn  jede  Eraftwirkung  unterliegt  dem 
Beharrungsgesetze;  dieses  aber  erlaubt  dem  Bewegten  nicht, 
ein  neues  Ziel  zu  wählen,  wodurch  die  Fixierung  des  ersten 
Zieles  gestört  und  eine  Verzögerung  in  der  Bewegung  be- 
wirkt werden  würde.  Das  Wesen  der  geraden  Linie 
wurzelt  in  dem  Beharrungsgesetz/'^) 

Als  das  wichtigste  der  drei  Momente  bezeichnet  H.  die 
Fixierung  des  Zieles.    Er  fährt  dann  fort: 

„Aus  dem  Vorstehenden  folgt  zunächst,  dafs  Richtung 
kein  Grofsenbegriff  ist  Denn  die  Wahl  und  Fixierung 
eines  Räumlichen  ist  weder  der  Vermehrung  noch  der  Ver- 
minderung fähig.  (Richtungen  lassen  sich  weder  addieren, 
noch  substrahieren  etc.)  Man  kann  deshalb  auch  nicht  sagen: 
„Diese  Richtung  ist  grofser  (kleiner)  als  jene'V^ 

Erst  durch  Einmischung  des  Zeitbegriffes  käme  man  auf 
die  Geschwindigkeit  und  so  dazu,  die  Richtung  als  intensive 
Gröfse  anzusehen,  die  sie  doch  nicht  sei;  denn  man  könne 
nicht  von  einer  stärkeren  oder  schwächeren  Richtung  sprechen. 
„Sie  ist  vielmehr  eine  rein  räumliche  Qualität  oder  eine 
Modalität  der  Bewegung  und  als  solche  gegen  Grofse  völlig 
indifferent.'^  H.  bejaht  dann  unbedingt  die  Frage,  ob  Rich- 
tung der  Veränderung  fähig  sei  oder  nicht,*)   wobei  er  die 


^)  Dem  gegenüber  möchten  wir  noch  einmal  auf  das  von  uns  oben 
aasgesprochene  psychologische  Gesetz  von  dem  Minimum  psychischer 
Arbeit  bei  der  Erfassung  zweier  Punkte  hinweisen,  das  uns  eine  natür- 
lichere Erklärung  zu  bieten  scheint,  als  das  Beharmngsgesetz.  Die 
Natur  arbeitet  immer  mit  einem  Minimum  TOn  Kraft,  dies  Gesetz  gilt 
allgemein. 

*)  Man  vergl.  unsere  Ausfahrungen  am  Anfang  dieses  Kapitels. 

^  Ich  kann  meine  Richtung  ändern  (man  sagt  anch  wohl  die 
Richtung  ändern),  aber  man  meint  damit  eine  neue  andere  Richtung 
resp.  ein  anderes  Ziel  wilhlen.  Eine  Richtung  an  sich  läfst  sich  nicht 
ändern.  Indem  das  Subjekt  einen  Punkt  in  einer  bestimmten  Richtung 
bewegt  denkt,  kann  es  dieser  Bewegung  Einhalt  thun  und  dann  ihn  in 
einer   andern  Richtung  bewegt  denken,   wofür   man  kurz  aber  falsch 


\ 
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Frage  erörtert,  wodurcli  die  Richtungen  nicht  geändert  werden 
können.  Er  kommt  dabei  auf  die  Äquivalenz  verschiedener 
Ziele  za  sprechen;  auf  das  Vor-  und  Hintereinanderliegen  von 
Punkten^  das  Decken  oder  Verdecken.  (Gemeint  ist  hier  jeden- 
falls;  dafs  die  Gerade  in  gewisser  Lage  unserem  Auge  als 
Punkt  erscheint.) 

Nach  diesen  Erörterungen  heilst  es:  ^Wodurch  wird  nun 
aber  die  Richtung  geändert?  Durch  nichts  anderes  als  durch 
Wahl  imd  Fixierung  eines  neuen  Zieles." 

Und  weiter  führt  Hofihiann  nun  aus,  dafs  ein  bewegter 
Punkt  nur  eine  Richtung  haben  kann,  verschiedene  Richtungen 
dagegen  nur  nach  einander  annehmen  kann. 

Hiermit  aber  widerspricht  sich  der  Verfasser  selbst,  denn 
hierin  liegt  ja  doch,  dafs  nicht  die  Richtung  geändert  wird, 
sondern  dafs  wir  mit  der  Veränderung  des  Zieles  eine  neue 
Richtung  einschlagen.  Richtung  selbst  ist  einer  Veränderung 
durchaus  unzugänglich;  so  wenig  wie  sie  einer  Vergrofserung 
oder  Verkleinerung  fähig  ist,  so  wenig  ist  sie  überhaupt  ver- 
änderlich. 

Auf  die  weiteren  Ausführungen  Hoffmanns  werden  wir 
im  dritten  Kapitel  noch  näher  eingehen. 

Von  weiteren  hierher  gehörigen  Artikeln  der  HofiTmann- 
schen  Zeitschrift  verdienen  noch  folgende  erwähnt  zu  werden. 

Bd.  L  p.  235  sagt  Eober  (Über  die  Definitionen  der 
geometr.  Grundbegriffe): 

„Der  Begriff  ,;gerade^'  kann  und  braucht  nicht  erklärt  zu 
werden:  er  föUt  zusammen  mit  dem  Begriffe  „Richtung'^' 

,,SolI  eine  bestimmte  gerade  Linie  fixiert  werden,  so  ist 
aafser  der  Richtung  noch  ein  Punkt  notig:  Eine  gerade  Linie 
ist  bestimmt  durch  einen  Punkt  und  die  Richtung.  —  Die 
Richtung  kann  durch  einen  (zweiten)  Punkt  (als  Ziel  der 
Richtung)  ersetzt  werden." 

Aas  dem  zweiten  Aufsatze  geht  hervor,  dafs  Gerade  und 

sagt,  man  habe  die  Hicbtung  geändert.  Man  yergl.  meine  Aiisführungen 
Bd.  I  p.  308  und  den  Artikel  Bewegung  im  fünften  Kapitel.  Linden- 
thal äalaert  sich  in  seiner  schon  erwähnten  Rezension  hierüber  folgender- 
malsen:  „Auf  den  ersten  Anblick  anrichtig,  in  der  That  aber  sehr 
treffend  ist,  was  der  Verf.  anf^Seite  308  sagt.'^ 


i 
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Richtung  nicht  zusammenfallen  und  zum  Schlafs  kommt  Kober 
zu  dem  nämlichen  Resultat  wie  wir,  dafs  die  Richtung  eben 
in  dem  Setzen  eines  zweiten  Punktes  besteht. 

Der  zu  Kobers  Aufsatz  in  Beziehung  stehende  Cialas  in 
Bd.  II  der  H.  Z.  ist  schon  in  Bd.  I  p.  301  erwähnt. 

Auch  Beckers  Aufsatz  in  H.  Z.  Bd.  II  p.  89 — 97  be- 
schäftigt sich  mit  dem  Begriff  Richtung:  „Einer  Linie  als 
Raumgebilde  kommt  eine  Stellung,  nicht  aber  eine  Rich- 
tung zu.  Diese  ist  ein  Merkmal  der  Bewegung  oder  anderer 
Thätigkeiten.  Das  Auge  sieht  einen  Gegenstand  in  einer 
bestimmten  Richtung^  und  ein  bewegter  Punkt,  der  von  einer 
bestimmten  Stelle  aus  immer  in  derselben  Richtung  gesehen 
wird,  bewegt  sich  mit  unveränderter  Richtung.  Die  Bahn 
aber,  welche  dabei  jeder  einzelne  seiner  Punkte  durchläuft,^) 
hat  eine  bestimmte  Stellung  und  nicht  eine  Richtung/' 

Kober  nimmt  noch  einmal  das  Wort  in  dieser  Sache  in 
Bd.  III  p.  535;  weist  besonders  Verwechslung  von  Ziel  and 
Richtung^)  zurück,  erklärt  sich  gegen  die  Auffassung,  als  ob 
nur  der  werdenden  Linie  eine  Richtung  zukomme,  nicht 
aber  der  gewordenen')  und  bekämpft  schliefslich  Beckers  eben 
zitierte  Worte. 

Im  21.  Bd.  der  H.  Z.  spricht  sich  der  Herausgeber  noch 
einmal  über  den  Begriff  Richtung  aus,  indem  er  wesentlich 
seine  früheren  Erörterungen  rekapituliert.  Die  betreffende 
Stelle  —  Seite  252  —  lautet:  „Der  Begriff  Richtung  er- 
fordert einen  psychischen  Bewegungsprozefs  in  unserer 
Vorstellung.  Er  ist  gebunden  an  die  Gerade  mit  einem  Ur- 
sprung und  einem  Ziel.  Richtung  ist  nicht  zu  denken  ohne 
die  Vorstellung  einer  Bewegung  in  einer  Geraden  vom  Ur- 
sprung nach  dem  Ziel;  aber  selbst  wenn  die  wirkliche  oder 
die  psychische  Bewegung  nicht  zu  Stande  kommt,  so  ist 
wenigstens  das  Streben,  das  Ziel  zu  erreichen,  vorhanden. 
Man  kann  daher  auch  kurz  und  bündig  deßnieren:  Richtung 
ist  Streben  nach  dem  Ziel/' 


^)  Nicht  recht  klar. 

*)  Bolze,  H.  Z.  Bd.  II  p.  334. 

^)  Man  vergl.  meine  obigen  AusführUDg^n  zu  üolfmanns  Aafsatz. 
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Am  Schlufs  des  Artikels  wird  des  Aufsatzes  gedacht:  Die 
Richtung  einer  geraden  Linie  als  mathematische  Gröfse  be- 
trachtet. Ein  Beitrag  zur  Eiementargeometrie  von  Dr.  Adrian 
zu  Stavenhagen,  der  im  Zentralorgan  f.  d.  J.  d.  Realschul- 
wesens, Bd.  18;  Seite  228,  abgedruckt  ist. 

Es  heiTst  darin:  „Gewohnlich  wird  das  Wort  Richtung  in 
der  Planimetrie  ohne  Definition  gebraucht.  Von  unserem  Ge- 
sichtspunkte aus  aber  brauchen  wir  eine  ganz  genaue  Defini- 
tion. Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir  die  Richtung  einer 
Geraden  als  Fundamentalrichtung  fest.^'  Die  wunderlichste  Er- 
klärung;  die  ma;n  sich  ausdenken  kann,  die  vor  allem  an  dem 
logischen  Grundfehler  leidet^  dals  der  zu  erklärende  Begriff  in 
der  Erklärung  selbst  wieder  verwendet  wird. 

Eine  eigenartige  Erklärung  findet  sich  in  dem  Aufsatz: 
Die  Wichtigkeit  einer  richtigen  Auffassung  von  Thibauts  Be- 
weis der  Summe  der  Dreieckswinkel  für  die  gesamte  Ele- 
mentar-Geometrie  und  besonders  für  die  Theorie  der  Parallelen 
von  Dr.  th.  F.  H.  Germar  (Grunerts  Archiv,  Bd.  15,  p.  361). 
£s  heifst  dort:  ,,Das  Wort  Richtung  ist  nämlich  von  der  Be- 
wegung des  Auges  hergenommen  und  bezeichnet  diejenige 
Stellung  desselben,  in  welcher  es  den  kleinsten  Gegenstand 
am  deutlichsten  sieht.  Kann  nun  eine  Linie  entweder  durch 
ihre  eigene  oder  des  Auges  Bewegung  in  eine  solche  Stelle 
kommen,  dafs  in  der  Richtung  desselben  alle  Elemente  der 
Linie  in  einen  Punkt  zusammenzufallen  scheinen  oder  sich 
decken,  so  hat  sie  in  allen  ihren  Elementen  die  nämliche 
Richtung  wie  die  Richtung  des  Auges,  also  einerlei  Richtung. 
Dies  erhellet  auch  schon  aus  der  Art,  wie  die  gerade  Linie 
praktisch  geprüft  wird." 

Wenn  auch  diese  Ausführungen  manches  Unklare  ent- 
halten —  ich  meine  da  vor  allen  Dingen  die  Worte:  die 
Stellung  des  Auges,  in  welcher  es  den  kleinsten  Gegenstand 
am  deutlichsten  sieht  — ,  so  läfst  sich  doch  dem  darin  liegen- 
den Grundgedanken  eine  gewisse  Berechtigung  nicht  ab- 
sprechen; besonders  ist  die  Erklärung  von  einerlei  Richtung 
(nach  dem  Grundsatze,  sind  zwei  Dinge  mit  einem  dritten 
äquivalent,  so  sind  sie  es  auch  untereinander)  recht  be- 
achtenswert.    Für  unsere  Betrachtungen  ist  das  Wesentliche 
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die  ZurQckfOlirniig  des  Begriffes  Bichtung  auf  den  physischen 
Vorgang  der  AngensteÜnng. 

Im  49.  Bande  tob  Grunerts  Archiv  p.  178  findet  sich 
ferner  ein  hierher  gehöriger  Aufsatz  von  L.  t.  Pfeil,  Zur 
Theorie  der  geraden  Linie,  dem  wir  folgendes  entnehmen: 

„Gerade  bezeichnet,  nach  dem  völlig  korrekten  Sprach- 
gebranche,  die  Unveränderlichkeit  einer  Richtung;  gerade  ist 
also  an  sich  selbst  schon  ein  Eusammengesetzter  Begriff,  ent- 
haltend Richtung  und  deren  Unveränderlicbkeit" 

„Der  Begriff  Richtung  und  der  Begriff  Linie  sind  gans 
gewifs  verschiedene.  In  der  Linie  liegt  der  Begriff  der  Länge, 
in  der  Richtung  nicht" 

„Es  ist  nicht  notwendig,  die  Richtung  durch  eine  ge- 
rade Linie  auszudrücken;  bekanntlich  bedient  man  sich  dazu 
auch  des  Kreisbogens." 

„GrÖfse  und  Richtung  sind  einfache  Begriffe." 

Hierzu  bemerkt  der  Verfasser  in  einer  Anmerkung: 
„Wollte  man  Richtung  erklären,  etwa  durch  die  gerade 
Linie,  so  erklärte  man  das  Einfache  durch  das  Zusammen- 
gesetzte. Jedermann  weifs,  auch  ohne  die  unmögliche 
Erktänmg,  dafa  eine  Bewegung,  etwa  das  Ziehen  eines 
Kreises,  in  irgend  einer  Richtung  erfolgt,  ohne  doch  dabei 
an  die  gerade  Linie  zu  denken." 

Wir  selbst  haben  folgendes  diesen  Ausführungen  hinzu- 
zufügen. 

Wir  stimmen  mit  dem  Verfasser  darin  flberein,  dafs  wir 
den  Begriff  der  Greradeu  in  doppelter  Beziehung  auffassen, 
qualitativ  und  quantitativ;  Richtung  und  abstand  (Länge) 
vereinigen  sich  in  der  Geraden.  Der  Begriff  der  Richtung, 
den  V.  Ffeil  als  einen  einfachen  bezeichnet,  ist  nach  unserer 
Ansicht  ein  Begriff  a  priori,  das  a  priori  in  dem  Sinne  ge- 
nouitijun,  in  dem  wir  es  am  Anfange  dieses  Kapitels  geschildert 
haben.  Richtung  ist  vor  der  Geraden  da,  sofort  mit  dem  Setzen 
zweier  Punkte.  Dagegen  möchten  wir  statt  Dnvei^derlich- 
keit  laugen:  Beibehaltung  derselben  Richtung,  da  nach  unseren 
obigen  Ausfahrungen  „Richtung  überhaupt"  unveränderlich  ist. 
Was  lerner  den  erweiterten  Gebrauch  des  Wortes  Richtnng 
't   (z.  B.  beim  Ziehen  eines  Kreises  resp,  der  Bewegung 


auf  einer  krnmmen  Linie),  so  haben  wir  es  dabei  eben  nicht 
mehr  mit  dem  reinen  Begriff  zu  thun:  wir  dürfen  also  diesen 
Sprachgebrauch  bei  der  Erörterung  des  Begriffes  selbst  nicht 
in  Betracht  ziehen.  Dafs  übrigens  die  Begriffe  Gerade  und 
Richtung  nicht  identifiziert  werden  dürfen,  dafür  möchten  wir 
noch  folgendes  ausfahren.  Von  der  Geraden  kann  man  ein 
Stück  —  eine  Strecke  —  nehmen,  von  der  Richtung  nicht;  ^)  Rich- 
tung ist  immer  etwas  Unteilbares,  Ganzes.  Eine  Strecke  können 
wir  yerlängem,  etwas  Ahnliches  giebt  es  Yon  der  Richtung  nicht. 
Wir  sprechen  ferner  yon  entgegengesetzten  Richtungen;  kann 
man  aber  etwa  von  entgegengesetzten  Geraden  sprechen? 


Kant,  Yon  dem  ersten  Grunde  des  Unterschiedes  der 
Gegenden  im  Räume.  —  1768. 

y,Denn  die  Lagen  der  Teile  des  Raumes  in  Beziehung  auf- 
einander setzen  die  Gegend  voraus,  nach  welcher  sie  in  solchem 
Verhältnis  geordnet  sind,  und  im  abgezogensten  Verstände  be- 
steht die  Gegend  nicht  in  der  Beziehung  eines  Dinges  im 
Räume  auf  das  andere,  welches  eigentlich  der  Begriff  der 
Lage  ist,  sondern  in  dem  Verhältnis  des  Systems  dieser  Lagen 
zu  dem  absoluten  Welträume.''^) 


')  Es  ist  undenkbar,  Richtung  quantitativ  aufzafassen. 

^  Kant  geht  in  dieser  Abhandlung  von  dem  Begriff  der  Gegend 
ans,  von  dem  er  leider  eine  uns  nicht  befriedigende  Erklärung  giebt. 
Nach  unserer  Ansicht  kann  der  Begriff  der  Gegend  erst  mit  Hilfe  des 
Begriffes  Richtung  erkl&rt  werden:  Gegend  ist  bestimmte  Richtung. 
(Was  ferner  den  allgemeinen  Gebrauch  dieses  Wortes  angeht,  so  ist  er 
ein  schwankender  zum  Teil  irdisch,  zum  Teil  auf  den  allgemeinen  Welten- 
raum bezogen.  Insofern  wir  das  Wort  Gegend  auf  der  Erde  gebrauchen, 
ist  68  eingeschränkt  durch  die  Beschaffenheit  der  Erdoberfläche.)  Nach 
den  weiteren  Worten  fafst  Kant  unter  „Lage"  das  zusammen,  was  wir 
als  Richtung  und  Abstand  gesondert  betrachten,  indem  er  die  Lage  als 
die  Beziehung  eines  Dinges  im  Räume  auf  das  andere  bezeichnet.  Es 
ist  also  offenbar,  dafs  der  Begriff  Richtung,  wie  wir  ihn  darstellen,  dem 
der  Lage  vorausgeht  —  jedenfalls  ein  einfacher  Begriff  gegenüber  dem 
zusammengesetzten  der  Lage  ist.  Wenn  nun  Kant  die  Gegend  wiederum 
als  das  Verhältnis  des  Systems  der  Lagen  gegen  den  allgemeinen  Welten- 
räum  bezeichnet,  so  kommt  er  damit  zu  einem  noch  zusammengesetzteren 
Begriffe,  der  sich  von  dem  reinen,  einfachen  Begriffe  der  Richtung 
wesentlich  unterscheidet. 
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Bolzauo^  Betrachtuugeu  über  einige  Gegenstände  der 
Elementargeometrie.  —  Prag  1804. 

§  6.  yyDa  ein  Punkt  für  sich  allein  betrachtet  nichts 
Unterscheidbares  bietet . .  .,  so  ist  der  einfachste  Gegenstand 
der  geometrischen  Betrachtung  ein  System  zweier  Punkte. 
Aus  einem  solchen  Zugleichdenken  zweier  Punkte  ent- 
springen gewisse  Prädikate  (Begriffe)  I.  Entfernung; 
IL  Richtung."^)  

Schweins,  System  der  Geometrie.  —  Göttingen  1808. 

p.  4:  „Das  Erste,  was  bei  Linien  in  Betrachtung  kommt, 
ist  ihre  Richtung.  Denken  wir  die  Linie  nur  nach  einer 
einzigen  bestimmten  Richtung  hin,  so  haben  wir  die  gerade 
. . .  Linie.'' 

p.  5:  „Das,  was  bei  einer  Linie  in  Untersuchung  ge- 
zogen werden  kann,  ist  ihre  Richtung  und  Grofse.    Ein  Punkt 

*)  Wir  haben  aaf  diese  Stelle  schon  am  Anfang  dieses  Kapitels 
hingewiesen.     Bolzano  geht  auf  die  Natur  der  beiden  Prädikate  (Be- 
griffe) nicht  nfther  ein,  aber  aus  den  Worten:  ,,An8  einem  solchen  Zn- 
gleichdenken  zweier  Punkte  entspringen",  sowie  daraus,  daf^s  er  auf 
die  beiden  Prädikate  nicht  weiter  eingeht,  kann  man  wohl  mit  Recht 
schliefsen,  dafs  auch  Bolzano  die  in  Frage  stehenden  Begriffe  als  ur- 
sprüngliche auffafst,  hinter  die  ein  weiteres  Zurückgehen  nicht  möglich 
ist.    Ich  glaube  auch  kaum,  dafs  im  Ernst  jemand  dieser  Ansicht  nicht 
zustimmt:   es   wird   sich   nur   empfehlen,   das  Wort  „apriori"  zu  ver- 
meiden, da  es  bei  vielen,  wie  es  scheint,  in  argem  Mifskredit  steht. 
Wie  in  der  Chemie  für  unser  menschliches  Erkennen  gewisse  Grand- 
stoffe (einfache  Stoffe,  Elemente)  existieren  —  von  denen  jederzeit  er- 
wartet werden  kann,  dafs  sie  noch  weiterer  Zerlegung  (ahig  sind  — ,  so 
müssen  wir  auch  bei  dem  hier  behandelten  Gegenstande  gewisse  Begriffe 
als  einfache,  ursprüngliche  anerkennen,  deren  Analyse  dem  menschlichen 
Geiste  zur  Zeit  nicht  möglich  ist  (ob  in  der  Zukunft,  diese  Frage  ge- 
hört nicht  hierher).     Ob  wir  nun  diese  ursprünglichen,  einfachen  Vor- 
stellungen   als    apriorische    bezeichnen    oder    anders,    das   ist   meiner 
Meinung  nach  doch  nur  von  untergeordnetem  Werte,  aber  für  die  all- 
gemeine Diskussion  ist  es  doch  bequem,  eine  derartige  Bezeichnung  zu 
haben.    Wenn  ein  Rezensent  (des  I.  Bandes)  Vorstellangen  a  priori  Wunder 
nennt,    so  läfst  sich  dem  eben  doch  nur  entgegenhalten,   dafs  es  für 
unser  Erkennen  Grenzen  giebt,  jenseits  deren  für  uns  das  Wunder  oder 
das  A priori   liegt.     Fafst   man  das  Apriori  in  der  oben  von  uns  dar- 
gestellten Weise  auf,  so,  meine  ich,  müfste  es  doch  als  berechtigt  an- 
erkannt werden. 


—     17     - 

ist  nicht  hinreicheDcl,  um  ihre  Kichtang  zu  bestimmen,  denn 
darch  ihn  können  unendlich  viele  Linien  gehen,  wovon  jede 
eine  andere  Richtung  hat.  Ein  zweiter  Punkt  in  dieser  Linie 
unterscheidet  aber  diese  Linie  von  jeder  anderen.^)  Zwei 
Punkte  bestimmen  also  die  Richtung  einer  Linie/' 


Develey,  E.,  Anfangsgründe  der  Geometrie  in  einer 
natürlichen  Ordnung  und  nach  einem  durchaus  neuen  Plane.  — 
Deutsch  von  Deyhle.  —  Stuttgart  1818. 

Nach  einer  längeren  Ausführung  über  die  Gerade  heifst 
es  p.  9: 

,,Dieses  angenommen,  so  wollen  wir  in  dem  Räume  einen 
Punkt  und  eine  unbestimmte  gerade  Linie,  die  durch  diesen 
Punkt  geht,  betrachten;  diese  gerade  Linie  wird  um  diesen 
Punkt,  den  man  als  fest  annimmt,  nach  allen  erdenklichen 
Seiten  sich  drehen  können;  in  ihrer  Bewegung  wird  sie  also 
einen  anderen  festen  Punkt  antreffen  können,  der  in  einer 
gröfseren  oder  kleineren  Entfernung  vom  ersten  willkürlich 
angenommen  wird;  dann  wird  diese  unbestimmte  gerade  Linie, 
wenn  man  sie  durch  diese  zwei  unbeweglichen  Punkte  gehen 
und  hierauf  anhalten  läfst,  ihre  Lage  im  Räume  nicht  mehr 
andern  können."*) 

„Betrachtet  man  aber  die  verschiedenen  Lagen  dieser  ge- 
raden Linie,  indem  sie  sich  um  den  ersten  Punkt  drehte,  als 
wenn  sie  eben  so  viele  verschiedene  gerade  Linien  bildete,*) 
so  wird  man  einsehen,  dafs  alle  diese  Linien  im  Augenblicke, 
wo  sie  den  zweiten  Punkt  treffen,  zusammenfallen  und  nur 
eine  und  eben  dieselbe  gerade  Linie  bilden;  denn  diese  ver* 
schiedenen  Geraden  sind  nur  eine  einzige  Gerade  in  ver- 
schiedenen Lagen,  und  unter  allen  diesen  Lagen  hat  eine 
einzige  durch  den  zweiten  Punkt  eine  bestimmte  Richtung." 


Thibaut,    Grundrifs    der    reinen    Mathematik.    —    Göt- 
tingen 1822. 

')  Das   gilt  doch  nur  von  den  geraden  Linien.    Ebenso  gilt  der 
folgende  Satz  nnr  von  der  Geraden. 

>)  Ganz  dieselben  Besnltate,  als  wenn  wir  von  zwei  Punkten  ausgehen. 
^)  Was  der  eigentlich  richtige  Gedanke  ist. 

Schotten,  der  planimetr.  Unterriclit.    IL  2 
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Richtung  bewegen:  niemand  wird  zweifelhaft  sein^  was 
darunter  zu  verstehen  ist,  selbst  wenn  man  sagte,  sich  auf 
einem  Kreise  von  einem  Punkte  zu  einem  andern  in  be- 
stimmter Richtung  bewegen,  es  ist  aber  festzuhalten,  dafs  wir 
es  hier  nicht  mehr  mit  dem  reinen  Begriff  Richtung  zu  thun 
haben,  wie  er  sich  psychologisch  bei  dem  Setzen  zweier 
Punkte  ergiebt.^) 

Es  wird  aber  nicht  überflüssig  sein,  darauf  hinzuweisen, 
dafs  die  oben  angestellten  Erörterungen  ganz  allgemein  gültig 


^)  Ich  darf  nicht  unerwähnt  lassen,  dafs  meiner  AnfiPassuDg  des 
Begriffes  Bichtong  Widerspruch  erwachsen  ist.  So  heifst  es  in  der  Re- 
zension des  ersten  Bandes,  die  Em  est  Lindenthal  in  der  Zeitschrift 
für  das  Bealschalwesen  XYI.  Jahrgang,  Hefb  11,  yerOffentlicht  hat:  „Im 
Gegenteile  kommt  man  zum  Begriffe  der  Geraden  erst  durch  die  Er- 
arbeitung der  Zwillingsbegriffe  „gerade**  und  „krumm"  .'*  Sowie  wir 
nicht  Terstünden,  was  „hell**  ist,  wenn  alle  Gegenstände  gleich  hell  be- 
leuchtet wären,  ebenso  wenig  könnten  wir  den  Begriff  „Gerade**  ge- 
winnen, wenn  es  blofs  gerade  Linien  gäbe.  Daneben  bleibt  freilich 
wahr,  dafs  der  Begriff  „Gerade**  so  einfach  ist,  dafs  er  durch  andere 
Begriffe  nicht  erläutert  werden  kann.  Die  zwei  ersten  Begriffe  (Rich- 
tung und  Abstand)  bezeichnet  der  Verfasser  als  unmittelbare  Grund- 
begriffe a  priori  und  sagt:  „Setzen  wir  im  Gedanken  zwei  Punkte,  so 
ist  damit  sofort  auch  Richtung  und  Abstand  gesetzt.**  Das  ist  nicht 
richtig;  denn  mit  Hilfe  zweier  Punkte  allein  kommen  wir  niemals  zum 
Begriffe  Richtung,  wohl  aber  mit  Hilfe  dreier  Geraden,  von  welchen 
die  erste  und  zweite  dieselbe  Richtung,  die  erste  und  dritte  aber 
Terschiedene  Richtungen  haben.  Der  Begriff  „Gerade**  geht  also  dem 
Begriffe  „Richtung**  yoraus,  nicht  aber  umgekehrt.  Gäbe  es  in  dieser 
Welt  blofs  Gerade  einer  und  derselben  Richtung  oder,  wie  der  Verfasser 
sagen  würde ,  Ton  ähnlicher  Richtung,  so  wüfsten  wir  nicht,  was  über- 
haupt Richtung  ist.'* 

Meine  Ausführungen  haben  gezeigt,  dafs  ich  mich  dieser  Ansicht 
nicht  anzuschliefsen  vermag.  Man  vergl.  übrigens  das  Zitat  aus  Max 
Simons  Programm  arbeit.  Geradezu  entgegentreten  aber  muis  ich  dem 
folgenden  Satze  der  erwähnten  Besprechung:  „Richtung  überhaupt**  und 
„bestimmte  Richtung**  sind  als  Begriffe  ebenso  nur  einmal  vorhanden 
wie  etwa  der  Begriff  „die  Eins**. 

Das  ist  ganz  entschieden  nicht  richtig.  „Richtung  überhaupt*'  ist 
allerdings  nur  einmal  vorhanden,  es  handelt  sich  hier  eben  um  den 
Uügriff  Richtung;  „bestimmte  Richtung**  aber  ist  eine  konkrete  An- 
wendung und  deshalb  unzählig,  so  dafs  es  auch  besser  heüsen  müfste 
„bestimmte  Richtungen**. 
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sind,  nämlich  im  Räume,  nicht  eingeschränkt  durch  den  Be- 
griff irgend  einer  Fläche  oder  Linie;  käme  diese  letztere  Be- 
dingung hinzu,  so  sind  Ebene  und  Gerade  diejenige  Fläche 
resp.  Linie,  in  denen  der  Begriff  Richtung  sich  mit  dem  all- 
gemein gültigen  deckt  ^)  —  in  jeder  anderen  Fläche  (Linie) 
aber  hat  er  eine  besondere  Bedeutung.  So  segelt  ein  Schiff 
auf  unserer  Erde  in  einer  bestimmten  Richtung,  aber  hier  hat 
das  Wort  eine  ganz  andere  Bedeutung  als  bei  der  reinen 
Auffassung  der  uimiittelbaren  Relation  zweier  Punkte. 

Auf  die  Seite  307  im  ersten  Bande  angeführten  MiTs- 
brauche  des  Wortes  Richtung  nochmals  einzugehen,  halte  ich 
für  überflüssig;  wohl  niemand,  der  sich  auch  nur  einmal  die 
Mühe  genommen  hat,  sich  den  Begriff  Richtung  klar  zu  machen, 
wird  in  die  dort  erwähnten  Fehler  verfallen,  ja  ich  glaube 
bestimmt,  dafs  auch  im  gewohnlichen  Leben  dieser  Fehler 
nur  vereinzelt  vorkommt,  nämlich  die  Verwechslung  von  Ziel 
und  Richtung.^) 

Was  sich  sonst  noch  über  den  Begriff  Richtung  sagen 
läfst,  wird  sich  ungezwungen  bei  der  Besprechung  der  ein- 
schlägigen Arbeiten  und  der  Kritik  der  Zitate  ergeben.  Zuerst 
mufs  ich  auf  einen  Aufsatz  eingehen,  auf  den  ich  auch  schon 
im  ersten  Bande  p.  307  hingewiesen  habe;  er  rührt  von 
J.  C.  y.  Hoff  mann  her  und  ist  in  seiner  Zeitschrift  Bd.  3  ver- 
öffentlicht. Der  Aufsatz  ist  überschrieben  „Studien  über  geo- 
metrische Grundbegriffe^  und  enthält  unter  I  „den  Begriff  der 
Richtung  und  Verwandtes'^. 

Hoffmann  leitet  den  Artikel  mit  den  Worten  ein:  „Wie 
in  den  meisten  Lehrbüchern  der  Geometrie  die  Untersuchungen 
über  unsere  Raumvorstellungen  und  die  Entwicklung  der  geo- 
metrischen Grundbegriffe  (gleichsam  der  metaphysische  Teil) 
die  schwächste  Seite  ist,  so  wird  ganz  besonders  unter  diesen 
Grundbegriffen  der  Begriff  der  Richtung  vernachlässigt. 
Kaum  erörtert  oder  umschrieben,  geschweige  denn  definiert, 


^)  Es  liefse  sich  hierauf  vielleicht  eine  Definition  von  Ebene  and 
Gerade  gründen. 

*)  Herr  Direktor  Thaer  ist  anderer  Ansicht,  er  schreibt  mir: 
„Ziel^  und  „Bichtong**,  die  Verwechslung  mag  in  Schfilerköpfen  häufiger 
sein  als  man  denkt. 
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wird  er  meist  stillschweigend  vorausgesetzt  als  unmittelbar 
klar  (nicht  erklärbar)  oder  nicht  erklärungsbedürftig.  Das 
Einzige;  was  die  Erörterungen  dieses  Begriffes  gemeinsam 
haben ;  ist  seine  Unzertrennbarkeit  von  dem  Begriffe  der 
Geraden." 

Hoffmann  giebt  dann  eine  Zusammenstellung^)  von  Er- 
örterungen ;;Ohne  jeden  kritischen  Kommentar^^.  Interessant 
ist,  dafs  weder  Euklid  noch  Legendre,  weder  Herbart  noch 
Elügel  (Wörterbuch)  für  nötig  halten,  den  Begriff  zu  erklären. 
An  diese  Auslese  schliefst  sich  dann  die  Darstellung  von 
Hoffmanns  eigener  Ansicht,  in  der  er  zu  zeigen  versucht,  dafs 
der  Richtungsbegriff  ganz  klar  ist  und  dafs  er  doch  sich 
einer  Definition  nicht  entzieht. 

,,Richtung  setzt  voraus  ein  Ziel  und  einen  Aas- 
gangspunkt." 

Hoffmann  kommt  so  auf  Bewegung,  Bewegbares  und 
Kraft  als  Ursache  der  Bewegung.  Während,  durchaus  richtig, 
von  der  Kraft  abstrahiert  wird,  geht  H.  auf  die  andern 
Punkte  näher  ein.  Dabei  kommt  er  zu  dem  richtigen  Resul- 
tat, dafs  jeder  Raumteil  ewig  an  einer  Stelle  bleibt  und  dafs 
einzig  und  allein  die  Materie  bewegbar  ist.  Der  Raum  er- 
möglicht nur  die  Bewegung.  Denkt  man  sich  nun  ein 
Stoffteilchen  bewegt,  so  mufs  noch  bevor  es  seine  Ruhelage 
verläfst,  um  an  sein  Ziel  zu  gelangen,  schon  eine  Auswahl 
unter  den  unzählig  vielen  Zielpunkten  getroffen  sein.  Diese 
Auswahl  fufst  bei  wirklicher  Bewegung  auf  der  bewegenden 
Kraft,  bei  der  idealen  Bewegung  auf  dem  Willen  des  be- 
trachtenden Subjekts. 

In  der  Auswahl  des  Zieles  liegt   der  Keim  dessen,  was 


^)  Die  zitierten  Autoren  sind  Baltzer,  6.  Becker,  J.  C.  Becker, 
Fresenius,  Fries,  Helmes,  Kambly,  Eober,  E.  Müller,  J.  Müller,  T.  Müller, 
Ohm,  Recknagel,  Beidt,  Riecke,  Schlömilcfa,  Snell,  J.  Steiner,  Thibaut, 
Trend elenbur^,  Mauritius.  Aus  der  Arbeit  von  Mauritius  (Osterpro* 
gramm,  Coburg  1870)  wird  sehr  ausführlich  zitiert.  Als  wichtigsten  Satz 
möchte  ich  hier  folgenden  wiedergeben:  „Die  Richtung  ist  weder  eine 
Qualität  noch  eine  Quantität,  sondern  ein  Begriff,  welcher  zur  Drehung 
in  demselben  Verhältnis  steht,  wie  der  Punkt  zur  Linie.  Auch  irrt  man, 
un  man  der  Geraden  als  solcher  eine  Richtung  zuschreibt 
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wir  Richtung  oennen^  daher  Richtung  vor  Linie.  Dies 
scheint  uns  mit  unserer  Ansicht  völlig  übereinzustimmen^ 
wenn  auch  der  Wortlaut  ein  anderer  ist.  Was  nämlich  ist 
die  Auswahl  des  Zieles  denn  anderes^  als  das  Setzen  eines 
zweiten  Punktes?  Also  auch  Hoffmann  kommt  zu  dem  Re- 
sultat;  dafs  mit  dem  Setzen  zweier  Punkte  Richtung  gegeben 
ist,  wenn  er  auch  sagt,  dafs  nur  der  Keim  dessen,  was  wir 
Richtung  nennen,  in  der  Auswahl  des  Zieles  d.  h.  dem  Setzen 
des  zweiten  Punktes  liege. 

Als  zweites  Moment  kommt  hinzu  die  Fixierung  des 
Zieles  während  der  Bewegung  (dauernder  Hinblick  aufs  Ziel 
oder  das  im  Auge  Behalten  desselben).  Nur  der  werdenden 
Linie  kommt  Richtung  zu,  doch  schreiben  wir  sie  auch  der 
gewordenen  zu.     Das  sei  psychologisch  zu  erklären. 

Der  Gedanke,  dafs  eigentlich  nur  der  werdenden  Linie 
Richtung  zukomme,^)  —  und  dann  selbstverständlich  auch  nur 
eine  —  hat  auf  den  ersten  Anblick  etwas  sehr  Bestechendes, 
kann  aber  doch  nur  bei  der  ganz  äufserlichen  Auffassung 
direkter  Bewegung  von  Materie  bestehen.  Gerade  der  Hin- 
weis auf  die  Psychologie  mufste  dazu  führen,  diese  Ansicht 
zu  modifizieren.  Bei  genauer  Erörterung  ergiebt  sich  doch, 
dafs  wir  nicht  einen  sich  bewegenden  Punkt  annehmen  dürfen, 
sondern  eine  Reihe  von  verschiedenen  Punkten,  eine  Punkt- 
reihe, deren  Träger  dann,  wenn  wir  sie  in  ihrer  Gesamtheit 
zusammenfassen,  eine  Linie  ist.  Schon  bei  der  Zusammen- 
fassung eines  Minimums  von  verschiedenen  Punkten  aber,  d.  h. 
bei  zwei  Punkten,  resultiert  der  Begriff  Richtung,  ja  in  diesem 
Falle  haben  wir  ihn  in  seiner  ganzen  Reinheit.  Der  folgende 
Satz  bestätigt,  nach  unserer  Ansicht,  die  eben  gegebenen  Aus- 
führungen. 

Jede  Linie  hat  doppelte  Richtung.  Die  Wahl  derselben 
ist  rein  willkürlich,  subjektiv.  Daher  erfordert  auch  die  Rich- 
tung notwendig  ein  Subjekt,  Lage  und  Länge  dagegen  hat 
die  Linie  auch  ohne  Subjekt. 

„Das  Ziel  soll  aber  nicht  blofs  ausgewählt  und  während 


^)  „BichtuDg  ist  nur  vorhanden  bei  Bewegung."    BoUe  in  H.  Z.  I[ 
p.  334.  —  Vergl.  ferner  H.  Z.  III  p.  120. 
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der  Bewegung  fixiert,  sondern  es  soll  auch  erreicht  wer- 
den/^ Es  liegt  also  in  der  Bewegung  auch  das  Streben 
nach  dem  Ziele  und  das  erklärt  auch,  ^^dafs  die  Richtung 
in  der  Geraden,  d.  h.  in  dem  kürzesten  Wege  zur  Er- 
scheinung kommt/'  Denn  jede  Eraftwirkung  unterliegt  dem 
Beharrungsgesetze;  dieses  aber  erlaubt  dem  Bewegten  nicht, 
ein  neues  Ziel  zu  wählen,  wodurch  die  Fixierung  des  ersten 
Zieles  gestört  und  eine  Verzögerung  in  der  Bewegung  be- 
wirkt werden  würde.  Das  Wesen  der  geraden  Linie 
wurzelt  in  dem  Beharrungsgesetz/^^) 

Als  das  wichtigste  der  drei  Momente  bezeichnet  BL  die 
Fixierung  des  Zieles.    Er  fährt  dann  fort: 

„Aus  dem  Vorstehenden  folgt  zunächst,  dafs  Richtung 
kein  Grofsenbegriff  isi  Denn  die  Wahl  und  Fixierung 
eines  Baumlichen  ist  weder  der  Vermehrung  noch  der  Ver- 
minderung fähig.  (Richtungen  lassen  sich  weder  addieren, 
noch  substrahieren  etc.)  Man  kann  deshalb  auch  nicht  sagen: 
„Diese  Richtung  ist  grofser  (kleiner)  als  jene"."') 

Erst  durch  Einmischung  des  Zeitbegriffes  käme  man  auf 
die  Geschwindigkeit  und  so  dazu,  die  Richtung  als  intensive 
Grofse  anzusehen,  die  sie  doch  nicht  sei;  denn  man  könne 
nicht  von  einer  stärkeren  oder  schwächeren  Richtung  sprechen. 
„Sie  ist  vielmehr  eine  rein  räumliche  Qualität  oder  eine 
Modalität  der  Bewegung  und  als  solche  gegen  Grofse  völlig 
indifferent."  EL  bejaht  dann  unbedingt  die  Frage,  ob  Rich- 
tung der  Veränderung  fähig  sei  oder  nicht,')   wobei  er  die 


^)  Dem  gegenüber  möcbten  wir  noch  einmal  auf  das  von  uns  oben 
ausgesprochene  psychologische  Gesetz  von  dem  Minimum  psychischer 
Arbeit  bei  der  Erfassung  zweier  Punkte  hinweisen,  das  uns  eine  natür- 
lichere Erklärung  zu  bieten  scheint,  als  das  Beharmngsgesetz.  Die 
Natur  arbeitet  immer  mit  einem  Minimum  von  Erafb,  dies  Gesetz  gilt 
allgemein. 

*)  Man  vergl.  unsere  Ausführungen  am  Anfang  dieses  Kapitels. 

')  Ich  kann  meine  Richtung  ändern  (man  sagt  auch  wohl  die 
Richtung  ändern),  aber  man  meint  damit  eine  neue  andere  Richtong 
resp.  ein  anderes  Ziel  wählen.  Eine  Richtung  an  sich  läfst  sich  nicht 
ändern.  Indem  das  Subjekt  einen  Punkt  in  einer  bestimmten  Richtung 
bewegt  denkt,  kann  es  dieser  Bewegung  Einhalt  thun  und  dann  ihn  in 
einer   andern  Richtung  bewegt  denken,   wofür   man  kurz  aber  fidsch 
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Frage  erörtert;  wodurch  die  Richtungen  nicht  geändert  werden 
können.  Er  kommt  dabei  auf  die  Äquivalenz  verschiedener 
Ziele  zu  sprechen,  auf  das  Vor-  und  Hintereinanderliegen  von 
Punkten,,  das  Decken  oder  Verdecken.  (Gemeint  ist  hier  jeden- 
falls, dafs  die  Gerade  in  gewisser  Lage  unserem  Auge  als 
Punkt  erscheint.) 

Nach  diesen  Erörterungen  heilst  es:  „Wodurch  wird  nun 
aber  die  Richtung  geändert?  Durch  nichts  anderes  als  durch 
Wahl  und  Fixierung  eines  neuen  Zieles.^' 

Und  weiter  führt  Hoffinann  nun  aus,  dafs  ein  bewegter 
Punkt  nur  eine  Richtung  haben  kann,  verschiedene  Richtungen 
dagegen  nur  nach  einander  annehmen  kann. 

Hiermit  aber  widerspricht  sich  der  Verfasser  selbst,  denn 
hierin  liegt  ja  doch,  dafs  nicht  die  Richtung  geändert  wird, 
sondern  dafs  wir  mit  der  Veränderung  des  Zieles  eine  neue 
Richtung  einschlagen.  Richtung  selbst  ist  einer  Veränderung 
durchaus  unzugänglich;  so  wenig  wie  sie  einer  Vergröfserung 
oder  Verkleinerung  fähig  ist,  so  wenig  ist  sie  überhaupt  ver- 
änderlich. 

Auf  die  weiteren  Ausführungen  Hoffmanns  werden  wir 
im  dritten  Kapitel  noch  näher  eingehen. 

Von  weiteren  hierher  gehörigen  Artikeln  der  Hoffmann- 
sehen  Zeitschrift  verdienen  noch  folgende  erwähnt  zu  werden. 

Bd.  I.  p.  235  sagt  Eober  (Über  die  Definitionen  der 
geometr.  Grundbegriffe): 

„Der  Begriff  ,;gerade'^  kann  und  braucht  nicht  erklärt  zu 
werden:  er  föllt  zusammen  mit  dem  Begriffe  „Richtung^'/' 

„Soll  eine  bestimmte  gerade  Linie  fixiert  werden,  so  ist 
aufser  der  Richtung  noch  ein  Punkt  nötig:  Eine  gerade  Linie 
ist  bestimmt  durch  einen  Punkt  und  die  Richtung.  —  Die 
Richtung  kann  durch  einen  (zweiten)  Punkt  (als  Ziel  der 
Richtung)  ersetzt  werden.'^ 

Aus  dem  zweiten  Aufsatze  geht  hervor,  dafs  Gerade  und 

sagt,  man  habe  die  Richtung  geändert.  Man  vergl.  meine  Auafühmngen 
Bd.  I  p.  308  und  den  Artikel  Bewegung  im  fünften  Kapitel.  Linden- 
thal äoTaert  sich  in  seiner  schon  erwähnten  Rezension  hierüber  folgender- 
malsen:  „Auf  den  ersten  Anblick  unrichtig,  in  der  That  aber  sehr 
treffend  ist,  was  der  Verf.  anff^Seite  308  sagt.** 
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Zusätze.^)    Jede  Richtung  hat  von  Punkt  zu  Punkt  die- 
selbe Form. 

Alle  Richtungen  sind  unter  sich  kongruent.^) 


Schmitz-Dumont,  Die  mathematischen  Elemente  der 
Erkenntnistheorie.»)  —  Berlin  1878. 

p.  68:  „In  dem  Nacheinander  als  diskursiver  Reihe  lassen 
sich  zwei  verschiedene  Beziehungsformen  der  Einzelglieder  be- 
stimmen; wir  nennen  dieselben  Richtung  der  Reflexion,  des 
Fortschrittes  der  Denkbewegung,  nach  vorwärts  und  nach 
rückwärts.  Diese  beiden  Richtungen  sind  absolut  einander 
entgegengesetzt^ 

p.  70:  ffDer  Richtungsbegriff  hat  in  der  Weise,  wie  er 
hier  gebildet  und  gebraucht  worden,  durchaus  nichts  Räumliches 
an  sich/^ 

p.  269:  „Die  Betrachtung  des  Inhaltes  der  Gebilde  kann 
nun  wiederum  sich  spalten  in: 

a)  eine  solche,  welche  nur  die  äufsern  Beziehungen  .  .  . 
(Gröfse) 

b)  Betrachtung  der  innern  Beziehungen...  Diese  Be- 
trachtung ist  diejenige  des  Nebeneinander;  und  die  innere  Be- 
ziehung, welche  zwischen  den  Elementen  des  Nebeneinander 
möglich  ist,  erhält  dieser  spezifischen  Begriffskombination  ge- 
mäfs  den  spezifischen  Namen  Richtung.''^) 


Krause,  Kant-  und  Helmholtz  etc.  —  Lahr  1878. 

')  Hier  hätte  man  als  ersten  Zusatz  erwarten  dürfen,  dafs  durch 
die  Reihenordnung  zweier  Punkte  die  Ordnung  der  Aufeinanderfolge 
für  alle  Punkte  bestimmt  sei. 

*)  Dieser  Satz  kann  leicht  mifay erstanden  werden;  auch  ist  er  streng 
genommen  nicht  richtig.  Nicht  die  Richtungen  sind  kongruent,  sondern 
deren  anschauliche  Bilder,  die  Geraden. 

')  Man  yergl.  Zeit  und  Raum  etc.  von  "Schmitz-Dumont  (und  die 
Bedeutung  der  PaDgeometrie  von  demselben). 

*)  Die  Unterscheidung  in  äufsere  und  innere  Beziehungen,  als  deren 
Repräsentanten  die  Gröfse  resp.  die  Richtung  hingestellt  werden,  scheint 
uns  gekünstelt.  Auch  ist  absolut  zu  betonen,  dafs  Richtung  ein  räum« 
lieber  Begriff  ist,  der  nur  durch  die  Betrachtung  des  räumlichen  Neben- 
einander von  Punkten  (Elementen)  gebildet  wird. 
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p.  80:  ,^ehmen  wir  als  erstes  Beispiel  die  Begrüfe  von 
den  ÄnschauuDgen  ^^Richtung^';  ^^Lage^',  ^^Stellung'^  im  Oegen- 
satz  zu  y^Linie^;  ^^Fläche^',  ^^Körper^^,  so  findet  man,  dafs  man 
Linien,  Flächen  und  Körper  vergröfsern  und  verkleinem, 
Richtungen  dagegen  nicht  vergröfsern  kann.  Richtungs- 
unterschiede kann  man  vergröfsern,  aber  nicht  Richtungen 
selbst;  diese  kann  man  nur  verändern.^)  Also  kann  der  Be- 
griff der  Anschauung  „Richtung^'  nicht  unter  den  Begriff  der 
Grölse  fallen.  Vielleicht  fallt  er  dann  unter  den  Begriff 
Qualität  oder  Relation.  Nun  ist  die  Beziehung  kenntlich 
daran,  dafs  sie  stets  ein  Zweites  voraussetzt,  damit  sie  statt- 
finden kann,  und  bei  der  Richtung  finden  wir,  dafs  alles  Ge- 
richtete auf  irgend  etwas  gerichtet  sein  müsse,  daher  zur  An- 
gabe der  Richtung  wenigstens  zwei  Punkte  erfordert  werden, 
während  die  Qualität  ein  solches  Zweites  nicht  bedarf;  also 
finden  wir,  dafs  die  Anschauung  Richtung  sich  dem  Begriffe 
der  Beziehung  unterordnen  lasse.")  Die  Richtung  einer  Linie 
wird  durch  ihre  Beziehung  zu  andern  ausdrückbar.'' 


Schlegel,  Lehrbuch  der  elementaren  Mathematik.  — 
Wolfenbüttel  1879. 

p.  7:  „Ein  Punkt  hat  im  Anfange  seiner  Ortsänderung 
die  Auswahl  unter  einer  unbeschränkten  Menge  von  Be- 
wegungen; das  Unterscheidende  dieser  Bewegungen  heiüst  ihre 
Richtung.') 

Behält  der  Punkt  die  zuerst  gewählte  Richtung  bei,  so 


')  Während  wir  mit  dem  ersten  Teile  der  Ausführungen  uns  völlig 
einverstanden  erklären  können,  müssen  wir  diesem  letzten  Satze  wiederum 
entschieden  entgegentreten.  Doch  will  Krause  ja  in  der  Hauptsache 
nur  gegen  die  AufGEissung  des  Richtungsbegriffes  als  eines  quantitativen 
sprechen,  wie  aus  dem  folgenden  „also*'  hervorgeht. 

*)  Mit  vollem  Rechte  fafst  Krause  den  Begriff  Richtung  als  Re- 
lation auf.  Nach  unsem  Ausföhrungen  am  Anfange  dieses  Paragraphen 
wird  man  verstehen,  warum  wir  Relation  und  Qualität  nicht  streng 
geschieden  haben,  sondern  hier  diesen,  dort  jenen  Begriff  verwenden, 
ohne  eine  besondere  Unterscheidung  zu  machen. 

*)  Dieselbe  Erklärung  findet  sich  in  der  Raumlehre.  —  Selbstver* 
ständlich  das  Unterscheidende  nur  in  geometrischem  Sinne  genommen. 

3* 
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heilst  seine  Bewegung^  ein  fach  und  die  von  ihm  beschriebene 
Strecke  gerade.  —  Das  besondere  Merkmal  einer  einfachen 
Bewegung  eines  Punktes  ist  also  ihre  Richtung/' 


Eorneck^  Genetische  Behandlung  des  planimetrischen 
Pensums  der  Quarta.  —  Kempen  1879. 

p.  10:  „Sowie  die  Strecke  als  ein  von  einem  Punkte  be- 
reits zurückgelegter  geradliniger  Weg  von  bestimmter  Länge 
aufgefafst  wird^  kann  man  eine  gerade  Linie  auch  als  einen 
von  einem  bestimmten  Punkte  nach  einem  andern  Punkte  erst 
zurückzulegenden  Weg  von  unbestimmter  Länge  ansehen, 
und  in  dieser  Beziehung  nennen  wir  die  gerade  Linie  Rieh- 

tung.O 

Unter  Richtung  versteht  man  die  von  einem  bestimmten 

Punkte  (Anfangspunkt)  nach  einem  andern  Punkte  (Zielpunkt) 
hinfährende  gerade  Linie  von  unbestimmter  Lange.  ^) 

Da  man  Anfangs-  und  Zielpunkt  einer  Richtung  mit  ein- 
ander vertauschen  kann,  so  enthält  eine  Gerade  zwei  ein- 
ander entgegengesetzte  Richtungen.^ 

Beyersdorff,  Die  Raumvorstellungen.  —  In.  Diss.  Leipzig 
(ohne  Jahr,  wahrscheinlich  um  1880). 

p.  41:  „Ist  die  gerade  Linie  in  der  Anschauung  völlig 
klar^  so  verbindet  sich  mit  ihr  der  Begriff  der  Richtung, 
die  wir  uns  ja  nur  denken  können  als  eine  von  einem  Punkte 
ausgehende  gerade  Linie.'' 


Henrici  und  Treutlein,  Lehrbuch  d.  Elementar- Geo- 
metrie. —  Leipzig  1881. 

p.  3:  „Wählt  man  auf  einer  Geraden  einen  Punkt  A  als 
Ausgang,  einen  andern  B  als  Ziel  einer  Bewegung,  so  wird 

^)  Auch  hier  malkte  wiederum  an  Stelle  der  Geraden  der  Strahl 
gesetzt  werden. 

■)  Wir  würden  umgekehrt  sagen:  In  der  von  einem  bestimmten 
Punkte  (Anfangspunkt)  nach  einem  andern  Punkte  (Zielpunkt)  hinföhren- 
den  Linie  kommt  die  Richtung  vom  einen  nach  dem  andern  Punkte  zur 
Anschauung.  Ebenso  die  vom  zweiten  nach  dem  ersten  Punkte.  Daher 
haben  wir  bei  einer  Geraden  zwei  —  und  zwar  einander  entgegen- 
gesetzte —  Richtungen. 
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durch  diese  fortschreitende  Bewegung  eine  Richtung  be- 
stimmt imd  nur  im  Gedanken  an  diese  Bewegung  eines  Punktes 
spricht  man  auch  von  der  Richtung  einer  Geraden.  Da 
aber  Ausgang  und  Ziel  auch  vertauscht  werden  können,  so 
hat  man  in  der  Geraden  einen  Richtungsgegensatz,  einen 
zweifachen  Richtungssinn  oder  zwei  Richtungen  zu  unter- 
scheiden; die  eine  heifst  Gegenrichtung  der  andern/' 


Schindler,  die  Elemente  der  Planimetrie.  —  Berlin  1883. 

p.  6:  ,,Richtung  heifst  die  räumliche  Beziehung  zwischen 
zwei  Punkten.*' 

,yDurch  2  Punkte  sind  stets  zwei  entgegengesetzte  Rich- 
tungen bestimmt.*' 

,,Eine  Richtung  ist  durch  2  Punkte  bestimmt.  Die  Aus- 
dehnung der  Richtung  wird  wie  ein  gestreckter,  gerader  Faden 
wahrgenommen."  ^)  

Hoch,  Lehrbuch  der  eb.  Geometrie.  —  Halle  1884. 

p.  2:  „Ein  Punkt  hat  bei  dem  Beginn  seiner  Bewegung 
die  Auswahl  unter  einer  unendlichen  Menge  von  Bewegungen. 
Das  die  unendlich  vielen  Bewegungen  Unterscheidende  heÜBt 
Richtung.  Die  entgegengesetzte  Richtung  ist  jene,  welche 
angiebt,  wie  man  von  dem  bei  der  Bewegung  erreichten 
Punkte  wieder  zurückkommen  könnte  zum  Ausgangspunkte. 

Von  der  entgegengesetzten  Richtung  wohl  zu  unterscheiden 
ist  die  Bedeutung  der  verschiedenen  Richtung.*' 


Recknagel,  Ebene  Geometrie.  —  München  1885. 

p.  7:  „Unter  Richtung  von  einem  Punkte  1  nach  einem 
Punkte  2  versteht  man  den  von  1  über  2  ins  Unendliche 
gehenden  Strahl.  Von  einem  dritten  Punkte  sagt  man:  „Er 
liegt  in  dieser  Richtung*',  wenn  er  in  dem  eben  definierten 
Strahle  liegt."  

F.  Fischer,  Anfangsgründe  der  Math.  IL  —  Leipzig  1887. 


^)  Während  wir  mit  den  ersten  Sätzen  des  Verfassers  völlig  über- 
einstimmen, scheint  nns  der  Ausdruck  „Ansdehnnng  der  Richtong"  recht 
unglücklich  gewählt. 
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p.  3:  ;,Die  Gerade  ist  durch  zwei  Punkte,  da  sie  ihre 
Richtung  unzweideutig  festsetzen,  YoUkommen  be- 
stimmt/'   

Rausenberger,  Die  Elementargeometrie  etc.  —  Leipzig 
1887. 

p.  8:  „Wahrend  die  erstere  Definition  auf  den  BegriflF 
der  Richtung  zurückgeht,  der  selbst  erst  mit  Hilfe  der  Ge- 
raden festgestellt  werden  kann,  . .  /' 


Beez,  Über  Euklidische  und  Nicht-Euklidische  Geometrie. 
—  Plauen  1888. 

p.  8:  „Um  die  Schwierigkeiten,  welche  sich  einer  Definition 
der  Geraden  entgegenstellen,  zu  heben,  hat  man  in  neuerer 
Zeit  den  Begriff  der  Richtung  zu  Hilfe  genommen  ...  —  Ob 
der  Begriff  Richtung  aber  ein  so  klarer  und  präziser  ist,  dafs 
man  durch  ihn  den  Begriff  Gerade  deutlich  erklären  könne, 
ist  mir  sehr  fraglich.  Wundt  fafst  allerdings  den  Begriff 
Richtung  als  den  allgemeinern,  Gerade  als  den  speziellem, 
Helmholtz  jedoch  umgekehrt  den  der  Geraden  als  den  all- 
gemeinern auf,  da  in  ihm  sich  zwei  entgegengesetzte  Richtungen 
unterscheiden  lassen.''^) 

„Will  man  aber  angeben,  dafs  ein  Punkt  auf  dem  kürzesten 
Wege  sich  nach  einem  andern  Punkte  bewegen  solle,  so  sagt 
man  ausdrücklich,  er  bewegt  sich  in  „gerader  Richtung^'  nach 
demselben.  Also  Richtung  definiert  nicht  die  Gerade,  sondern 
umgekehrt  die  Gerade  eine  bestimmte  Richtung.^' ^) 

„Da  sich  Richtung  nicht  vergrofsem  oder  verkleinern 
läfst,  so  fällt  der  Begriff  Richtung  nicht  unter  die  Kategorie 
„Gröfse'^,  speziell  Raumgröfse,  sondern,  weil  das  Gerichtete  auf 
etwas  gerichtet  sein  mufe,  unter  die  Kategorie  „Relation".''^) 

^)  Beez  spricht  dann  ausführlich  über  den  verschiedenen  Gebrauch 
der  Bichtong:  nördliche  Richtung,  Richtung  des  Uhrzeigers  u.  s.  f.  (da- 
für besser  im  Sinne  des  Uhrzeigers). 

*)  Beez  würde  nicht  auf  diesen  Ausweg,  der  keiner  ist,  verfallen 
sein,  wenn  er  sich  die  Frage  gestellt  hätte,  was  man  wohl  unter 
„schiefer  Richtung"  verstehen  müsse.  „Gerade  Richtung*'  ist  ein  yolks- 
tflmlicher  Pleonasmus,  weiter  nichts;  dieser  Ausdruck  kann  nicht  als  Be- 
weis dafür  angezogen  werden,  dafs  Richtung  durch  Gerade  definiert  werde. 

°)  Hierin  der  innere  Grund  gegen  die  obigen  Bemerkungen  von  Bees. 
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Es  wird  daun  Schlömilchs  Versuch  mit  dem  DorQmigen 
angegeben^  durch  den  auch  die  Priorität  der  Richtung  vor  der 
Geraden  verdeutiicht  wird,  was  B^ez  aber  nicht  anerkennt. 

Schräm  und  Schüssler,  Vorschule  der  Mathematik.  — 
Wien  1889. 

p.  122:  „Von  einem  Punkte  können  uDzählig  viele  Gerade  aus- 
gehen«, alle  diese  Geraden  haben  verschiedene  Richtungen.^' 

Zindler,  Beiträge  zur  Theorie  der  mathematischen  Er- 
kenntnis. —  Wien  1889. 

p.  3:  „Wenn  wir  uns  nach  deir  geometrischen  Grund- 
vorstellungen umsehen,  so  . . .,  sondern  es  giebt  hier  mehrere 
auf  einander  nicht  zurückführbare  und  undefinierbare  Funda- 
mentalvorstellungen. ^)  Als  solche  müssen  z.  B.  die  Rich- 
tung.. .  etc.  angesehen  werden.*^ 

Raschig,  Erkenntnistheoretische  Einleitung  in  die  Geo- 
metrie. —  Schneeberg  1890. 

Auf  Seite  21  wird  gegen  Wundts  (Logik  S.  450  ff.)  De- 
finitionen polemisiert,  wobei  Verfasser  sagt: 

„Dann  ist  der  in  (Definition)  1)  und  4)  auftretende  Be- 
griff der  Richtung  einfacher  auf  den  Begriff  der  Geraden  als 
den  grundlegenden  zu  beziehen.^ 

Seite  31  heüst  es:  ,J)enkt  man  auf  einer  unbegrenzten 
Geraden  einen  beweglichen  Punkt  fortschreitend,  so  dafs  er 
zuerst  nach  dem  Bestimmungspunkt  A  und  dann  nach  dem 
Be$)timmungspunkt  B  gelangt ,  so  fafst  man  hiermit  die  Ge- 
rade als  Richtung  auf  und  zwar  als  die  Bestimmung  der 
Richtung,  in  welcher  vom  Punkte  A  aus  der  Punkt  JB  liegt; 
da  nun  etc....  d.  h.:  Jede  Gerade  bedeutet  zwei  ein- 
ander entgegengesetzte  Richtungen  im  Räume.'' 

V.  Schmidt,  Euklids  11.  Axiom.  —  Moskau  1891. 
p.  9:  „Eine  Linie  kann  bezüglich  gedacht  werden;  eine 
bezüglich  gedachte  Linie  heifst  Richtung.''^) 

^)  VoTstelluDgen  a  priorL 

^  Wir  müssen  o£fen  gestehen,  daSa  uns  der  Sinn  dieser  Erklärung 
nicht  klar  geworden  ist. 
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M.  Simon,  Zu  den  Grundlagen  der  nichireuklidischen  Geo- 
metrie. —  Strafsburg  1891. 

p.  11:  y^Richtung  wird  uns  am  geläufigsten  durch  den 
Blick;  den  Lichtstrahl  und  durch  das  Senkblei,  durchs  Zeigen 
u.  s.  w.  Auch  ohne  Tasten  und  Sehen  würde  der  geotropische 
Nervenreiz  die  senkrechte  Richtung  geben.  Abstand  und 
Richtung,  wie  sie  die  geläufigsten,  sind  sie  auch  vielleicht  die 
tiefstliegenden  Begriffe,  fast  so  tief  wie  die  Kausalität.  Der 
zweite  Punkt  (Ort)  wirkt  durch  sein  blolses  Auftreten  und 
hat  Abstand  und  Richtung  zur  Folge.'^^) 

„Richtung  bedarf. zu  ihrer  Fixierang  zwar  nicht,  wie 
Mauritius  meint,  einer  bestimmten  Geraden,  wohl  aber  einer 
bestimmten  Reihenfolge.  Sie  hängt  auf  das  innigste  mit  dem 
Willensakte,  der  von  1  zu  2  übergehen  läfst,  mit  dem  etwaigen 
Innervationsgefühl  zusammen,  ja  sie  scheint  mit  dem  Willen 
selbst  untrennbar  verbunden  und  nicht  blofs,  weil  Bewegung 
ohne  Richtung  nicht  denkbar,  sondern  in  ihrem  innersten 
Wesen  liegt  eine  Bewegungsempfindung.  Dabei  ist  auch  ein 
gewisses  zeitliches  Moment  zu  betonen;  fasse  ich  zwei  Punkte 
zugleich  auf,  so  erhalte  ich  sofort  den  Abstand,  und  dies  ist 
der  innere  Grund,  weshalb  AB  gleich  BA  ist;  fasse  ich  die 
Punkte  nach  einander  auf,  so  erhalte  ich  die  Richtung,  und 
da  zeitlich  AB  das  Entgegengesetzte  von  BA  ist,  so  giebt 
sich  dieser  Gegensatz  auch  in  der  Richtung  kund/^ 

„Im  Wesen  der  Richtung,  welche  im  Losreifs en  von  1 
und  Übergehen  auf  2  besteht,  liegt  ausschliefslich  die 
Gleichmäßigkeit,  und  wenn  wir  die  Gerade  nicht  hätten,  würde 
kein  Mensch  Anstofs  nehmen,  den  Kreis  eine  Linie  zu  nennen, 
die  in  allen  ihren  Teilen  dieselbe  Richtung  haf 


§  2.    Abstand. 

Während  sich  dem  Begriffe  der  Richtung,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  das  vielfältige  Interesse  der  Geometrie  zugewendet 

^)  Diese  AasführaDgen  stimmen  völlig  mit  den  aosrigen  überein, 
wie  wir  sie  auch  schon  im  ersten  Bande  dieses  Werkes  ausgesprochen 
haben. 
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und  durch  eine  ßeihe  besonderer  Arbeiten  bethätigt  hat,  liegen 
über  den  Schwesterbegriff  Abstand  keine  derartigen  Arbeiten 
vor.  Selbst  in  den  Lehrbüchern  ist  er  meist  mit  Stillschweigen 
übergangen.  Offenbar  hat  man  in  früheren  Zeiten  diesen  Be- 
griff als  einen  quantitativen  einer  Erläuterung  überhaupt  nicht 
für  bedürftig  gehalten.  Abstand  direkt  als  eine  Grölse  angesehen, 
wie  die  Zahlen,  mit  der  sich  ohne  weiteres  operieren  lasse. 
Erst  die  Untersuchungen  der  neuesten  Geometrie  haben  sich 
auch  mit  diesem  Begriffe  beschäftigt,  aber  seltsamerweise  hat 
sich  hier  das  Verhältnis  umgekehrt:  während  die  ursprüng- 
liche Vorstellung  der  Richtung  nicht  angezweifelt  wird,  er- 
ßhrt  dieselbe  Auffassung  des  Begriffes  Abstand  entrüstete 
Zurückweisung.  Da&  gerade  in  der  Beurteilung  dieser  Frage 
das  entscheidende  Moment  für  die  Beurteilung  der  metageo- 
metrischen Deutungen  liege,  werde  ich  an  anderer  Stelle  nach- 
zuweisen suchen.^)  Hier  genügt  es  mit  Bestimmtheit  aus- 
zusprechen, dafs  Richtung  und  Abstand  völlig  gleichwertige 
Begriffe  sind  in  metaphysischer  Hinsicht;  im  selben  Moment, 
wo  der  Begriff  der  Richtung  bei  der  Betrachtung  zweier 
Punkte  zum  BewuTstsein  kommt  (entspringt,  wie  Bolzano 
sagt),  entsteht  auch  der  Begriff  der  kürzesten  Entfernung,^) 


')  Um  die  Entfernung  zweier  Punkte  zu  bestimmen,  legt  F.  Klein  — 
Math.  Annalen  IV  —  eine  gerade  Linie  durch  sie.  Diese  schneidet  die 
Fnndamentalfläche  in  zwei  weiteren  Punkten,  die  mit  den  gegebenen 
ein  gewisses  Doppelverhältnis  besitzen.  Den  mit  einer  willkürlichen, 
aber  fest  gewählten  Eonstanten  c  maltiplizierten  Logarithmus  dieses 
Doppelyerhältnisses  bezeichnet  Klein  als  die  Entfernung  der  beiden 
Punkte.  —  Es  wird  also  die  Gerade  zur  Definition  der  Entfernung  be- 
nutzt, während  sie  doch  auf  dem  Begriffe  der  Entfernung  fufst;  es 
werden  Strecken  —  bei  dem  Doppelyerhältnis  —  verwendet.  In  welchem 
Verhältnis  stehen  diese  Strecken  zum  Begriffe  der  Entfernung?  Die 
Fundamentalfläche  selbst  ist  femer  ebenfalls  ein  Gebilde  unseres  Baumes. 
—  Ist  die  angenommene  Gerade  eine  Euklidische? 

')  Zu  diesem  Begriffe  findet  sich  in  Kerry,  System  einer  Theorie 
der  Grenzbegriffe,  folgende  Bemerkung: 

p.  167:  „In  den  Begriffen  einer  gröfsten  oder  kleinsten  Entfernung 
zweier  Raumpunkte  hat  man  es  mit  solchen  Grenzbegriffen  zu  thun: 
die  Natur  der  Ortsdaten  ist  so  beschaffen,  dafs  sich  für  jeden  beliebigen 
Unterschied  je  zweier  unter  ihnen  andere  Ortsdaten  ausfindig  machen 
lassen,   deren  Unterschied  unter  jenen  herabsinkt  oder  ihn  übersteigt. 
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des  Abstandes;  einer  ist  ebenso  natürlich  und  ursprünglich 
wie  der  andere.  Auf  diesen  Punkt  noch  näher  einzugehen, 
ist  überflüssig,  wir  können  uns  im  wesentlichen  auf  das  im 
ersten  Paragraphen  bezüglich  der  Richtung  Gesagte  berufen.^) 
Während  die  Richtung  nun  ihren  anschaulichen  Ausdruck  in 
dem  Strahl  findet,  tritt  der  Abstand  in  der  Strecke  in  Eyi- 
denz.  Durch  die  Strecke  wird  der  Abstand  zweier  Punkte 
und  zwar  der  sogenannten  Endpunkte  bestimmt.^)  Die  drei 
Begriffe  Gerade,  Strahl,  Strecke  sind  sehr  scharf  aus  einander 
zu  halten;  gerade  in  ihrer  mifsbräuchlichen  Anwendung  liegt 
die  Ursache  der  vielfachen  Verwirrung  und  Unklarheit  in  den 
hier  behandelten  Fragen.  Ganz  besonders  aber  sei  auch  hier 
noch  einmal  hervorgehoben,  daüs  sofort  mit  dem  Setzen  zweier 
Punkte  der  Begriff  Abstand  auftritt,  auch  ohne  dafs  er  seine 
Yeranschaulichung   in  der  Strecke  findet.^)     Die  Strecke  ist 

Man  möchte  meinen,  dies  Bei  so  evident,  dafs  niemand  dawider  sündigen 
werde;  trotzdem  findet  sich  in  vielen  Schlüssen,  die  eben  darum  Fehl- 
schlüsse sind,  die  Existenz  eines  irgend  einem  Banmpunkte  nächsten 
Panktes,  die  Existenz  kleinster  Teile  einer  Linie  u.  dergl.  vorans- 
gesetzt." 

Ein  näheres  Eingehen  auf  diese  Sätze  verbietet  sich  hier,  zumeist 
weil  die  Kenntnis  des  vorliegenden,  höchst  wichtigen  Werkes  nicht  all- 
gemein vorausgesetzt  werden  darf  und  daher  die  Erläuterung  sich  zu 
umfangreich  gestalten  würde.  Doch  sei  das  Werk  zu  eingehendem 
Studium  empfohlen,  ebenso  wie  die  Aufsätze  desselben  Yerfassers  in  der 
Yierteljahrsschrifb  für  wissenschaftliche  Philosophie:  Über  Anschauung 
und  ihre  psychische  Verarbeitung.  Bd.  9  (p.  433),  10  (p.  419),  11  (p.  53; 
p.  249),  16  (p.  127). 

')  Auch  die  Ausführungen  am  Anfange  des  fünften  Eapitels  im 
ersten  Bande  dürften  zur  Vergleichnng  herangezogen  werden. 

*)  Man  könnte  auch  sagen,  die  Strecke  sei  das  Mafs  des  Abstandes. 

")  Dieselbe  Ansicht  findet  man  ausgesprochen  in  B.  Bolzano, 
Die  drei  Probleme  der  Rektifikation,  der  Komplanation  und  der  Eubie- 
rnng,  ohne  Betrachtung  des  unendlich  Kleinen  etc.  (Leipzig  1817, 
Kummer).  Der  Verfasser  spricht  sich  in  den  Paragraphen  11 — 20  über  Be- 
ziehungen zwischen  Punkten  und  Linien  aus.  Ln  §  20  heilst  es:  „Der 
Begriff  der  Entfernung  ist  viel  einfacher,  als  der  der  Länge,  weil 
sich  Entfernung  bei  jedem  Systeme  zweier  Punkte  findet,  ohne  dafs 
man  sie  sich  mit  irgend  einer  Linie,  am  wenigsten  aber  mit  einer 
geraden,  verbunden  zu  denken  braucht.**  In  den  folgenden  Para^ 
graphen  behandelt  Bolzano  das  Thema  noch  in  seinen  Einzelheiten  (bis 
§  30)  ausführlicher. 
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gewiasermaTsen  erst  sekundär  das  Bild  des  primären  Begriffes 
Abstand.  Zwei  Punkte  haben  Abstand,  auch  ohne  dafs  die 
zugehörige  Strecke  vorhanden  ist,  während  umgekehrt  natürlich, 
wenn  uns  eine  Strecke  gegeben  ist,  dies  nicht  anders  möglich 
ist,  als  dafs  der  Abstand  der  Endpunkte  gleichzeitig  da  ist.^) 

Da  Abstand  und  Richtung  gleichzeitig  bei  dem  Setzen 
oder  Erfassen  zweier  Punkte  auftreten,  überhaupt  nur  durch 
Abstraktion  von  einander  getrennt,  auseinander  gehalten  wer- 
den können,  so  deutet  dieser  enge  Zusammenhang  auf  eine 
innere  Verwandtschaft.  Diese  liegt  in  dem  von  uns  im  §  1 
erwähnten  Gesetze,  dafs  wir  die  beiden  Punkte  mit  einem 
Minimum  von  psychischer  Arbeit  erfassen:  so  fallen  Rich- 
tung and  Abstand  psychologisch  zusammen.^)  Fassen  wir 
die  Frage  rein  mechanisch,  so  kommen  wir  zu  demselben 
Resultat:  sich  in  der  Richtung  auf  etwas  hin  bewegen,  heilst 
doch  nichts  anderes  als  auf  dem  kürzesten  Wege  sich  nach 
etwas  hin  bewegen.  Also  auch  bei  dieser  Auffassung  sind 
Richtung  und  Abstand  identisch.^) 

Zum  Schlufs  dieser  Betrachtungen  müssen  wir  dann  noch 
des  Problems  der  Umkehrbarkeit  gedenken.  Günther  schreibt 
darüber  in  „Der  Thibautsche  Beweis"  p.  5:  „. . .  stets  erheben 
sich  die  allgemeinen  Schwierigkeiten  bei  dem  Versuche,  zu 
beweisen,  dafs  eine  mit  umgewechselten  Endpunkten  neben  die 
erste  gelegte  Strecke  durchaus  mit  jener  identisch,  also  um- 
kehrbar sei"  Bei  unserer  Auffassung  des  Begriffes  Abstand 
als  einer  ursprünglichen  Vorstellung,  die  sofort  beim  Erfassen 
zweier  Punkte  auftritt,  wird  die  Frage  überhaupt  nicht  auf- 
tauchen können,  da  beide  Punkte  völlig  gleiche  Beziehung 
zum    Abstand    haben    resp.    umgekehrt    der   Abstand    beiden 

*)  Man  vergl.  Bd.  I  p.  805/6. 

*)  Bei  Kerry,  System  einer  Theorie  der  Grenzbegriffe,  findet  sich 
eine  ähnliche  Bemerkung  gelegentlich  der  Disknssion  über  die  Ent- 
stehang  des  Begriffes  der  mathematischen  Geraden,  indem  die  beiläufige 
Gerade  als  Linie  kleinsten  physischen  und  psychischen  Kraftmafses 
bezeichnet  wird. 

^)  Man  vergl.  Simon  „Zu  den  Grundlagen  der  nicht- euklidischen 
Geometrie**  p.  12.  Dort  heilst  es  am  Schlüsse  ähnlicher  Betrachtungen: 
},ln  diesem  Zurückführen  liegt  die  Unauflöslichkeit  der  Begriffe  Abstand 
und  Richtung.** 
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Punkten  gegenfiber  sich  identiscli  verhalt.  Eines  Beweises 
für  die  Identität  AB  ^=^  BÄ,  quantitativ  genommen,  bedürfen 
wir  also  nicht.  Aufserst  sympathisch  ist  ans,  was  Simon  in 
seiner  Programmarbeit  ,,Zu  den  Grundlagen  der  nicht- eukli- 
dischen Geometrie'^  zu  dieser  Frage  schreibt.  Zum  Teil  sind 
seine  Aufserungen  schon  im  §  1  S.  41  wiedergegeben.  Hier 
interessiert  vor  allen  Dingen  folgende  Stelle  (p.  11):  ^^Dabei 
ist  auch  ein  gewisses  zeitliches  Moment  zu  betonen;  fasse  ich 
zwei  Punkte  zugleich  auf,  so  erhalte  ich  den  Abstand,  und 
dies  ist  der  innere  Grund,  weshalb  AB  "^  BÄ  ist;  fasse  ich 
die  Punkte  nach  einander  auf,  so  erhalte  ich  die  Richtung.^ 

Ein  ganz  neues  Moment  würde  in  die  Erörterung  der 
vorliegenden  Frage  hineingetragen  werden  müssen,  wenn  wir 
di&  Gerade  vor  der  Strecke  betrachteten.  Nehmen  wir  dann 
auf  der  Geraden  zwei  Punkte  an,  so  konnte  der  Abstand 
AB  als  ein  völlig  verschiedener  von  dem  Abstand  BA  an- 
gesehen werden,  wenn  wir  die  Aufeinanderfolge  der  Auf- 
fassung beibehielten.  BA  würde  dann  oo  sein;  wir  würden 
uns  somit  den  Anschauungen  nähern,  die  die  Gerade  als  einen 
Kreis  mit  unendlich  grofsem  Radius  ansehen.  Doch  ist  hier 
nicht  der  Platz,  auf  diese  Gedanken  näher  einzugehen,  wenn 
auch  betont  werden  mufs,  dafs  eine  derartige  Betrachtungs- 
weise wegen  ihrer  Analogie  mit  den  entsprechenden  Be- 
trachtungen beim  Kreise  vielleicht  nicht  ohne  methodisches 
Interesse  sein  würde. 

Nach  den  vorstehenden  Auseinandersetzungen  tritt  der 
Begriff  des  Abstandes  in  seiner  ganzen  Reinheit  nur  hervor 
bei  der  Auffassung  zweier  Punkte.  Dennoch  wird  es  sich 
empfehlen,  den  Begriff  zu  erweitem  und  ihm  noch  eine 
weitere  begriffliche  Ausdehnung  zu  geben,  wodurch  seine 
Brauchbarkeit  bei  der  Erörterung  der  einfachsten  Lagenver- 
hältnisse in  erhöhtem  MaJse  sich  geltend  macht.  Ich  meine 
diese  Erweiterung  in  dem  Sinne,  dafs  wir  auch  von  dem  Ab- 
stand eines  Punktes  von  einer  Geraden,  resp.  überhaupt  von 
einer  Linie,  ja  auch  von  dem  Abstand  eines  Punktes  von  einer 
Fläche,  einem  Körper  sprechen.  Selbstverständlich  mufs  hier 
eine  genaue  Festsetzung  stattfinden  darüber,  was  man  in 
diesen  Fällen  unter  Abstand  zu  verstehen  habe.     Gemeint  ist 
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—  und  darüber  wird  wohl  kein  Zweifel  bestehen,  weil  ja 
Abstand  überhaupt  nur  zwischen  zwei  Punkten  in  Betracht 
kommen  kann  —  der  Abstand  von  demjenigen  Punkte  des 
räumlichen  Gebildes,  der  dem  betrachteten  Punkte  am  nächsten 
liegt,  für  den  wir  den  Ausdruck  „Nachbarpunkt"  einführen 
wollen.  Der  Abstand  eines  Punktes  von  einer  Fläche  z.  B.  ist 
also  der  Abstand  des  Punktes  und  seines  Nachbarpunktes  auf 
der  Fläche;  dieser  Abstand  wird  in  der  Strecke  zwischen  diesen 
beiden  Punkten  veranschaulicht. 

Abgesehen  von  einigen  wenigen,  leicht  zu  charakterisieren- 
den Ausnahmen  (wenn  wir  z.  B.  den  Mittelpunkt  eines  Kreises 
oder  einer  Kugel  nehmen)  wird  es  immer  nur  einen  solchen 
Punkt  geben,  wie  uns  ohne  weiteres  die  reine  Anschauung 
lehrt.  Für  die  Planimetrie  würde  der  Abstand. in  diesem  er- 
weiterten  Sinne  also  noch  in  zwei  Fällen  zu  betrachten  sein 
bei  der  Geraden  und  beim  Kreise.  Es  wird  zur  gröfseren 
Klarheit  notig  sein,  hier  einige  Betrachtungen  aus  dem  dritten 
Paragraphen  dieses  Kapitels,  der  sich  mit  Li^enuntersuchungen 
beschäftigt,  vorwegzunehmen.  Nehmen  wir  an,  dafs  eine  Ge- 
rade und  ein  Punkt  gegeben  seien,  so  kann  der  Punkt  P  auf 
der  Geraden  @  liegen  oder  auTserhalb.  Liegt  P  in  ®,  so  ist 
der  Abstand  selbstverständlich  gleich  Null,  denn  Punkt  P  fällt 
hier  mit  seinem  Nachbarpunkt  zusammen,  liegt  auf  (in)  seinem 
Nachbarpunkt.  Liegt  P  aufserhalb  ®,  so  können  wir  den 
Abstand  von  P  und  seinem  Nachbarpunkte  A  betrachten,  der 
in  der  Strecke  VA  in  Evidenz  tritt:  "PA  ist  dann  der  Abstand 
des  Punktes  P  von  der  Geraden  ®.  Wir  werden  ohne  weiteres 
einsehen,  daCs  es  keinen  zweiten  Punkt  auf  @  giebt,  der  gleich 
nah  an  P  liegt.  Betrachten  wir  Kreis  und  Punkt,  so  haben 
wir  zunächst  den  schon  bekannten  BegrifiF  des  Zentralabstandes 
d.  h.  des  Abstaüdes  P  von  Z.  Hierzu  kommt  dann  der  neue 
des  Abstandes,  den  P  vom  Kreise  selbst  hat.  Die  Fruchtbar- 
keit der  hier  ausgesprochenen  und  neu  bestimmten  Begriffe 
wird  sich  im  §  3  zeigen. 

Hiermit  sollen  die  Erörterungen  des  Begriffes  Abstand 
selbst  abgebrochen  werden,  da  die  genaueren  Untersuchungen 
über  den  Abstand  zweier  „endlich  benachbarten"  Punkte,  sowie 
zweier  „unendlich  benachbarten^'  Punkte  aus  dem  Rahmen  der 
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im  Elementarunterricht  verwertbaren  Begriffsbestimmungen 
herausfallen;  doch  wollte  ich  wenigstens  hier  darauf  hin- 
gewiesen haben. 

Es  folgen  nun  die  Zitate,  wobei  selbstverständlich  die 
Lehrbücher  keine  Berücksichtigung  finden,  in  denen  entweder 
in  Form  einer  Erklärung  oder  eines  Grundsatzes  weiter  nichts 
ausgesagt  wird,  als  dals  die  iSerade  der  kürzeste  Weg  zwischen 
zwei  Punkten  sei  oder  dafs  es  zwischen  zwei  Punkten  nur 
eine  Gerade  gebe  oder  dafs  eine  begrenzte  Gerade  (d.  h.  eine 
Strecke)  eine  Länge  sei  oder  dergl. 

In  vielen  Werken  findet  sich  auch  eine  Erklärung,  wie 
die  folgende:  Die  Strecke  ist  der  kürzeste  Weg  zwischen  zwei 
Punkten  und  wird  auch  der  Abstand  der  beiden  Punkte  ge- 
nannt, oder:  Die  Strecke  bestimmt  den  Abstand  der  beiden 
Punkte  Ä  und  B.  Auch  diese  Erklärungen  sollen  nicht  zitiert 
werden. 

Ganz  abgesehen  wird  ferner  von  denjenigen  Werken,  in 
denen  der  Satz  über  die  kürzeste  Entfernung  als  Lehrsatz  be- 
wiesen wird,  da  diese  Auffassung  mit  der  unsrigen  ganz  un- 
vereinbar ist.  Wir  sehen  in  diesen  sogenannten  Beweisen 
auch  nur  einen  circulus. 


Hauff,  Lehrbegriff  d.  r.  Elem.-Math.  --  Frankfurt  a/M. 
1803. 

p.  134:  „Die  kleinste  mögliche  Linie  von  einem  Punkte 
nach  einem  andern  oder  nach  einer  Linie  oder  Fläche  heilst 
der  Abstand  oder  die  Entfernung  (distantia)  des  Punktes 
vom  andern  Punkte  oder  von  der  Linie  oder  Fläche/'^) 


*)  Ilautt'  fafst  also  auch  den  Begrift*  Abstand^  in  dem  weiteren 
Sinne,  allerdings  ohne  nähere  Begriffsbestimmung.  —  Das  erste  Zitat 
will  ich  anfserdem  benutzen,  um  folgendes  auszusprechen.  Die  Existenz 
des  durch  Superlativ  Ausgedrückten  ist  logisch  unmittelbar  gewifs,  nicht 
dagegen  die  des  einfach  positiv  gesetzten.  Im  Gebrauch  des  Superlativ 
liegt  also  das  logisch  wirklich  Vorhandene  z.  B.  die  kürzeste  Linie.  Es 
ist  der  Begriff  der  Grenze,  des  Genauen,  des  Vollendeten.  Innerhalb 
eines  Jahres  giebt  es  einen  heifsesten  Tag,  aber  es  braucht  keinen  wirk- 
lich heifsen  Tag  zu  geben.  —  Hiergegen  l&fst  sich  nun,  wenn  man  eben 
wegen  des  Grenzbegriffes   die  Singularitilt  des  Gesetzten   folgern  will, 
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p.  135:  ^jUnter  allen  Linien,  die  ?on  einem  Punkte  nach 
einem  andern  möglich  sind,  ist  die  gerade  die  kürzeste/' 

Dazu  ein  weitläufiger  (Euklidischer)  Beweis  von  4  Seiten. 
Resultat: 

p.  139:  „Der  Abstand  eines  Punktes  A  von  einem  andern 
B  ist  also  die  gerade  Linie  ABJ^^) 

In  einer  Anmerkung  heifst  es:  „Euklides  hat  von  diesem 
Satze  nur  den  ersten  Teil,  nämlich  den  Satz:  die  gerade  Linie 
ist  kleiner  als  jede  gebrochene  zwischen  den  nämlichen  End- 
punkten, bewiesen  (Elem.  I,  20).  Archimedes  hingegen  hat 
den  Satz  in  seiner  ganzen  Allgemeinheit  als  ein  Axiom  auf- 
geführt. Spätere  Geometer  sind  ihm  darin  gefolgt,  nur  zum 
Teil  mit  dem  Unterschiede,  dafs  sie  den  Satz  unter  dem  etwas 
veränderten  Ausdrucke:  die  gerade  Linie  ist  der  kürzeste 
Weg  yon  einem  Punkte  zum  andern,  als  Definition  zum 
Grunde  gelegt  haben,  wie  noch  ganz  neuerlich  Legendre 
(Elemens  de  Geometrie.  Paris  1794.  Def.  III)  gethan  hat. 
Allein  da  der  Satz  in  der  That  ebenso  wenig  eine  Definition, 
als  ein  Axiom,  sondern  ein  Lehrsatz  ist,  so  mufs  er,  so  gut 
wie  andere  Lehrsätze,  bewiesen  werden.'' 


einwenden,  dafa  die  Existenz  des  Superlativ  Gesetzten  noch  vieldeutig 
sein  kann,  es  gab  keinen  heifsesten  Tag,  viele  waren  von  gleicher 
Temperatur  oder  auf  der  Engel  sind  zwischen  zwei  Punkten  viele 
kürzeste  Linien  vorhanden.  Du  Bois-Rejmond  sagt  in  seiner  all- 
gemeinen Funktionentheorie  p.  285:  „Das  Axiom,  dafs  die  Gerade  der 
kürzeste  Weg  zwischen  zwei  Pnnkten  sei,  und  dafs  es  auch  nur  einen 
kürzesten  Weg  giebt,  ist  kein  eigentlichem  geometrisches  Axiom.  Die 
Untersuchung  zeigt,  dafs  der  ihm  zu  Grunde  liegende  Begriff  der 
Rektifizierbarkeit  ein  analytischer  ist,  weil  ein  Grenzbegriff  darin  steckt/* 

')  p.  73  heifst  es  schon:  „Zwischen  zwei  Pnnkten  ist  nicht  mehr 
als  eine  gerade  Linie  möglich/' 

„Durch  zwei  Punkte  ist  also  die  gerade  Linie  zwischen  ihnen,  ihrer 
Lage  und  Länge  nach,  gegeben." 

„Teils  aus  diesem,  teils  aus  einem  andern  erst  späterhin  zu  ent- 
deckenden Grunde  wird  der  Abstand  zweier  Pnnkte  durch  die  gerade 
Linie  bestimmt,  die  sich  von  dem  einen  nach  dem  andern  ziehen  läfst.'* 
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Forstemann,  Lehrb.  d.  Geometrie.  —  Danzig  1827. 
p.  3:    ,,Der  Abstand  zweier  Punkte  ist  die  Länge  der 
Geraden  zwischen  denselben.^  ^) 


Arneth^  System  der  Geometrie.  —  Stuttgart  1840. 

p.  9:  „Die  Gröfse  einer  Geraden  ist  bestimmt  durch  die 
beiden  Endpunkte  derselben;  die  Gerade  selbst  heifst  die  Ent- 
fernung dieser  beiden  Punkte.*'*) 


Bretschn eider,  Lehrgebäude  der  nied.  Geometrie.  — 
Jena  1844. 

p.  20:  „Sind  die  beiden  Endpunkte  einer  vollbegrenzten 
Geraden  gegeben,  so  ist  letztere  selbst  dadurch  ihrer  Gröfse 
und  Lage  nach  bestimmt  Man  sagt  daher,  dafs  die  zwischen 
zwei  Pimkten  liegende  vollbegrenzte  Gerade  den  Abstand  oder 
die  Entfernung  der  Punkte  von  einander  messe,  und  diese 
Entfernung  wird  dann  die  Gröfse  oder  Länge  der  Geraden 
genannt.*'*) 

Recht,  Die  Elemente  der  Geometrie.  —  München  1844. 

p.  8:  „Derjenige  Weg  nun  (eines  Punktes  zu  einem 
andern),  der  an  Inhalt  der  kleinste  ist,  bezeichnet  die  gerade 
Linie  und  giebt  deswegen  die  kürzeste  Entfernung  oder  blofs 
die  Entfernung  der  beiden  Punkte  von  einander  an.*'^) 


*)  Das  ist  nicht  ohne  weiteres,  wenigstens  in  dieser  Fassang, 
richtig.  Aufaerdem  wird  ungenau  Gerade  statt  Strecke  gebraucht  Die 
Länge  der  Strecke  ist  nicht  der  Abstand,  sondern  in  ihr  kommt  der 
Abstand  zur  Veranschaolichung. 

*)  Siehe  unsere  Anmerkmig  zu  dem  Zitat  auf  S.  47. 

')  Mit  dieser  Erklärung  kann  man  sich  einverstanden  erklären. 
Noch  besser  würde  man  allerdings  sagen,  dafs  die  Strecke  das  MaCs  für 
die  fortschreitende  (geradlinige)  Bewegung  sei,  sowie  der  Winkel 
das  Mafs  für  die  drehende  Bewegung  ist. 

*)  Richtiger  mflfste  es  heiüien:  Derjenige  Weg  .  .  .  wird  durch  die 
gerade  Linie  bezeichnet  (zur  Anschauung  gebracht). 


-     49     -- 


„Die   gerade  Liuie  ist  die  Richtang  der  kürzesten  Ent- 
fernung zweier  ihrer  Punkte."*)  * 


Teilkampf,  Vorschule  der  Mathematik  —  Berlin  1847. 

p.  237:  ;yDie  Gerade  ist  unter  allen  Linien  zwischen  zwei 
Punkten  die  kürzeste  und  daher  das  Mafs  ihres  Abstandes 
von  einander;  oder:  zwei  feste  Punkte  Äj  C  bestimmen  die 
Grofse  der  geraden  Verbindungslinie/^ 


WaitZ;  Lehrbuch  der  Psychologie.  —  Braunschweig  1849. 

p.  226:  „Wie  die  Bichtung  ist  auch  die  Länge  unmittel- 
bar mit  der  Vorstellung  der  Linie  gegeben."*) 

p.  223:  „Die  Gröfsenschätzung  der  Linie  giebt  die  erste 
Vorstellung  der  Entfernung;  denn  die  Linie,  abgesehen  von 
ihrer  psychologischen  Entstehung  und  als  fertiges  Ganze  auf- 
gefafst,  ist  die  Menge  des  Zwischenliegenden,  das  sich  zwischen 
zwei  ausgezeichnete  Punkte  oder  Stellen  eingeschaltet  findet.*'^) 


Bartholomäi;  Geometrie.*)  —  Jena  1851. 

p.  5:  ,,Sobald  wir  zwei  Punkte  A^  B  auf  einander  be- 
ziehen,  so  stellen  wir  uns  die  Entfernung  zwischen  beiden 
vor,  d.  h.  wir  haben  es  mit  einer  Dimension,  d.  h.  mit  der 
Linie  zu  thun.^' 

*)  Der  Verfasser  dokumeDtiert  durch  diesen  nicht  angeschickt  ge- 
wählten Ausdruck  den  engen  Zusammenhang  zwischen  Bichtung  und 
Abstand. 

')  Der  Begriff  der  Länge  ist  auch  bei  krummen  Linien  vorhanden. 
Er  darf  mit  dem  des  Abstandes  nicht  verwechselt  werden. 

")  Bolzano,  Die  drei  Probleme  etc.^  sagt  §  16:  „Die  zwischen  den 
Punkten  a  und  h  enthaltene  Gerade  heifst  ein  Baumding  [Baumding 
heifst  überhaupt  jedes  System  (jeder  Libegriff)  von  Punkten],  das  alle 
und  sonst  keine  Punkte  enthält,  als  die  zwei  a  und  5  samt  allen,  die 
zwischen  ihnen  liegen." 

*)  Das  folgende  Zitat  wird  mit  einer  gröfseren  Ausführlichkeit  ge- 
geben, trotzdem  dafs  es  schon  im  ersten  Bande  vorkommt.  Der  Grund 
hierfür  wird  klar  sein. 

Schotten,  der  planimetr.  Unterricht.    II.  4 


-So- 
fia heiGst  dann  weiter:  „Wenn  wir  die  Abhängigkeit 
der  EleYnente  einer  Linie  einsehen  wollen,  so  müssen  wir 
dieselbe  entstehen  lassen/^  (Bewegter  Punkt  Ä,  unendlich 
viele  Wege  bis  B.)  „Übersehen  wir  alle  diese  Linien,  so 
drängen  sich  uns  die  Vorstellungen  von  Richtung  und  Ent- 
fernung auf/*^) 

„Insofern  nun  der  eine  Punkt  A  dem  Punkte  B  unaus- 
gesetzt zustrebt,  ist  die  entstandene  Linie  Richtung,  und 
insofern  er  in  jener  Richtung  wirklich  bis  B  geht,  ist  sie 
Entfernung/' 

„Nennen  wir  also  die  so  entstandene  Linie  AB  eine  Ge- 
rade, so  haben  wir  die  Erklärung:  Die  gerade  Linie  ist 
Richtung  oder  Entfernung/' 

Der  Verfasser  geht  dann  näher  auf  den  Zusammenhang 
von  Richtung  und  Entfernung  ein  und  kommt  zu  dem 
Resultat: 

„Mithin  kann  die  Gerade  als  Richtung  nicht  zugleich  die 
Entfernung  vorstellen,  denn  diese  muTs  immer  zwischen  zwei 
bestimmten  Punkten  gedacht  werden.  Als  Entfernung  jedoch 
ist  die  Gerade  auch  Ausdruck  der  Richtung/'*) 

Es  wird  aus  diesen  Erörterungen  sodann  gefolgert,  dafs  die 
Gerade  durch  zwei  Punkte  völlig  bestimmt  ist  und  weitere 
Erörterungen  hieran  geknüpft. 

p.  7  heilst  es:  „Die  Gerade  als  Entfernung  ist  auch 
Richtung,  tritt  also  auch  als  Entfernung  in  Gegensatz  zur 
krummen  Linie.  Gleichwohl  ist  die  krumme  Linie  auch  Ent- 
femung,  also  nicht  von  der  Geraden  verschieden."') 


*)  Die  unmittelbare  Erzeugang  der  Begriffe  Richtung  und  Ent- 
fernung wird  hier  von  der  Vorstellung  der  verschiedenen  Wege  von 
einem  Punkte  zu  einem  andern  abhängig  gemacht,  was  uns  nicht  richtig 
erscheint.  Immerhin  stimmen  Bartholomäis  Auseinandersetzungen  im 
wesentlichen  mit  den  unsrigeu  überein,  da  er  denselben  Ausgangspunkt 
nimmt,  nämlich  die  Betrachtung  zweier  Punkte. 

')  Man  vergl.  hierzu  besonders  die  betreffenden  Stellen  in  Simons 
ProgrammabhandluQg. 

^  Hier  würde  an  Stelle  des  Wortes  Entfernung  besser  das  Wort 
Länge  gewählt  worden  sein;  also:  Gleichwohl  hat  die  krumme  Linie 
auch  Länge  und  ist  insofern  —  in  quantitativer  Hinsicht  —  mit  der 
raden  vergleichbar. 
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Durch  Vergleichung  ergiebt  sieb: 

1.  ;;Nur  die  Gerade  ist  bestimmter  Ausdruck  der  Eut* 
fernung;  nicht  die  krumme  Linie/' 

2.  ^yDie  Grofse  dieser  Entfernung  ist  vollkommen  be- 
stimmt, während  sie  bei  anderen  Linien  bald  gröfser,  bald 
kleiner  ausfallt 

3.  ;,Die  Gerade  ist  die  kürzeste  Linie  zwischen  zwei 
Punkten." 

p.  10  heifst  es:  „Wenn  von  der  Gröfse  einer  Geraden 
die  Rede  ist,  so  kann  sie  nur  als  Entfernung  aufgefafst 
werden." 

Kunze,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Jena  1851. 

p.  4:  y,Grundsatz.  Die  gerade  Linie  ist  kleiner  als  jede 
andere  Linie,  die  mit  der  geraden  dieselben  Endpunkte  hat. 

Zusatz.  Daher  ist  die  gerade  Linie  zwischen  zwei  Punkten 
die  rein  anschauliche  Vorstellung  der  Entfernung  oder  des 
Abstandes  der  beiden  Punkte  von  einander.^) 

Anmerkung.  Euklides  nimmt  diesen  Satz  nicht  als  Grund- 
satz an,  er  beweist  vielmehr,  dafs  zwei  gerade  Linien,  die  von 
den  Endpunkten  einer  dritten  ausgehen  und  mit  einander  zu- 
sammenstofsen,  grofser  sind  als  die  dritte.  Daraus  folgt  dann 
unser  Satz  für  eine  beliebig  gebrochene  Linie  leicht.  Krumme 
Linien  aber,  die  mit  einer  Geraden  einerlei  Endpunkte  haben, 
machen  Weitläufigkeiten  und  nötigen  zu  Annahmen,  die 
mindestens  keine  gröfsere  anschauliche  Klarheit  haben,  als 
der  einfache  Satz  selbst.^)  Die  Forderung,  alles  zu  beweisen, 
was  sich  noch  irgend  beweisen  lasse,  scheint  hier  mehr  von 
philosophischem  als  von  geometrischem  Interesse  zu  sein. 
Archimedes,  der  gröfste  Geometer  des  Altertums,  sagt  daher 
ohne  Bedenken:  ich  nehme  an,  dafs  unter  solchen  Linien, 
welche  einerlei  Endpunkte  haben,  die  gerade  die  kleinste  sei/' 


^)  Hiermit  ist  das  Verhältnis  zwischen  Strecke  und  Abstand  vor* 
trefflich  gekennzeichnet. 

^  Das  ist  sehr  richtig.  Eine  richtige  Auffaasang  der  Geraden  nach 
qualitativer  und  quantitativer  Bestimmung  enthebt  uns  überhaupt  solcher 
Künsteleien. 
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August,  Lehrb.  d.  Math.  —  Berlin  1852. 

p.  9:  ,,Die  gerade  Linie  ist  der  kürzeste  Weg  zwischen 
zwei  Punkten.  Die  Länge  einer  geraden  Linie  zwischen  zwei 
Punkten  bestimmt  daher  die  Entfernung  dieser  Punkte.'^ 


Bartholomai,  Philosophie  der  Math.  —  Jena  1860. 

p.  12:  ,yWenn  wir  nun  zwei  Dinge  zusammenfassen,  so 
mufs  sich  notwendig  der  Begriff  der-Richtung  erzeugen.  Da- 
mit verknüpft  sich  zugleich  der  Begriff  der  Distanz,  denn 
Distanz  ist  der  Grad  des  AuTsereinander.'^ 


Weif  senborn,  Die  Elemente  der  Planimetrie. — Halle  1864. 

p.  17:  ,J)ie  gerade  Linie  dient  daher  (weil  sie  die  kürzeste 
ist)  dazu,  die  Entfernung  zweier  Punkte  zn  messen;  und 
umgekehrt  wird  unter  Entfernung  eines  Punktes  Ton  einem 
andern  stets  die  kürzeste  Entfernung,  also  die  Entfernung 
in  gerader  Linie  verstanden." 


Adam,  Lehrbuch  d,  eb.  n.  korperl.  Geometrie.  —  Berlin, 
Stuhenrauch,  1869. 

„Jede  von  zwei  Punkten  begrenzte  gerade  Linie  heifst 
eine  Strecke...  Der  Abstand  oder  die  Entfernung  der 
beiden  Endpunkte  von  einander  wird  durch  die  zugehörige 
Strecke  bestimmt.     Daher  sagt  man: 

Jede  durch  zwei  Punkte  begrenzte  gerade  Linie 
hat  eine  bestimmte  Länge. 

Der  Begriff:  Abstand  oder  Entfernung  nimmt  allemal  auf 
die  gerade  Linie  Bezug.     Daher  sollte  man  nicht  sagen: 

Die  gerade  Linie  ist  die  kürzeste  Entfernung  zweier  Punkte 
von  einander; 
wohl  aber  kann  es  heifsen: 

Die  gerade  Linie  ist  der  kürzeste  Weg  zwischen 
zwei  Punkten.^' 
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£.  Müller,  Elemente  der  Geometrie.  IL  —  Braun- 
schweig 1869. 

p.  11:  ,,Die  Strecke  zwischen  zwei  Punkten,  also  an  sich 
völlig  bestimmt,*)  dient  auch  zur  Bestimmung  der  Ent- 
fernung oder  des  Abstandes  der  Punkte/' 

*)  „Nicht  als  die  kürzeste  Linie,  wie  man  gewöhnlich 
sagt,  sondern  als  an  und  für  sich  völlig  bestimmte  Linie  dient 
die  Strecke  zur  Bestimmung  der  Entfernung,  zum  Messen;  denn 
nicht  die  kleinste,  sondern  die  völlig  bestimmte  Gröfse  bildet 
die  Einheit  beim  Messen  gleichartiger  Gröfsen/'^) 


Hart  mann.  Genetischer  Leitfaden.  —  Bautzen  1872. 
p.  2:  „Wodurch   mifst   man   die  Entfernung  zweier  be- 
stimmten Punkte  A  und  BV^^) 


Nagel,  Lehrb.  d.  eb.  Geometrie.  —  Ulm  1873. 

p.  2:  „Zwischen  zwei  Punkten  läfst  sich  nur  eine  einzige 
gerade  Linie  ziehen.  Daher  wird  auch  die  Entfernung  zweier 
Punkte  durch  die  gerade  Linie  gemessen,  welche  beide  Punkte 
verbindet." 

Helmes,  Die  Elem.-Mathematik.  —  Hannover  1874. 

p.  5:  „Die  Ursprünglichkeit  und  Gemeinsamkeit  der  Vor- 
stellung der  geraden  Linie  beruht  auf  den  gleich  ursprüng- 
lichen und  gemeinsamen  Vorstellungen  der  Richtung  und 
Entfernung  von  einem  Punkte  im  Baume  nach  einem  andern, 
als  deren  Ausdruck  und  räumliche  Darstellung  wir  uns  eben 
die  gerade  Linie  zwischen  diesen  beiden  Punkten  denken.''^) 


*)  Das  ist  richtig.  Hätten  wir  nur  einen  ganz  bestimmten  Kreis, 
so  könnten  wir  auch  ihn  cur  Messung  der  Entfernang  zweier  Pankte 
auf  ihm  benatzen. 

*)  Auch  hier  also  wird  die  Strecke  als  das  Mafs  der  Entfernang 
bezeichnet.  Besser  ist  es  immerhin,  die  Strecke  als  anschaaliche  Vor- 
stelloDg  des  Abstandes  zu  bezeichnen. 

*)  Diese  Erkläxong  stimmt  mit  unseren  Ausführungen  völlig  überein. 


1 


—    54     - 

^;Die  andere  GrundvorstelluDg,  dafs  die  gerade  Linie 
zwischen  zwei  Punkten  den  Ausdruck  der  Entfernung  dieser 
Punkte  enthalte,  spricht  sich  in  einem  andern  Grundsatze  über 
die  gerade  Linie  aus,  ^^daXs  sie  der  kürzeste  Weg  zwischen 
zwei  Punkten  ist",  ein  Satz,  der  freilich  in  Beziehung  auf 
jede  Verbindung  der  Punkte  durch  mehrere  gerade  Linien 
eines  strengen  und  einfachen  Beweises  föhig  ist,  in  Beziehung 
auf  eine  krumme  Verbindungslinie  aber  nur  durch  eine  weiter 
verfolgte  Anschauung  näher  und  näher  gelegt,  niemals  aber 
streng  bewiesen  werden  kann."^) 


H.  Müller,  Leitfaden  der  eb.  Geometrie.  —  Leipzig  1874. 

p.  2:  ,,Zwei  Punkte  einer  Geraden  begrenzen  ein  Stück 
derselben,  welches  Strecke  genannt  wird.  Die  Gerade,  welche 
die  beiden  Punkte  enthält,  heifst  der  Träger  der  Strecke.  Die 
Punkte  Ä  und  B  sind  die  Endpunkte  der  Strecke  AB  oder  BÄ.*^ 

„Eine  Strecke  wird  als  Mafs  für  den  Abstand  ihrer  End- 
punkte betrachtet^)  oder  als  Maus  für  den  geradlinigen  Weg, 
welchen  der  eine  Punkt  (Anfangspunkt)  zurücklegen  mufs,  um 
mit  dem  andern  (Endpunkt  im  engern  Sinne)  zusammen- 
zufallen." 

Hablüzel,  Lehrb.  der  synthet.  Geometrie.  —  Leipzig  1875. 

p.  36:  „Unter  der  Entfernung  oder  dem  Abstände 
eines  Punktes  von  einem  andern  oder  von  einer  Geraden  oder 
zweier  Parallelen  wird  ihre  kürzeste  Verbindungslinie  yer- 
standen." 

Schmitz-Dumont,  Zeit  und  Raum.  —  Leipzig  1875. 
p.  38:  „Ist  die  Bewegung  von  dem  einen  Orte  zum  andern 


*)  Da  der  Verfasser  in  seiner  ersten  AasfÜhrong  den  Begriff  der 
Entfernang  als  einen  arsprfinglichen  bezeichnet,  als  deren  „Ausdruck 
und   räamliche   Darstellung**   er  die  Gerade   denkt,   so  hätte  er, 
unseres   Erachtens    nicht    nötig    gehabt,    anf    einen   Beweis    noch    zu 
reflektieren. 

^)  Diese  Worte  sind  in  der  neuesten  (3.)  Auflage  leider  verändert. 
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nun  derart,  dafs  es  nur  die  direkte  unvermittelte  Be- 
ziehung ist;  in  welcher  irgend  welche  unterschiede  sich  nicht 
angeben  lassen,  so  nennt  man  dies  Bewegung  in  gerader 
Linie,  welche  von  allen  möglichen  Bewegungen  die  zweck- 
mäfsigste  zum  Mafse  der  vorher  definierten  Entfernung  (un- 
vermittelte Beziehung)  isi  Man  nennt  sie  auch  schlechthin 
Entfernung.  Sie  mufs  die  kürzeste  Linie  sein,  weil  bei  ihr 
alle  Vermittelung,  Unterschiede  der  Richtung,  welche  wieder 
ein  neues  Moment  in  der  Thatigkeit  des  Bewufstseins  (Be- 
wegung) veranlassen  würden,  ausgeschlossen  ist/'^) 


Fabian-Zmurko,  Lehrb.  d.  Math.  —  Lemberg  1876. 

p.  11:  „Die  Länge  einer  zwei  Punkte  verbindenden, 
geradlinigen  Strecke  wird  die  Entfernung  dieser  Punkte  ge- 
nannt.'' 

Es  werden  zwei  vollkommen  gleichlange  Drahtstücke,  das 
eine  DE  gerade,  das  andere  AC  gebogen,  verglichen,  indem 
sie  mit  A  und  B  aufeinander  gelegt  werden.  Dann  fällt  C 
zwischen  B  und  E,    Es  heifst  dann: 

„Aus  dieser  nur  erfahrungsmäfsig  erkannten  Thatsache 
schliefsen  wir  nun,  dafs  die  Entfernung  der  Enden  eines  gerad- 
gemachten Liuienstückes  eine  grofsere  Länge  besitze,  als  dies 
vor  dem  Geradmachen  der  Fall  war.^)  Die  Länge  eines 
geradlinigen  Stückes  BG  ist  also  kleiner,  als  die  eines  ge- 
bogenen Stückes  BBC,  Hieraus  folgt:  Die  Gerade,  welche 
zwei  Punkte  mit  einander  verbindet,  ist  kürzer  als 
jede  andere,  von  einem  zum  andern  führende  Linie/' 


J.  K.  Becker,  Die  Elemente  der  Geometrie  a.  n.  Gr.  — 
Berlin  1877. 


^)  Ähnliche  Erörterungen  finden  sich  auch  in  des  VerfasserH  „Pan- 
geometrie,  Leipzig  1877".  Die  unvermittelte  Beziehung  zweier  Pankte 
aufeinander,  darin  liegt  das  Wesen  des  Begriffes  Abstand. 

')  Der  hier  eingeBchlagene  Weg  zur  Verdeutlichang  des  Yerhält- 
nisses  zwischen  einer  Strecke  und  einer  krummen  Verbindungslinie 
scheint  ans  sehr  praktisch.  Auf  nattirlichste  Weise  ergiebt  sich  aus 
ihm  die  im  folgenden  ausgesprochene  SchluIsfolgeruDg. 
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p.  5:  ,,Dabei  ist  unter  dem  Abstände  zweier  Punkte  die 
Länge  der  kürzesten  Linie  zu  verstehen ^  welche  durch  die- 
selben  begrenzt  werden  kann/* 

p.  6:  ffiie  Anschauung  lehrt  uns  an  jeder  Linie  die 
Form,  d.  h.  die  Qualität  der  Ausdehnung  von  der  Grofse 
oder  Quantität  der  Ausdehnung  unterscheiden.  Wir  ver- 
mögen  uns  vorzustellen^  dafs  eine  Linie  von  geg.  Länge  ihre 
Form  stetig  ändere  und  dabei  die  Länge  beibehalte.^'  Daher 
die  Linien  in  Bezug  auf  Länge  vergleichbar,  gleichartig. 

;;Sind  aber  zwei  Punkte  getrennt,  so  hat  jede  sie  ver- 
bindende Linie  eine  Länge,  die  gröfser  als  Null,  und  unter 
allen  möglichen  mufs  es  mithin  auch  mindestens  eine  von 
solcher  Länge  geben^  dafs  eine  noch  kürzere  unmöglich  wäre, 
und  dies  ist  dann  eine  kürzeste  Linie/' 


J.  E.  Becker,  Lehrbuch  der  Elementar -Geometrie.  — 
Berlin  1877. 

p.  7:  ,J)urch  zwei  Punkte  kann  nur  eine  Gerade  gehen, 
also  auch  nur  eine  Strecke  begrenzt  werden.  Diese  ist  kürzer 
als  jede  andere  Linie  zwischen  denselben  Endpunkten.^ 

„Die  Länge  der  Strecke  AB  ist  das  Mafs  für  den  Ab- 
stand der  Punkte  Ä  und  BJ^ 


Heinze,  Die  Elem.- Geometrie.  —  Berlin  1877. 

p.  12:  „Wer  also  von  einem  Punkte  zu  einem  andern  in 
gerader  Linie  geht,  geht  immer  den  nämlichen  Weg.  Wenn 
man  also  die  Entfernung  zweier  Punkte  angeben  soll,  so  giebt 
man  sie  in  gerader  Linie  an,  weil  diese  bestimmt  ist  und  sich 
niemand  dabei  irren  kann. 

Es  giebt  aber  auch  zwischen  zwei  Punkten  keinen  näheren 
Weg,  als  den  in  gerader  Linie,  denn  kein  Punkt  kann  einen 
kürzeren  Weg  führen,  als  den,  welcher  vor  dem  andern  liegt 
Darum  ist  die  gerade  Linie  zwischen  zwei  Punkten  nicht  allein 
ihre  bestimmte  Entfernung,  sondern  auch  ihre  kürzeste 
Entfernung." 
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Schmitz-Dumont;  Die  mathematischen  Elemente  der 
Erkenntnistheorie.  —  Berlin  1878. 

p.  68  werden  die  Beziehungen  im  Nebeneinander  geschie- 
den in  a)  die  innere  Beziehung  als  Gröfse  der  Richtung; 
b)  die  innere  Beziehung  als  Entfernung. 

p.  272:  ^s  wurde  ausgeführt,  dafs  die  Denkthätigkeit 
im  Nebeneinander  die  beiden  Begriffe  ,^ntfernung,  Rieh- 
tung^'  als  komplementäre  Bestimmung  der  inneren  Beziehung 
bildet." 

p.  274:  yyDie  ger.ade  Linie  ist  identisch  mit  dem  Begriff 
der  kürzesten,  weil  beide  Attribute  hierbei  nichts  anderes 
besagen,  als  die  logische  Forderung,  „zwei  Elemente  (Punkte) 
unmittelbar  im  Denken  zu  verbinden"." 


Milinowski,  Die  Geometrie.  —  Leipzig  1881. 
p.  1:    „Das  Mafs   fQr   die  Entfernung   zweier  Punkte 
A  und  B  heifst  Strecke." 


Schindler,  Die  Elemente  der  Planimetrie.  —  Berlin  1883. 
p.  7:  „Entfernung  heifst  eine  kürzeste  Länge." 


Recknagel,  Ebene  Geometrie.  —  München  1885. 
p.  8:  „Die  zwischen  zwei  Punkten  liegende  gerade  Linie 
ist  das  Mafs  für  die  Entfernung  der  beiden  Punkte" 


F.  Fischer,  Anfangsgründe  d.  Math.  —  Leipzig  1887. 

p.  5:  „Zwei  Punkte  A  und  B  grenzen  auf  der  Geraden 
Cr  ein  Stück  von  bestimmter  Grofse,  die  Strecke  AB,  ab. 
Die  Strecke  AB  giebt  den  Abstand  oder  die  Entfernung  der 
beiden  Punkte  A  und  B  an,«  weil  gerade  Linien  die  einzigen 
sind,  welche  sich  stets  zur  Deckung  bringen  lassen,  und  daher 
ihre  Teilstücke  allein  direkt  verglichen  oder  gemessen  werden 
können." 
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Z  in  dl  er,  Beiträge  zur  Theorie  der  math.  Erkenntnis.  — 
Sitzungsberichte.    Wien  1889. 

p.  3:  ,yWenn  wir  uns  nach  den  geometrischen  Grund- 
Yorstellungen  umsehen,  so  .  .  .  giebt  es  hier  mehrere  aufein- 
ander nicht  zurückführbare  und  undefinierbare  Fundamental- 
vorstellungen« Als  solche  müssen  z.  B.  • . .,  die  Distanz, . . . 
angesehen  werden'^ 

p.  4:  ,,Die  Objekte,  welche  unter  einige  der  oben  an- 
gegebenen Grundbegriffe  fallen,  sind  Vergleichungsrela- 
tionen  zugänglich,  wie  die  Möglichkeit  ihrer  quantitativen 
Messung  erkennen  läfst/' 

„Die  Vorstellung  einer  Punktdistanz  kann  als  Vorstellung 
einer  Relation  zwischen  zwei  absoluten  psychologischen  Orts- 
bestimmungen aufgefafst  werden  (cf.  Meinong,  Hume-Studienll. 
p.  50  [620]).  Mit  diesen '  ersten  Relationen  befafst  sich  jedoch 
die  Mathematik  nicht,  denn  um  absolute  Distanzbestimmungen 
ist  es  ihr  nicht  zu  thun,  sondern  nur  mit  Relationen  zwischen 
diesen  Relationen  . .  /'^) 

„Wenn  also  auch  die  Distanzen  als  Relationen  zwischen 
absoluten  Fundamenten  [Fundamente  einer  Relation  heifsen 
die  Dinge,  die  in  Relation  stehen,  also  bei  Verträglichkeits- 
relationen die  Dinge  (Vorstellungen,  Urteile),  die  mit  einander 
verträglich  oder  unverträglich  sind,  bei  Vergleichungsrelationen 
die  Dinge  (Vorstellungen  etc.),  die  mit  einander  verglichen 
werden.  Ausführlicheres  cf.  Meinong  a.  a.  0.  II.  p.  44  [614] f.] 
zu  fassen  sind,  so  sind  doch  diese  ersten  Relationen  an  und 
für  sich  für  die  Geometrie  irrelevant.^)  Die  Relationen  müssen 
sich  zuletzt  auf  Fundamente  stützen,  die  nicht  mehr  Relationen 
sind.  Man  konnte  aber  eben  schon  die  Strecken  als  jene 
primären  Fundamente  ansehen,  welche  in  den  Relationsurteilen 
der  Längenmessung  auftreten.    Dann  ist  ein  weiteres  Zurück- 


^)  Will  die  Mathematik  bestimmte  Definitionen  aofstelleD,  so  mufs 
sie  sich  allerdings  um  solche  ersten  Eelationen  kümmern;  aber,  wie 
gesagt,  nur  bei  den  Begriffsbestimmiibgen. 

')  Dem  müssen  wir  nochmals  entschieden  widersprechen.  Wir 
halten  im  Gegenteil  gerade  die  Untersachnngen  für  prinzipiell  aoTser- 
ordentlich  wichtig,  besonders  bei  der  Frage  nach  den  Grundlagen  der 
Geometrie. 
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gehen  auf  die  absoluten  Orte  nicht  notwendig.  Wenn  man 
die  psychologische  Vorstellungsweise  zu  Rate  zieht;  ergiebt 
sich  folgendes:  Man  kann  sich  eine  Distanz  einmal  als  durch 
zwei  Punkte  gegeben  denken^  das  andere  Mal  durch  eine 
Strecke.^)  Im  ersten  Falle  liegt  in  der  Distanz  Vorstellung 
die  Vorstellung  einer  Relation  zwischen  absoluten  psycho- 
logischen OrteU;  im  zweiten  Falle  ist  von  einer  Relation  nichts 
ZQ  bemerken.  Es  ist  von  einem  Vergleich  zwischen  irgend 
etwas  nichts  zu  bemerken,  wie  etwa  früher  die  Orte  der  Punkte 
verglichen  wurden.  Man  stellt  sich  nur  ein  Stück  einer  Ge* 
raden  vor."*) 

„Es  ist  auch  nur  ein  Objekt;  was  jetzt  vorgestellt  wird; 
nämlich  die  Strecke,  wahrend  früher  zwei  Punkte  vorgestellt 
wurden." 

;;Der  Umstand;  dafs  man  zu  einer  Distanzmessung  die 
gerade  Linie  benotigt;  bringt  es  mit  sich;  dafs  man  sich  in 
der  Geometrie  die  Distanzen  immer  durch  Gerade  ausgefüllt 
denkt;  daher  in  der  Geometrie  nicht  von  Punkidistanzen,  son- 
dern von  Strecken  die  Rede  ist."^) 

;;Es  ist  überhaupt  schwer  abzusehen,  wieso  für  den  wissen- 
schaftlichen Gebrauch  der  Geometrie  Distanz  etwas  wesentlich 
anderes  sein  sollte,  als  ein  Stück  einer  Geraden.  Es  ergiebt 
sich  also  folgendes:  DaS;  was  man  ohne  Unterschied  schlecht- 
weg Vorstellung  einer  Distanz  nennt;  existiert  unzweifelhaft 
in    zwei   psychologisch  verschiedenen  Formen,   nämlich   Vor- 


^)  Diese  Scheidung  scheint  uns  nicht  richtig.  Die  Strecke  ist  nur 
die  anschauliche  Darstellung  der  Distanz  zweier  Punkte,  nicht  etwas 
anderes  als  Punktdistanz,  das  diesem  gegenüber  gestellt  werden  könnte. 

^  Dieses  Stück  einer  Geraden  können  wir  uns  aber  nicht  ohne  die 
Begrenzungspunkte  vorstellen.  Bei  einer  Strecke  treten  also  sehr  wohl 
Relationen  auf,  die  Beziehungen  der  Strecke  za  ihren  Begrenzungs- 
punkten und  der  Begrenzungspunkte  unter  einander.  Die  Strecke  kann 
demnach  nicht  als  ein  primäres  Fundament  angesehen  werden.  Es 
handelt  sich  nicht,  wie  Verfasser  meint,  um  ein  Objekt  —  das  wäre 
nar  eine  sehr  äafserliche  Auffassung  — ,  sondern  um  mehrere.  Erst  bei 
der  Vergleichung  mehrerer  Strecken  kann  man  in  gewissem  Sinne  von 
den  inneren  Beziehungen  der  Bestimmungsstacke  einer  Strecke  absehen. 

^  Auch  dies  mufs  bestritten  werden.  Man  vergl.  Bolzanos  am  An- 
fange dieses  Paragraphen  zitierten  Ausspruch. 
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Stellung  einer  Punktdistanz  und  einer  Strecke.  14 ur  die 
letzte  Yorstellungsweise  aber  ist  es,  welche  eine 
mathematisclie  Bearbeitung  erfährt  und  der  Aus- 
gangspunkt des  Längenbegriffes  wird,  indem  die  Strecken 
unmittelbare  Fundamente  der  in  der  Geometrie  auftreten- 
den Yergleichungsrelationsurteile  über  lineare  Ausdehnungen 
werden." 

Haller   von   Hallerstein,    Lehrb.   d.   Elem.-^Math.   — 
Berlin  1890. 

p.  4:  ,,Die  Strecke  mifst  die  Entfernung  zweier  Punkte.^ 


§  3.    Lagen-  nnd  Hafsnntersncbnngen. 

In  den  meisten  Lehrbüchern  schliefst  sich  direkt  an  die 
Erörterung  der  bis  jetzt  behandelten  Grundbegriffe,  wobei 
diese  jedoch  durchaus  nicht  gebührende  Berücksichtigung  er- 
fahren, die  Lehre  von  den  Winkeln  an.  An  der  Spitze  steht 
eine  der  üblichen  Definitionen,  dann  folgen  sofort  die  beson- 
deren Arten:  das  Ganze  schliefst  sich  höchst  unvermittelt  an 
den  Anfang  an  und  ist  offenbar  gar  nicht  geeignet,  weder  auf 
den  Schüler  besonders  anregend  einzuwirken,  noch  ihm  einen 
wirklichen  Begriff  geometrischer  Betrachtungsweise  und  mathe- 
matischen Denkens  zu  geben.  Viele  Lehrbücher  geben  auch 
erst  noch  eine  Zusammenstellung  allgemein  mathematischer 
und  dann  besonderer  geometrischer  Grundsätze,  wobei  das 
Bemühen,  den  Stoff  zu  beschränken,  meist  zu  einer  Auswahl 
drängt,  die  je  nach  dem  subjektiven  Empfinden  des  Verfassers 
sich  regelt,  oft  aber  auch  den  Eindruck  macht,  als  wäre  hier 
schon  eine  gewisse  Norm  getroffen.  Der  Gedanke,  dafs  es  im 
Unterricht  auf  ein  paar  sogenannte  Grundsätze  mehr  oder 
weniger  nicht  ankomme,  scheint  allmählich  mehr  und  mehr 
Anhänger  zu  gewinnen,^)  seit  —  soweit  ich  es  übersehen 
kann  —  E.  Müller  zuerst  dafür  eingetreten  ist.  Aber  ebenso 
sehr  wie  die  Zahl  der  Grundsätze   methodisch  nicht  ins  6e- 


^)  Man  vergleiche  Band  I,  Seite  29. 
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wicht  fallt,  mit  ebenso  entschiedenen  Nachdrack  mufs  hervor- 
gehoben werden y  dafs  nichts  thörichter  sein  dürfte,  als  am 
Anfange  des  Unterrichts  dem  Schüler  eine  Tabelle  Grundsätze 
einzuprägen,  mit  denen  er  vorläufig  gar  nichts  anzufangen 
weifs.^)  Mit  diesem  Verfahren  hatte  man  sich  entschieden 
von  der  natürlichen  Lehrweise  —  und  keineswegs  zum  Vor- 
teile des  Unterrichts  —  entfernt.  Man  bringe  die  Grundsätze 
da,  wo  man  ihrer  zuerst  bedarf. 

Meiner  Meinung  nach  müssen  sich  an  die  ersten  Be- 
trachtungen über  Raum,  Korper,  Flächen,  Linien  und  Punkte 
(ausgehend  Ton  der  Grenzbetrachtung), ^  nach  einer  kurzen 
Hinweisung  auf  die  Bedeutung  der  Geometrie,  wobei  wesent- 
lich der  praktische  Wert  betont  werden  darf,  sofort  Unter- 
suchungen über  die  Lage  anschliefsen.  Hierbei  geht  man 
dann,  wie  ich  schon  dargelegt,  vom  Punkte  aus,  da  die  Baum- 
gebilde jetzt  losgelöst  von  ihren  direkten  Beziehungen  (Grenzen) 
als  selbständige  Gebilde  angesehen  werden  müssen.  In  früheren 
Zeiten  pflegte  man  der  Kombinationslehre  einen  ganz  beson- 
deren Wert  für  die  Bildung  beizulegen  und  in  ihr  das  vor- 
züglichste Bildungsmittel  des  mathematischen  Unterrichts  zu 
sehen.  Und  gewils  nicht  ganz  mit  Unrecht!  Vor  einer  über- 
triebenen Schätzung  mufs  man  sich  allerdings  hüten,  aber  die 
Wichtigkeit  dieses  *Zweiges  mufs  anerkannt  werden.  Nur 
mochte  ich  auch  hier  betonen,  dafs  es  nach  meiner  Meinung 
weniger   auf  die  Lehren   der  Kombination   selbst  ankommt. 


')  Vergl.  Lehrproben  und  Lehrg^ge.  32.  Heft.  1892:  Dr.  A.  Gille, 
Didaktisches  aus  dem  planimetrischen  unterrichte.  In  diesem  Aufsätze 
hflifst  es  p.  95:  „In  den  meisten  Lehrbüchern  werden  die  Grundsätze 
nach  alter  Euklidischer  Manier  für  sich  allein,  ohne  Zusammenhang  mit 
den  andern  der  eigentlichen  Planimetrie  TOrausgeschickt.  So  unver- 
mittelt an  den  Schüler  herangebracht,  in  welchem  sich  gar  kein  Inter- 
esse denselben  entgegenstreckt,  können  sie  durch  ihre  abstrakte  und  oft 
recht  unklare  Form  nicht  dazu  beitragen^  ihm  den  Eingang  zur  Mathe- 
matik leichter  und  angenehmer  zu  machen.'*  Ebenfalls  in  diesem  Sinne 
schreibt  mir  Direktor  Thaer-Halle:  „Was  ich  für  nötig  halte  zu  be- 
tonen, ist,  dafs  nicht  aUe  Grundsätze  den  gesamten  Lehrsätzen  voran- 
gestellt werden  können.'* 

*)  Gerade  und  Ebene  werden  als  bekannte  Vorstellungen  voraus- 
gesetzt und  vorläufig  nicht  eingehend  behandelt 
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als  auf  eine  geschickte  Anwendung  in  den  verschiedenen 
Zweigen  des  mathematischen  Unterrichts.  So  bietet  auch  der 
planimetrische  Unterricht  auf  allen  verschiedenen  Stufen  ein 
sehr  geeignetes  Feld  zu  Kombinationen  —  und  gerade  diese 
praktische  Kombinationslehre  erscheint  mir  von  grofserem 
methodischem  Werte,  als  die  eigentliche  theoretische.  So 
mochte  ich  ein  Beispiel  erwähnen,  das  mir  besonders  geeignet 
erscheint,  die  Wahrheit  des  Ausgeführten  zu  bekräftigen,  das 
ist  die  Lehre  vom  Parallelogramm.  Hier  bietet  sich  bei  der 
Aufstellung  der  Umkehrungen  eine  sehr  gute  Gelegenheit, 
Kombinationen  (im  ganzen  9)  zu  bilden,  über  deren  Gültig- 
keit natürlich  Untersuchungen  anzustellen  resp.  Beweise  bei- 
zubringen sind.  So  gestaltet  sich  diese  eine  Figur  zu  einer 
reichhaltigen  Quelle  fruchtbarster  Thätigkeit. 

Diese  Kombinationen  haben  ferner  das  Gute,  dafs  sie  ge- 
wissermafsen  ein  Gerippe  des  Inhalts  geben,  das  leicht  im 
Gedächtnis  haftet  oder  wenigstens  leicht  wieder  reproduziert 
werden  kann. 

Der  Gang  des  planimetrischen  Anfangsunterrichtes  mag 
sich  nun  folgendermafsen  gestalten. 

Lagenbetrachtungen. 
I.   Systematischer  Aufbau.^) 

A. 

1.  Funkt  und  Punkt. 

(Bei  diesen  Erörterungen  kommt  man  zu  den  Begriffen: 
Richtung,  Abstand,  Strecke,  Strahl,  Gerade,  Kreis.  Ver- 
gleichungen  von  Strecken  schliefsen  sich  an.) 

2.  Punkt  und  Gerade. 

3.  Punkt  und  Kreis. 


*)  Ich  beschränke  mich  bei  diesen  ersten  Betrachtungen  auf  je  zwei 
Elemente.  Es  könnte  in  Erwägung  gezogen  werden,  ob  man  weitere 
Elemente  in  den  Kreis  der  Betrachtung  ziehen  soll;  z.  B.  die  Möglich- 
keit unendlich  yieler  Geraden  durch  einen  Punkt,  dem  dual  die  un- 
endlich vielen  Punkte  auf  einer  Geraden  gegenüberstehen.  Wenn  mau 
derartige  Betrachtungen  schon  hier  anstellen  will,  dann  muTs  man 
jedenfalls  das  duale  Prinzip  anwenden. 
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B. 

1.  Gerade  und  Punkt. 

2.  Gerade  und  Gerade. 

3.  Gerade  und  Kreis. 

C. 

1.  Kreis  und  Punkt. 

2.  Kreis  und  Gerade. 

3.  Kreis  und  Kreis. 

II.   Ausführung. 

A)  1.  Punkt  und  Punkt.  Hier  kann  ich  mich  prinzipiell 
ganz  kurz  fassen,  da  die  wichtigsten  hierher  gehörigen  Unter- 
suchungen schon  im  Anfange  des  fünften  Kapitels  im  ersten 
Bande  zum  Teil  erledigt  sind,  zum  Teil  in  den  beiden  ersten 
Paragraphen  dieses  Kapitels.^)  Es  möge  nur  noch  einmal 
wiederholt  werden,  dafs  wir  mit  Hülfe  dieser  einfachen  Ele- 
mente eine  ganze  Reihe  sich  natürlich  ergebender  neuer  Ele- 
mente erhalten.  Besonders  mochte  ich  als  äufserst  wichtig 
das  betonen,  dafs  sich  bei  diesen  Betrachtungen  die  Elementar- 
gebilde Gerade  und  Kreis  (s.  I  5)  aufs  natürlichste  ergeben. 
Gerade  diese  erste  Untersuchung  ist  also  von  ganz  besonderer 
Bedeutung.  Will  man  die  Begriffe  des  iStrahlenbüschels  und 
der  Punktreihe  entwickeln,  so  bietet  sich  ebenfalls  hier  die 
natürlichste  Gelegenheit.  Ich  mufs  allerdings  gestehen,  dafs 
ich  den  Begriff  des  Strahlenbüschels  im  planimetrischen  Ele- 
mentarunterricht für  entbehrlich  halte,  während  auf  der  andern 
Seite  die  Punktreihe  nicht  wohl  entbehrt  werden  kann.  Punkt- 
reihe und  Träger  der  Punktreihe  sind  zwei  dem  kindlichen 
Begreifen  zugängliche  Vorstellungen,  deren  innere  Beziehung 
mir  für  die  Auffassung  der  Geometrie  sehr  wertvoll  erscheint 
und  die  ich  deshalb  nicht  bei  Seite  lassen  möchte.  Sie  sind 
übrigens  besonders  bei  der  Entwicklung  des  geometrischen 
Ortes  von  wesentlicher  Bedeutung  und  es  bietet  sich  auch 
sonst  häufiger  Gelegenheit,  von  ihnen  Gebrauch  zu   machen. 

^)  Man  vergleiche  auch  das  dritte  Kapitel  des  ersten  Bandes. 
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Auch  dafs  der  mifsTerstHndlicheii  Auffassung^  als  wenn  eine 
Linie  etwa  aus  einzelnen  Punkten  bestände  oder  aus  solchen 
zusammengesetzt  gedacht  werden  konne^  durch  eine  klare  Er- 
fassung der  Begriffe  Punktreihe  und  Träger  der  Pnnktreihe 
entgegengearbeitet  wird,  läfst  es  uns  wünschenswert  erscheinen, 
diese  Betrachtungen  gleich  anfanglich  zu  erledigen. 

Was  nun  die  praktische  Durchführung  betrifft,  so  wird 
man  natürlich  auch  hier  sich  schon  von  Anfang  an  der  Tafel 
bedienen,  obwohl  die  ersten  Untersuchungen  ebenso  gut  und 
unverändert  auch  im  Räume  angestellt  werden  können.  Merkt 
man,  dafs  man  es  mit  einer  verständnisvollen  Klasse  zu  thun 
hat,  so  wird  es  gewifs  von  Nutzen  sein,  darauf  hinzuweisen, 
dafs  Richtung,  Abstand,  Strecke,  Strahl,  Gerade  zu  ihrer  Vor- 
stellung der  Ebene  nicht  bedürfen.  Vorsichtig  mufs  mau 
dabei  —  wie  ich  glaube  —  allerdings  sein.  Man  konnte  leicht 
mehr  Verwirrung  hervorrufen,  als  durch  diese  Verallgemeine- 
rung Nutzen  geschaffen  wird.  Der  Fall,  dafs  die  beiden  Punkte 
zusammenfallen,  darf  bei  diesen  Betrachtungen  nicht  über- 
gangen werden.  Er  ist  als  der  speziellere  Fall  dem  Aufser- 
einanderliegen  nachzustellen. 

Unter  die  Begriffe,  die  sich  bei  der  Betrachtung  zweier 
Punkte  ergeben,  gebort  wesentlich  der  der  Strecke,  in  der  der 
Abstand  zur  Veranschaulichung  kommt,  die  in  gewissem  Sinne 
als  das  Mafs  des  Abstandes  —  besser  der  geradlinigen  Be- 
wegung —  aufgefafst  werden  kann. 

Von  dem  Begriffe  der  Bewegung  —  der  uns  weiter  unten 
theoretisch  beschäftigen  wird  —  mache  ich  ohne  weiteres  den 
ausgiebigsten  Gebrauch.  Ich  glaube  auch,  dafs  dem  wirklich 
kein  ernstes  Bedenken  entgegensteht  Ich  lasse  nun  die  beiden 
Punkte  einander  näher  rücken  etc.,  d.  h.  ich  nehme  alle  mög- 
lichen Veränderungen  in  der  Lage  vor.  Dabei  wird  man  den 
einen  Punkt  wohl  fest  in  seiner  Lage  lassen,  weil  sich  dann 
die  Betrachtungen  vereinfachen.  Gerade  in  dieser  von  Anfang 
an  durchgeführten  Beweglichkeit  der  Raumelemente  resp.  Raum- 
gebilde —  wie  diese  Beweglichkeit  aufzufassen  sei  ihrem  Wesen 
nach,  das  habe  ich  schon  im  ersten  Bande,  Seite  308,  aus- 
einandergesetzt, ein  näheres  Eingehen  findet  sich  im  vierten 
Kapitel  dieses  Bandes  —  sehe  ich  ein  vorzügliches  Hülfsmittel 
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der  geometrischen  Beiracbtuugen;  nur  wenn  wir  alles  An- 
geschaute in  immer  anderer  Lage  betrachten,  so  in  unserem 
Beispiele  einmal  die  Punkte  horizontal  neben  einander,  dann 
vertikal  über  einander,  dann  den  festen  Punkt  rechts  oben,  den 
andern  links  unten  u.  s.  f.  zeichnen,  wird  man  die  Schüler 
von  jedem  schablonenhaften  Erfassen  der  Lagenbeziehungen 
frei  machen  können.  Fast  durchweg  ist  zu  beachten,  dafs  die 
Schüler  die  vom  Lehrer  an  die  Tafel  gezeichnete  Figur  in 
derselben  Lage  in  ihr  Heft  zeichnen,  man  mufs  deshalb  von 
Anfang  an  darauf  achten,  dafs  der  Gedanke  nicht  in  dem 
Schüler  aufkommt,  die  Figur  müsse  gerade  so  gezeichnet 
sein,  wie  sie  zuerst  gezeichnet  worden  ist.  Hat  man  einen 
Lehrsatz  an  der  Tafel  der  Klasse  vorgeführt  und  ruft  dann 
einen  Schüler  auf,  so  kann  man  sicher  sein,  dafs  er  die  Figur 
gerade  wieder  so  zeichnen  wird,  wie  sie  vom  Lehrer  gezeichnet 
war  —  dafs  die  ursprüngliche  Figur  an  der  Tafel  stehen 
bleibt  und  etwa  alle,  die  aufgerufen  werden,  an  derselben 
Figur  ihr  Kunststück  machen,  halte  ich  für  einen  aufserordent- 
lieh  schweren  methodischen  Fehler,  der  hoffentlich  nur  noch 
ganz  vereinzelt  vorkommt  Gegen  derartiges  Auffassen  der 
Figur  mufs  man  also  von  vornherein  energisch  ankämpfen 
und  beständig  dafür  sorgen,  dafs  durch  eine  immei'  andere 
Darstellung  des  Raumbildes  die  Phantasie  zu  lebhafter  Thätig- 
keit  angespornt  wird,  dafs  —  ich  wiederhole  es  —  von  vorn- 
herein jede  Art  von  Schablone  gänzlich  ausgeschlossen,  wird/) 
Auf  diese  Weise  wird  man  es  auch  erreichen,  dafs  man  die 
zuerst  gleich  in  ziemlicher  Zahl  dem  jugendlichen  Geiste  sich 
neu  darbietenden  Begriffe  gehörig  verarbeitet,  dem  Verstände 
und  Gedächtnis  einprägt,  ohne  in  den  schwersten  Fehler  des 
Unterrichts  zu  fallen,  nämlich  langweilig  zu  werden. 

Da  nun  die  Strecke  das  Bild  des  Abstandes  oder  das 
Mals  des  Abstandes  ist,  so  kommen  wir,  indem  wir  die  beiden 
Punkte    in    allen   möglichen   Lagen    betrachten,    sowohl    der 

*)  Bartholomäi,  Geradlinige  Planimetrie.    Vorrede: 
„Der  Schüler  soll  soviel  Phantasie  haben,  dafs  er  eine  Pignr  nach 
dem  Texte  entwerfen  kann.    Die  Figur  abzeichnen  übt  die  Anschauung 
zehnmal  so  viel,  als  sie  ansehen;  dieselbe  aber  zeichnen,  zehnmal  so 
yiel,  als  sie  abzeichnen/* 

Schotten,  der  planimetr.  Unterricht.    II.  5 
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Richtung  als  dem  Abstände  nach;  sofort  nach  den  ersten  Be- 
trachtungen  ungezwungen  auf  die  Vergleichung  von  Strecken. 
Auch  hier  wieder  überlegen  wir  uns,  wie  viel  Fälle  sind 
möglich.  Es  ergeben  sich  deren  drei.  Die  beiden  Strecken 
seien  a  und  b,^)     Die  drei  Fälle  sind  dann 

1.  a>6. 

2.  a^h. 

3.  a<b. 

In  dieser  oder  der  umgekehrten  Reihenfolge  müssen  die 
Betrachtungen  angestellt  werden.  Vielleicht  liefse  sich  aber 
auch  rechtfertigen 

1.  a=^b  (a  verschieden  von  b). 

2.  a  =  ft. 

Keinesfalls  aber  darf  der  letzte  Fall  als  der  Spezialfall 
vor  dem  andern  behandelt  werden,  wenn  er  auch  als  der 
wichtigere  viel  gröisere  Bedeutung  hat.')  Mir  scheint  die 
Dreiteilung  deshalb  vorzuziehen,  weil  wir  dann  wiederum  die 
Veränderlichkeit  berücksichtigen  können.  Es  werden  zuerst 
die  beiden  Strecken  verglichen  unter  der  Voraussetzung 

a>6. 

Wir  nehmen  an,  dafs  wir  a  bewegen  können,  ohne  dafs 
es  dabei  seine  Gestalt  oder  Gröfse  ändert.  Wir  legen  sie 
dann  mit  dem  einen  Endpunkte  auf  einen  von  b:  wir  schieben 
a,  bis  es  mit  dem  einen  Endpunkt  auf  einen  von  b  fallt;  dann 


*)  Eine  genau  geregelte  Bezeichnung  moTs  im  ganzen  planimetrischen 
Unterrichte  mit  aller  Strenge  durchgeführt  werden.  Alle  Punkte  lasie 
ich  mit  grofsen  lateinischen  Buchstaben  bezeichnen,  Strecken  mit  kleinen 
lateinischen  Bachstaben,  Linien  mit  grofsen  deutschen  Buchstaben,  Winkel 
mit  grofsen  lateinischen  Bachstaben,  über  die  ein  Dächelchen  gemacht 

wird,  z.  B.  ^  —  da  die  Verwendung  der  früher  gebrauchten  kleinen 
griechischen  Buchstaben  im  Anfange  des  Unterrichts  ja  nicht  mehr  mög- 
lich ist.  Auch  müssen  im  Sprechen  die  verschiedenen  Qebilde  Strecke, 
Strahl,  Gerade  immer  genau  auseinandergehalten  werden. 

*)  B.  Sturm,  Die  neuere  Geometrie  auf  der  Schule.   H.  Z.  I  p.  482: 
„Wie  sich  die  Schüler  eben  bewufst  geworden  sind,  dafs  die  Gleich- 
heit zweier  L&ngen  viel  unwahrscheinlicher  ist  als  die  Ungleichheit,  und 
also,  wenn  sie  unter  gewissen  Umst&nden  eintritt,  eines  Beweises  bedarf, 


so  .  .  .** 
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drehen  wir,  bis  die  beiden  Strecken  in  dieselbe  Richtung 
fallen,  also  neben  dem  einen  Endpunkte  die  Richtnng  gemein- 
sam haben,  dann  fallt  der  zweite  Endpunkt  von  a  über  den 
zweiten  Endpunkt  von  b  hinaus  und  zwar  in  die  Verlängerung 
der  Strecke  6  —  was  unter  Verlängerung  zu  verstehen  sei,  ist 
schon  vorher  bei  der  Entstehung  der  Geraden  aus  der  Strecke 
erörtert  worden.  — 

Dann  lassen  wir  die  Strecke  a  kleiner  werden,  so  wird 
der  Fall  eintreten,  dafs  a  «=  6.  Wir  stellen  nun  wieder  die- 
selben Betrachtungen  wie  im  ersten  Falle  an.  Jetzt  ergiebt 
sich  die  vollige  Deckung  der  beiden  Strecken.^) 

Wird  nun  a  noch  kleiner,  so  haben  wir  den  dritten  Fall 
a  <  &.  Jetzt  fallt  der  Endpunkt  a  in  die  Strecke  b  selbst, 
zwischen  deren  Endpunkte. 

Hieran  schliefsen  sich  dann  sofort  Übungen,  um  in  erster 
Linie  auch  die  Umkehrungen  der  angestellten  Betrachtungen 
in  den  Kreis  der  Überlegung  hineinzuziehen.  Dafs  diese 
Streckenvergleichungen  gleich  hier,  im  Anschlufs  an  die  Be- 
trachtung zweier  Punkte,  behandelt  werden,  ist  nicht  nur 
natürlich  und  ungezwungen  zu  gestalten,  wir  werden  sehen, 
dafs  wir  auch  sofort  weitgehende  Anwendungen  dieser  Be- 
trachtungen in  den  folgenden  Fällen  machen  können  und 
müssen. 

Ebenso  gehört  auch  hierher  das  Addieren  und  Subtrahieren 
von  Strecken,  das  wegen  der  bald  folgenden  Anwendungen 
richtig  geübt  werden  mufs. 

Gleich  diese  erste  Gelegenheit  benutze  ich  übrigens,  um 
den  Schüler  auf  das  Unzureichende  der  sinnlichen  Anschauung 
aufmerksam  zu  machen.  Natürlich  werden  die  beiden  be- 
trachteten Strecken  wieder  in  allen  möglichen  Lagen  gezeich- 


')  Ich  lasse  diesen  Fall  in  Form  eines  Satzes  aussprechen:  „Legt 
man  zwei  gleiche  Strecken  mit  den  Anfangspunkten  und  der  Richtung 
aufeinander,  so  fallen  auch  die  Endpunkte  zusammen.**  Er  dient  dann 
später  als  Hülfssatz  bei  den  Beweisen  der  Eongruenzsätze.  Zugleich  ist 
es  von  Wert,  schon  hier  darauf  hizuweisen,  dafs  Gleichheit  von  Strecken 
dazu  benutzt  werden  kann,  das  Zusammenfallen  von  Punkten  zu  be- 
weisen oder  besser  umgekehrt,  dafs  das  Zusammenfallen  von  Punkten 
auf  Gleichheit  von  Strecken  zurückgeführt  wird. 

6^ 
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net,  es  bietet  sich  also  Gelegenheit^  z.  B.  die  SinuestäuschuDg^ 
dafs  von  zwei  gleichen  Strecken  die  vertikale  langer  erscheint 
als  die  horizontale,  vorzuführen.  Von  ganz  besonderem  Werte 
aber  scheint  es  mir,  Übungen  im  Taxieren  anzustellen,  um 
die  Anschauung  auszubilden.  Ähnlich  liegende  Strecken  zu 
vergleichen,  wird  auch  dem  Ungeübtesten  ziemlich  leicht 
fallen,  aber  bei  verschiedener  Lage  zeigt  sich  schon,  dafs  wir 
uns  auf  unser  Auge  nicht  verlassen  können  und  dafs  selbst 
reiche  Übung  darin  nichts  wesentlich  bessert.  Das  giebt  mir 
denn  Veranlassung,  von  dem  Unterschiede  der  praktischen  Yer- 
gleichung  von  Strecken  —  etwa  im  täglichen  Leben  —  und 
von  der  mathematischen  Vergleichung  zu  sprechen.  Besonders 
wertvoll  ist  es  dabei,  gleiche  Strecken  zu  zeichnen  oder  Modelle 
aus  starkem  Draht  herstellen  zu  lassen  —  wie  sich  denn  über- 
haupt empfiehlt  gerade  bei  diesen  Untersuchungen  Stäbe  an- 
zuwenden, von  denen  allerdings  der  eine  veränderlich  in  seiner 
Länge  sein  mufs.  Es  mufs  dann  hervorgehoben  werden,  dafs 
mathematisch  die  Voraussetzung  das  Gültige  aussagt,  ohne 
Rücksicht  auf  die  sinnliche  Darstellung.  Es  kommt  nur 
darauf  an,  was  von  den  Dingen  ausgesagt  wird,  nicht  wie 
wir  sie  sehen.  Sprechen  wir  von  zwei  gleichen  Strecken^  so 
handelt  es  sich  um  völlige  Gleichheit,  nicht  um  annähernde, 
wie  sie  bei  der  Zeichnung  mit  Kreide  ja  nur  hergestellt 
werden  kann.  Besonders  bei  der  Umkehrung  ist  es  von 
wesentlicher  Bedeutung,  hierauf  zu  achten.  Wenn  wir  zwei 
Stäbe  aneinander  legen  und  sie  fallen  mit  Anfangs-  und  End- 
punkten zusammen,  so  nennen  wir  sie  gleich;  aber  ob  sie 
mathematisch  gleich  sind,  das  ist  eine  ganz  andere  Frage; 
die  würden  wir  nur  bejahen  können,  wenn  wir  mathematisch 
gewifs  behaupten  können,  dafs  je  zwei  Endpunkte  zusammen- 
fallen. Alle  diese  Betrachtungen  sind  von  nicht  zu  unter- 
schätzender Bedeutung;  gerade  im  Anfangsunterricht  handelt 
es  sich  darum,  recht  genau  zu  verfahren,  keine  Unklarheit 
zurückzulassen.  Es  darf  schon  etwas  mehr  Zeit  kosten,  man 
wird  das  später  reichlich  wieder  einbringen  dadurch,  dafs  der 
Schüler  mit  ganz  anderem  Verständnis  an  die  Betrachtung 
der  geometrischen  Verhältnisse  herangeht.  Aber  man  mufs 
dafür  sorgen,  dafs  dieses  genaue  Vorgehen  den  Schülern  nicht 
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langweilig  wird  —  und  da  ist  es  vor  allen  Dingen  notwendig, 
dafs  der  Schüler  sich  nicht  einfach  rezeptiv  yerhalte.  Die  an- 
gestellten Betrachtungen  sind  aber  auch  derartig^  dafs  eine 
fortwährende  Mitarbeit  der  Schüler  sehr  leicht  möglich  ist, 
ja  ich  habe  gefunden,  dafs  die  Schüler  durchweg  mit  grofsem 
Interesse  auf  diese  Lagenbetrachtungen  und  alles,  was  sich 
damit  verknilpft,  eingeben.  Manche  gute  Frage  zeigt  den 
Erfolg  des  Unterrichts  und  bald  wird  man  nur  noch  den  all- 
gemeinen Gang  leiten,  die  Einzelheiten  werden  von  den 
Schülern  selbst  gefunden. 

Als  äufserliches  Hülfsmittel,  das  Interesse  zu  heben,  ver- 
wende ich  übrigens  bei  allen  Zeichnungen  bunte  Kreide  oder 
bei  Darstellung  durch  Modelle  bunte  Stäbe.  ^) 

A)  2.    Punkt  und  Grerade. 

Zwei  Fälle  sind  möglich. 

1.  Die  Gerade  &  geht  nicht  durch  den  Punkt  P. 

2.  Die  Gerade  @  geht  durch  den  Punkt  P. 

Geht  die  Gerade  nicht  durch  den  Punkt,  so  sagt  man  die 
beiden  Gebilde  liegen  aufsereinander.  Auf  der  Geraden  ®  giebt 
es  einen  Punkt,  der  von  allen  Punkten  der  Geraden  dem 
Punkte  P  am  nächsten  liegt.  Wir  wollen  ihn  als  „Nachbar- 
punkt** des  Punktes  P  bezeichnen.  Verbinden  wir  P  mit  dem 
Nachbarpunkte  A^  so  giebt  die  Strecke  FA  den  Abstand  von 
Gerade  und  Punkt  an.  Betrachtet  man  die  Punkte  auf  @  von 
A  aus  nach  beiden  Seiten  hin,  so  liegen  sie  immer  weiter 
von  P  entfernt,  je  weiter  sie  von  A  entfernt  sind.  Es  leuchtet 
sofort  ein,  dafs  es  aufser  A  auf  ®  immer  zwei  Punkte  giebt, 
die  von  P  ebenso  wie  von  A  gleichweit  entfernt  sind.  Hält 
man  P  fest  und  läfst  @  sich  bewegen,  so  sind  verschiedene 
Bewegungen  möglich. 

Ehe    wir     hierauf    eingehen,     wollen     wir     aber     noch 

*)  J.  H.  T.  Müller,  Lebrb.  der  Geometrie.  Vorrede:  „Auch  darf 
man  hierbei  nicht  übersehen,  dafs  es  so  leicht  und  für  den  jüngeren 
Schüler  so  anziehend  ist,  sich,  was  ihm  etwa  undeutlich  bliebe,  durch 
Anwendung  ganz  einfacher  mechanischer  Hülfsmittel  vollständig 
anschaulich  zu  machen  .  .  .  gerade  dieses  sofortige  und  selbsteigene  Her- 
Torbringen  eines  Gebildes  führt  ihn  so  sicher  und  bleibend  zum  Ver- 
ständnis der  Sache,  dafs  ein  solches  Verfahren  nicht  dringend  genu 
anempfohlen  werden  kann/* 


o 
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folgende  Betrachtungen  anstellen.  Verlängert  man  die  Strecke 
FA  über  P  sowohl  wie  über  A  hinaus^  so  erhält  man  eine 
zweite  Gerade.  Wir  bezeichnen  jetzt  die  gegebene  Gerade 
mit  ®i;  die  neue  mit  ®^,  Man  sagt  ©^  ^^^S^  senkrecht  zu 
@i.  Es  ist  vorläufig  nicht  nötig,  naher  hierauf  einzugehen. 
Man  kann  sich  mit  der  einfachen  Angabe  dieser  Bezeichnung 
begnügen. 

®j  kann  sich  nun  so  bewegen^  dafs  A  der  Nachbarpunkt 
Yon  P  bleibt,  wir  können  uns  zweitens  ©^  in  sich  verschoben 
denken,  dann  erhält  man  andere  Nachbarpunkte,  aber  diese 
haben  immer  gleichen  Abstand  von  P,  wie  vorher  J..  Drittens 
können  wir  ©^  um  A  drehen;  dabei  bleibt  A  von  P  gleich- 
weit entfernt  —  während  es  in  den  ersten  Fällen  seinen  Abstand 
von  P  änderte  resp.  der  Abstand  PA  ein  anderer  wurde  und 
zwar  konnte  FA  gröfser  und  kleiner  werden.  Während  aber 
FA  unverändert  bleibt,  ändern  im  Falle  der  Drehung  die 
andern  Punkte  von  &^  ihre  Lage  gegen  P,  die  Punkte  auf 
der  einen  Seite  von  A  kommen  dem  Punkte  P  näher,  die  auf 
der  andern  entfernen  sich  von  P.  Während  der  Drehung 
werden  immer  neue  Punkte  Nachbarpunkte  von  P,  bis  schliefs- 
lich  der  zweite  Hauptfall  eintritt  und  ®^  durch  P  hindurch- 
geht, P  mit  seinem  Nachbarpunkte  zusammenfallt. 

Bei  den  zuerst  geschilderten  Bewegungen  von  ©^  bleibt 
die  senkrechte  Lage  der  beiden  Geraden  ©^  und  ©2  bestehen, 
dreht  man  aber  @^  um  A^  so  sind  die  beiden  Geraden  nicht 
mehr  senkrecht  zu  einander.  Nur  bei  der  Verschiebung  der 
Geraden  in  sich  selbst  bleibt  der  Abstand  von  Punkt  und 
Gerade  derselbe  —  obwohl  A  nicht  Nachbarpunkt  bleibt. 
Bewegen  wir  @^  so,  dafs  A  Nachbarpunkt  bleibt,  so  ändert 
sich  trotzdem  der  Abstand;  bei  der  Drehung  schliefslich  bleibt 
A  nicht  Nachbarpunkt  und  zugleich  ändert  sich  der  Abstand 
von  Punkt  und  Gerade.  In  diesem  Falle  wird  der  Abstand 
auf  jeden  Fall  kleiner,  denn  während  FA  sich  gleich  bleibt, 
d.  h.  A  von  P  gleichweit  entfernt  bleibt,  kommen  andere 
Punkte  von  @i  dem  Punkte  P  näher,  bis  schliefslich  der  Ab- 
stand verschwindet,  wenn  ®^  durch  P  geht. 

Bei  diesen  Betrachtungen  ergiebt  sich  schon  eine  mannig- 
fache Anwendung  der  Streckenvergleichung. 
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A)  3.   Punkt  und  Kreis. 
Drei  Fälle  sind  möglich. 

1.  Der  Ejreis  ft  geht  nicht  durch  den  Punkt  P,  sodaüs  ^ 
aufserhalb  liegt. 

2.  Der  Kreis  St  geht  durch  P. 

3.  Der  Kreis  £  geht  nicht  durch  den  Punkt  P;  ^  liegt 
sOy  dafs  es  den  Punkt  P  einschliebt 

Hier  gilt  es  wieder  einen  neuen  Begri£F  einzuführen,  den 
des  Zentralabstandes.  Aufserdem  haben  wir,  ebenso  wie  bei 
der  Betrachtung  von  Punkt  und  Gerade,  auch  hier  einen  Punkt 
des  Kreises,  welcher  P  am  nächsten  liegt  und  den  wir  als 
Nachbarpnnkt  bezeichnen  wollen.  Im  ersten  Falle  ist  der 
Zentralabstand,  den  wir  ein  für  allemal  mit  0  bezeichnen 
wollen,  während  Z  der  Mittelpunkt  ist,  gröfser  als  der  Radius. 
z  besteht  nämlich  ans  zwei  Stücken,  aus  PA  (Ä  ist  der 
Nachbarpunkt)  und  -4Z  «=  r.  z  also  >  r.  Verbindet  man 
irgend  einen  andern  Punkt  B  des  Kreises  mit  P  und  Z,  so 
ist  nach  unserer  Definition  des  Abstandes  PZ  <  PB  -^  BZ, 
Da  nun  BZ^AZ=r  ist,  so  folgt,  dafs  PB  >  PA.  B  war 
nun  ganz  beliebig  gewählt;  es  geht  also  mit  unwiderleglicher 
Klarheit  hervor,  dafs  PZ  wirklich  durch  den  Nachbarpunkt 
geht,  dafs  A  der  Nachbarpunkt  von  P  ist.  Ganz  ähnlich 
läfst  sich  nun  weiter  zeigen,  dafs  es  auf  ^  einen  Punkt  giebt, 
der  von  P  am  weitesten  entfernt  ist  und  dafs  dieser  Punkt 
der  Gegenpunkt  von  A  ist 

Auch  diese  Gelegenheit  ist  vorzüglich  geeignet,  den  Unter- 
schied zwischen  mathematischer  oder  reiner  Anschauung  und 
dem  blofsen  rein  sinnlichen  Betrachten  klar  zu  machen,  indem 
man  B  einmal  ganz  nahe  bei  A  wählt 

Wie  in  A)  2  die  Gerade,  so  lassen  wir  nun  den  Kreis 
sich  bewegen.  Die  sich  darbietenden  Betrachtungen  sind  denen 
in  A)  2  völlig  analog.  Im  Unterrichte  ist  es  natürlich  an- 
gebracht, sie  in  ganzer  Ausführlichkeit  durchzunehmen,  hier 
wird  es  genügen,  darauf  hinzuweisen  und  als  besonders 
wichtig  den  Fall  herauszugreifen,  dafs  ^  sich  so  bewegt,  dafs 
A  Nachbarpunkt  bleibt.  Das  ist  hier  auf  zwei  Arten  möglich, 
einmal  indem  Z  in  immer  gleichem  Abstände  von  P  bleibt, 
sich  auf  einem  Kreise  um  P  bewegt  (zu  beachten,  dafs  der  Kreis  ß 
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dabei  zwei  BeweguDgen  ausführt^)),  dann  indem  Zsich  auf  der 
durch  FZ  bestimmten  Geraden  bewegt.  Bewegt  sich  dabei  Z  auf 
P  zu,  so  wird  e  immer  kleiner;  da  r  sich  gleich  bleibt,  so  mufs 
also  FA  sich  ändern^  kleiner  werden;  schliefslich  wirdP-4  =  0, 
d.  h.  der  Punkt  F  fallt  mit  seinem  Nachbarpunkte  A  zusammen, 
der  Kreis  £  geht  durch  P.  e  wird  in  diesem  Falle  «»r.  Setzt 
man  die  Bewegung  im  selben  Sinne  fort,  so  wird  nun  ^  <  r, 
während  A  Nachbarpunkt  von  P  bleibt,  bis  Z  mit  P  zusammen- 
fallt. Bewegt  man  auch  jetzt  noch  ß  im  selben  Sinne  weiter, 
so  wird  A  plötzlich  der  von  P  am  weitesten  entfernte  Pnnkt 
und  sein  Gegenpunkt  wird  Nachbarpunkt  von  P.  Wir  haben 
einen  Grenzfall  gehabt,  nämlich  den  speziellen  Fall,  dafs  sämt- 
liche Punkte  des  Krebses  P  gleichen  Abstand  hatten.  P  ist  dabei 
—  bei  dem  Passieren  des  Kreises  —  aus  einem  äufseren  ein 
innerer  Punkt  geworden  und  bleibt  es,  so  lange  z  <ir  ist.*'^ 

Man  sieht,  es  ergiebt  sich  bei  diesen  einfachen  Betrach- 
tungen eine  Fülle  von  Beziehungen  und  Untersuchungen,  die 
auf  die  vielfaltigste  Weise  in  immer  neuen  Lagen  vor  Augen 
geführt  dem  Schüler  ein  weites  Gebiet  neuer  Anschauungen 
eröffnen,  ein  Gebiet  aber,  das  seinem  Können  keine  unüber- 
steiglichen  Hindemisse  in  den  Weg  legt  und  ihn  deshalb  auch 
nicht  zurückstöfst,  im  Gegenteil  sein  Interesse  erweckt  und 
dauernd  fesselt  und  —  was  als  das  wertvollste  erscheint  — 
ihn  in  fortwährender  Mitarbeit  die  geometrischen  Wahrheiten 
selbst  finden  läfst. 

B)  1.   Gerade  und  Punkt. 

Es  dürfte  vielleicht  schon  beim  systematischen  Aufbau 
die  Meinung  aufgetaucht  sein,  dafs  dieser  Fall  mit  A)  2  völlig 
identisch  sei.  Das  ist  nicht  an  dem,  wie  sich  gleich  ergeben 
wird.  Denn,  während  wir  dort  den  Punkt  festhielten  und  die 
Gerade  sich  bewegen  liefsen,  lassen  wir  jetzt  die  Gerade  in 


^)  Verschiebung  und  Drehung:  Verschiebung  des  Zentrums  längs 
^  und  Drehung  von  ^  um  Z.  —  Die  Bewegungen  jede  für  sich  sind 
ebenfalls  zu  erörtern. 

')  Die  Betrachtungen  lassen  sich  ferner  noch  vervielfältigen,  wenn 
man  den  Kreis  selbst  als  veränderlich  annimmt,  d.  h.  bei  festliegendem 
Z  den  Radius  wachsen  und  kleiner  werden  läüst;  doch  fügen  sich  diese 
UnterBUchnngen  nicht  vOllig  organisch  in  den  Gang  des  Ganzen  ein. 
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fester  Lage  und  den  Punkt  sich  bewegen.  Dafs  dabei  natürlich 
im  wesentlichen  Ähnliches  wie  bei  A)  2  resultiert,  liegt  in  der 
Identität  der  verwendeten  Elemente.  Es  dient  aber  diese  Behand- 
lung —  von  einem  etwas  anderen  Gesichtspunkte,  wie  bei  A)  2  — 
dazu  die  Betrachtungen  zu  vertiefen  und  zu  befestigen. 

B)  2.   Gerade  und  Gerade. 

Hier  sind  drei  Fälle  möglich. 

1.  Die  beiden  Geraden  haben  keinen  Punkt  gemeinsam.^) 

2.  Die  beiden  Geraden  haben  einen  Punkt  gemeinsam. 

3.  Die  beiden  Geraden  haben  zwei  Punkte  gemeinsam. 

1.  ®i  und  @2  haben  keinen  Funkt  gemeinsam.  Man 
nennt  dann  die  beiden  Geraden  parallel.  Nimmt  man  auf 
einer  der  Geraden  einen  Funkt  an  und  verbindet  ihn  mit  seinem 
Nachbarpunkte  auf  der  andern  Geraden,  so  heifst  die  Strecke 
der  Abstand  der  beiden  Parallelen,  denn  es  leuchtet  ein,  dafs 
diese  Strecke  immer  gleich  bleibt,  wie  wir  auch  P  auf  3^ 
wählen.  Denn  würde  dieser  Abstand  sich  verändern,  so 
müfsten  die  Geraden  sich  einander  nähern  oder  sich  von  ein- 

^)  Ich  stehe  darchaus  auf  dem  Standpunkte,  dafs  man  auf  der 
Schule  diesen  Fall  in  diesem  Sinne  auffafst  resp.  darstellt.  Sturm 
verlangt  in  seinem  Aufsatze,  Die  neuere  Geometrie  auf  der  Schule 
(H.  Z.  I  p.  474—490),  dafs  der  Schüler  schon  mit  den  unendlich  ent- 
fernten Gebilden  bekannt  gemacht  werde.  Dem  widersprechen  sowohl 
die  Redaktion,  wie  verschiedene  Schulmänner  (z.  B.  Eober,  Über  die 
Definition  des  Parallelismus.  H.  Z.  l  p.  491— 49S;  Giala,  H.  Z.  H 
p.  42—44;  Reidt,  H.  Z.  II  p.  209—211),  sodaTs  Sturm  noch  einmal  in 
H.  Z.  II  p.  391—409  das  Wort  zu  dieser  Frage  ergreift.  Konsequenter- 
weise müfste  man  dann  den  Schüler  auch  mit  den  imaginären  Ereis- 
ponkten  bekannt  machen;  zu  einem  solchen  Vorschlage  ist  man  aber 
von  keiner  Seite  her  gekommen.  Man  yergleiche  hierzu  auch  den  Auf- 
satz, Noch  einmal  die  neuere  Geometrie  und  die  unendlich  entfernten 
Gebilde  von  F.  Carl  Fresenius  in  H.  Z.  II  p.  494—504,  der  den  rich- 
tigen Standpunkt  in  trefflicher  Weise  verteidigt.  Es  gehören  femer 
hierher: 

Hoppe,  Der  exakte  und  einfache  Begriff  des  unendlichen,  nebst 
seiner  Anwendung  in  der  höheren  und  niederen  Mathematik.  H.  Z.  III 
p.  11—18. 

Kober,  Über  das  Unendliche  und  die  neuere  Geometrie.  H.  Z.  III 
p.  249—264. 

Femer  H.  Z.  III  p.  155-162;  463,  265—267. 

Ein  genaueres  Eingehen  behalte  ich  mir  für  das  zweite  Kapitel  vor. 
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ander  entfernen.  Das  würde  aber  zur  Erkenntnis  bringen^ 
dafs  die  beiden  Geraden  entweder  von  einem  gemeinsamen 
Punkte  herkämen  oder  einem  solchen  sich  näherten. 

Vorläufig  scheint  mir  eine  derartige,  wie  ich  zugebe, 
ziemlich  äufserliche  Behandlung  dieses  Falles  völlig  aas- 
reichend. Diese  Darstellung  ist  für  den  Schüler  nicht  nur 
ganz  verständlich,  sondern  sie  ist  auch  von  irgend  welchen 
Schwierigkeiten  deshalb  ganz  frei,  weil  hier  der  Parallelismuä 
nur  als  Name  für  eine  besondere  Lage  zweier  Geraden  ge- 
geben wird:  für  die  Lage,  dafs  die  beiden  Geraden  keinen 
Punkt  gemeinsam  haben,  woraus  sich  ergiebt,  dafs  sie  überall 
gleichen  Abstand  haben.  Wenn  man  will,  kann  man  ja  gleich 
hier  Erörterungen  über  die  Richtung  daran  knüpfen,  doch 
schiebe  ich  diese  gern  weiter  hinaus  und  operiere  vorläufig 
nur  mit  dem  Begriffe  des  Abstandes. 

2.  ®i  und  &2  haben  einen  Punkt  gemeinsam.  In  diesem 
Falle  sagt  man,  die  beiden  Geraden  schneiden  einander.  Der 
gemeinsame  Punkt  heifst  der  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden. 

3.  ®i  und  &2  haben  zwei  Punkte  gemeinsam.  Dann 
haben  die  beiden  Geraden  alle  Punkte  gemeinsam,  fallen 
völlig  zusammen. 

Nachdem  so  die  drei  Hauptfälle  deutlich  unterschieden 
und  ausführlich  betrachtet  worden  sind,  muls  man  nun  eine 
gemeinsame  Betrachtung  daran  knüpfen,  indem  man  wiederum 
die  Bewegung  zu  Hülfe  nimmt  Jetzt  wird  sich  nun  Nr.  1 
in  neuem  Lichte  mit  Nr.  2  vereint  darstellen.  Die  Bewegung, 
die  hier  in  erster  Linie  in  Frage  kommt,  ist  die  Drehung. 
Geht  man  von  Nr.  1  aus  und  läfst  etwa  ®2  ^^^^  ^™  einen 
Punkt  drehen,  so  kommt  sofort  zur  Erkenntnis,  dafs  bei  der 
geringsten  Dreliung  Nr.  1  in  Nr.  2  übergeht,  dafs  nämlich 
die  beiden  Geraden  einen  Punkt  gemeinsam  haben.  Es  ist 
darauf  zu  achten,  dafs  die  Drehung  nach  beiden  Seiten  mög- 
lich ist  und  dafs  der  Schnittpunkt  auf  der  Seite  liegt,  nach 
welcher  hin  wir  gedreht  haben.  Je  kleiner  die  Drehung,  um 
so  weiter  liegt  der  Schnittpunkt  entfernt;  bei  der  weiteren 
Drehung  nähert  sich  der  Schnittpunkt  immer  mehr  dem 
Nachbarpunkte  des  Punktes,  um  den  die  Drehung  stattfindet, 
bis  er  schliefslich  mit  ihm  zusammenfällt.     Wir  haben  dann 
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die  senkrechte  Lage  der  beiden  Geraden.  Der  ganze  Vorgang 
der  Drehung  von  der  ursprünglichen  Lage  bis  wieder  zu  ihr^ 
sowohl  nach  der  einen,  wie  nach  der  andern  Seite  ist  mit 
grofser  Ausfährlichkeit  und  mit  besonderer  Benutzung  der 
Anschaulichkeit  darzustellen.^)  Hierbei  ist  besonders  darauf 
hinzuweisen,  wie  der  Schnittpunkt  immer  weiter  nach  der 
einen  Seite  hinausrückt,  wie  dann  der  Fall  eintritt,  dafs  kein 
gemeinsamer  Pimkt  vorhanden  ist,  und  dann  der  Schnitt- 
punkt auf  der  anderen  Seite  in  unmeüsbarer  Ferne  liegt.  Bei 
allen  diesen  'Betrachtungen  ist  es  erlaubt  und  völlig  natur- 
gemäls,  auf  die  einfache  Anschauung  zu  rekurrieren. 

Einen  weiteren  Gegenstand  der  Betrachtung  bildet  dann  Nr.  2; 
jetzt  lassen  wir  die  eine  Gerade  sich  um  den  Schnittpunkt 
drehen,  neue  Beziehungen  tauchen  auf,  die  Gelegenheit  geben, 
den  Begriff  Richtung  von  neuer  Seite  kennen  zu  lernen.  Es  ist 
dabei  übrigens  immer  zu  beachten,  dafs  die  Untersuchungen 
sich  völlig  konsequent  an  die  schon  dagewesenen  anschliefsen; 
so  werden  bei  den  zuletzt  geschilderten  Betrachtungen  die- 
jenigen von  A)  2  den  Stütz-  und  Ausgangspunkt  bilden  müssen.^) 

Neben  der  drehenden  Bewegung  sind  nun  auch  noch  die 
anderen  möglichen  Bewegungen  in  den  Kreis  der  Betrachtung 
za  ziehen,  analog  wiederum  den  Untersuchungen  in  A)  2,  das 
ist  einerseits  die  Verschiebung  in  sich  selbst,  dann  die  —  wie 
wir  jetzt  sagen  können  —  Parallelverschiebung. 

Noch  eine  Überlegung  kann  angestellt  werden,  die  aller- 
dings besser  ihre  Stelle  nach  der  gründlichen  Erörterung  des 
Parallelismus  findet^  nachdem  der  Ausdruck  festgelegt  ist,  deu 
man  in  Bezug  auf  die  Richtung  zweier  Parallelen  gebrauchen 
will.  Da  ich  diese  Betrachtungen  erst  im  nächsten  Kapitel 
einer  näheren  Erörterung  unterziehen  will,  so  will  ich  hier 
nur  andeuten,  dafs  die  Lage  zweier  Geraden  auch  unter  dem 


')  Es  wird  Bich  empfehlen^  auch  den  nxngekehrton  Weg  bei  wieder- 
holter Besprechung  einzuschlagen. 

*)  Den  Begriff  des  Winkels  lasse  ich  yorlänfig  ganz  aus  dem  Spiele. 
Natürlich  wflrde  es  nichts  verschlagen,  etwa  folgende  Erklärung  zu 
geben:  Haben  die  beiden  Geraden  einen  Punkt  gemeinsam,  so  sagt  man, 
sie  schneiden  sich  oder  sie  bilden  einen  Winkel;  ganz  analog  dem  ersten 
Fall,  wo  man  sagt,  sie  heifsen  parallel. 
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Gesichtspunkte  betrachtet  werden  kann,  dafs  entweder  die  Gi 
raden  einen  gemeinsamen  Punkt  haben  oder  gemeinsame  RicH 
tuDg.  Tritt  beides  gleichzeitig  ein,  so  fallen  die  beiden  Gerada 
zusammen.  I 

B)  3.   Gerade  und  Kreis. 

Der  hier  zu  behandelnde  Abschnitt  wird  die  Vorzüge  del 
im  Vorstehenden  dargestellten  Behandlungsweise  des  plan» 
metrischen  Stoffes  in  besonders  hevorragender  Weise  zui 
Geltung  bringen.  Es  wird  sich  zeigen,  dafs  bei  der  Dar^ 
bietung  der  Lagenverhältnisse,  wie  sie  sich  vom  Einfachstes' 
aus  aufbaut,  eine  ganze  Reihe  Beweise  und  Ausführungen, 
die  an  das  Verständnis  des  Schülers  grolse,  oft  nicht  erfüllte 
Anforderungen  stellen,  entbehrlich  macht  und  so  dazu  dienen 
wird,  einen  Teil  des  mathematischen  Unterrichts  in  einer  den 
SchQler  interessierenden  und  ihn  sympathisch  berührende!: 
Weise  zur  Klarheit  zu  bringen,  der  in  der  veralteten  Form 
geeignet  war,  eher  abschreckend  als  anregend  zu  wirken.  \) 
Es  gilt  vor  allem  wieder  die  Möglichkeit  der  verschiedenen 
Fälle  festzustellen.    Es  sind  deren  drei: 

1.  Gerade  und  Kreis  haben  keinen  Punkt  gemeinsam. 

2.  Gerade  und  Kreis  haben  einen  Punkt  gemeinsam. 

3.  Gerade  und  Kreis  haben  zwei  Punkte  gemeinsam. 

1.  Gerade  und  Kreis  haben  keinen  Punkt  gemeinsam,  der 
Kreis  liegt  aufserhalb  der  Geraden. 

Zunächst  suchen  wir  den  Nachbarpunkt  des  Zentrums  auf, 
er  werde  mit  P  bezeichnet.  P  ist  also  derjenige  Punkt  der 
Geraden,  der  Z  am  nächsten  liegt  oder  wir  suchen  den  Punkt 
des  Kreises  auf,  der  der  Geraden  am  nächsten  liegt,  die 
Nachbarpunkte  des  Kreises  und  der  Geraden.  Nach  den  Aus- 
führungen in  A)  3  ist  sofort  ersichtlich,  dafs  die  beiden 
Nachbarpunkte  von  Gerade  und  Kreis  sich  ergeben,  wenn  wir 
Z  mit  P  verbinden.    Diese  Strecke  wird  den  Kreis  im  Punkte 


')  Zugleich  wird  durch  diese  DarBtellnngsweise  eine  natürliche  An- 
ordnung erreicht,  die  verhindert,  dafs  Zusammengehöriges  auseinander- 
gerissen,  Unverträgliches  zusammengepackt  wird.  Alles,  was  man  aU 
ersten  Teil  der  £reislehre  bezeichnen  kann,  wird  hier  nnd  in  C)  1,  2,  3 
auf  einfachste  und  natürlichste  Weise  behandelt  und  dient  wiederum 
dazu,  anderes  in  neuem,  klarerem  Liebte  darstellen  zu  kOnnen. 
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,^^^A  schneiden,  der  der  Nacbbarpunkt  von  P  auf  ß  ist.     Das 

, ,  geht  unmittelbar  aus  den  Betrachtungen  in  A)  3  liervor.    Da 

i,  ®  keinen  Punkt  mit  ft  gemeinsam  hat,  so  ist  selbstTerständ- 

lichy   dafs  auch  der  Punkt  von  @,  der  Z  am  nächsten  liegt, 

weiter  von  Z  entfernt  sein  mufs,   als  ein  Punkt  von  ß.     Es 

ergiebt   sich    also    zunächst,   dafs  der  Zeutralabstand   —   die 


,'K  — 


Strecke  ZF  —  gröDser  ist  als  der  Radius.  Ganz  wie  in  A)  3 
wird  auch  erkannt,  dafs  ZJf  notwendig  durch  den  Punkt  von 
fi  geht,  der  der  Nachbarpunkt  von  P  ist,  und  dafs  die  Ver- 
längerung über  Z  hinaus  den  Punkt  von  ß  trifft,  der  von  P 
am  weitesten  entfernt  ist.  Hier  gereichen  uns  schon  die 
S trecken vergleichungen,  die  wir  in  A)  1  anstellten,  sowie  die 
Untersuchungen  von  A)  3  zu  grofsem  Nutzen:  es  bietet  sich 
Gelegenheit  zu  reichhaltiger  Anwendung.  Gelegentlich  möchte 
ich  übrigens  hier  bemerken,  dafs  sich  im  Laufe  der  Unter- 
suchangen  schon  eine  grofse  Reihe  von  Grundsätzen  gezeigt 
haben,  fQr  deren  genaue  Formulierung  und  besondere  Klarheit 
im  Bewufstsein  natürlich  gesorgt  werden  mufs. 

2.  Gerade  und  Kreis  haben  einen  Punkt  gemeinsam. 
Dies  können  selbstverständlich  nur  die  Nachbarpunkte  sein, 
die  hier  zusammenfallen.  Die  Gerade  hat  in  diesem  Falle 
den  Namen  Tangente.  Aus  den  früheren  Betrachtungen  im 
Vergleich  mit  der  jetzigen  geht  unmittelbar  hervor,  dafs  der 
Zentralabstand,  der  gleich  dem  Radius  ist,  auf  der  Tangente 
senkrecht  steht  und  umgekehrt.  Aus  den  natürlichen  An- 
schauungen ergeben  sich  so  in  klarster  Weise  alle  Sätze  über 
Tangente  und  Kreis,  die  sonst  in  den  Lehrbüchern  weitläufige, 
oft  recht  unklare  Beweise  erfordern,  so  z.  B.  dafs  jeder  andere 
Punkt  der  Geraden  einen  grofseren  Zentralabstand  hat  als  P. 

3.  Gerade  und  Kreis  haben  zwei  Punkte  gemeinsam.  Die 
Gerade  heifst  Sekante,  die  Strecke  derselben  zwischen  den 
beiden  Schnittpunkten  Sehne.  Der  Nachbarpunkt  liegt  jetzt 
innerhalb  des  Kreises,  der  Zentralabstand  ist  kleiner  als  der 
Radius. 

Alle  drei  Fälle  müssen  natürlich  auch  umgekehrt  betrachtet 
werden,  indem  man  von  dem  Zentralabstand  ausgeht. 

Besondere  Fruchtbarkeit  gewinnen  nun  die  Betrachtungen 
erst,    wenn   man  mit  Zuhülfenahme  der  Bewegung  alle  drei 
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Fälle  zu  einem  organischen  Ganzen  verbindet.  Doch  halte 
ich  es  für  methodisch  richtig,  erst  die  drei  Fälle  gesondert 
ohne  innere  YerknQpfung  za  diskutieren. 

Ganz  analog  den  früheren  Betrachtungen  spielt  auch  hier 
die  Drehungsbewegung  die  Hauptrolle,  kann  aber  natürlich 
erst  zur  Geltung  kommen,  wenn  wir  C)  2  behandeln,  nämlich 
den  Fall,  dafs  der  Kreis  als  fest  angenommen  wird,  die  Ge- 
rade als  beweglich.  An  dieser  Stelle  des  Unterrichts  sind  die 
Bewegungen  des  Kreises,  so,  dafs  Z  auf  der  Geraden^  die  durch 
die  Punkte  Z  und  P  bestimmt  ist,  sich  bewegt,  die  wichtigeren. 
Es  geht  aus  diesen  letzteren  Bemerkungen  hervor,  dafs  die 
Betrachtungen  doch  nicht  ganz  so  einfach  sind,  als  sie  viel- 
leicht auf  den  ersten  Blick  erscheinen,  und  dafs  die  Gewinnung 
der  nötigen  geometrischen  Einsicht  einer  sicher  leitenden 
Hand  bedarf.  Ist  diese  aber  vorhanden,  so  werden  die  Schüler 
aus  eigener  Thätigkeit  die  richtige  Anschauung  gewinnen  — 
übrigens  auch  durch  die  schon  reichlich  vorhandenen  Vor- 
übungen sich  leicht  und  sicher  in  das  Neue,  das  eigentlich 
nichts  Neues  mehr  für  sie  ist,  finden. 

C)  1.   Kreis  und  Punkt 

Nachdem  aus  meinen  bisherigen  Ausführungen  deutlich 
hervorgegangen  ist,  wie  ich  diese  gesamte  Behandlung  der 
Lagenverhältnisse  verstanden  und  durchgeführt  wissen  will, 
würde  ich  furchten,  den  Leser  zu  ermüden,  wenn  ich  hier  noch 
ausführlicher  mich  aussprechen  würde. 

C)  2.   Kreis  und  Gerade. 

Die  drei  möglichen  Fälle  sind  natürlich  dieselben,  wie 
bei  B)  3.  Aber  es  ist  doch  notwendig,  auf  die  Untersuchung 
hier  näher  einzugehen,  da  wir  hier,  wie  ich  oben  schon  an- 
gedeutet habe,  die  höchst  fruchtbare  Betrachtung  anstellen 
können,  dafs  der  Kreis  fest  liegt,  während  die  Gerade  die  drei 
möglichen  Bewegungen  ausführt:  Verschiebung  in  sich,  Parallel- 
verschiebung und  endlich  die  wichtigste,  die  Drehung  um  einen 
festen  Punkt. 

Hier  ist  jetzt  der  Ort,  die  Lagen  von  Gerade  und  Kreis 
in  voller  organischer  Verknüpfung  aufzufassen  und  das  innere 
Wesen  aller  hierher  gehörigen  Betrachtungen  in  voller  Klar- 
heit zu  erfassen. 
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Ganz  besonders  wichtig  ist  hierbei  die  Auffassung  der 
Verhältnisse,  die  sich  ergeben^  wenn  wir  die  Gerade,  nachdem 
sie  einen  Punkt  mit  dem  Kreise  gemeinsam  gehabt  hat,  weiter 
drehen.  Nicht  nur  ergeben  sich  die  Sätze  über  den  Zusammen- 
hang von  Zentralabstand  und  Sehne  auf  das  Allernatürlichste  — 
der  sonst  weitläufig  bewiesene  Satz,  dafs  die  kleinere  Sehne  den 
grofseren  Abstand  habe  etc.  — ,  es  geht  auch  mit  voller  Klar- 
heit ohne  weiteren  Beweis  aus  der  Anschauung  —  und  zwar 
der  von  sinnlichen  Mängeln  und  Inkorrektheiten  Tollständig 
freien,  d.  h.  der  reinen  Anschauung  —  hervor,  dafs  der  Mittel- 
punkt der  Sehne  mit  dem  Nachbarpunkte  von  Z  identisch  ist. 

Ich  hoffe  nicht,  dafs  ich  hier  Einwendungen  begegnen 
werde,  dafs  die  Strenge  der  Mathematik  bei  einer  solchen  Be- 
handlungsweise  leide;  im  Gegenteil,  ich  gebe  mich  der  zuver- 
sichtlichen Hoffnung  hin,  dafs  die  Ansicht  vorherrscht,  die 
mein  Bezensent  Lindenthal  ^)  ausgesprochen  hat:  „Den  aus 
reiner  Anschauung  sich  ergebenden  Beweis  nennt  der  Verf.  mit 
Recht  den  strengsten/*') 

Selbstverständlich  ist,  dafs  überall  den  besonderen  Fällen 
auch  eine  besondere  Aufmerksamkeit  gewidmet  werden  mufs, 
80  hier  den  beiden  Lagen,  wo  die  Sehne  ihren  kleinsten  und 
ihren  gröfsten  Wert  hat,  während  gleichzeitig  der  Zentral- 
abstand den  gröfsten  resp.  kleinsten  Wert  annimmt. 

Überhaupt  wird  der  einsichtsvolle  Leser  alle  hier  ge- 
gebenen Ausführungen  nicht  unter  dem  Gesichtspunkte  auf- 
fassen dürfen,  als  wenn  hier  strenge  Vorschriften  bis  ins  Ein- 
zelnste hinein  gegeben  werden  sollen;  der  Verfasser  hat  nur 


^)  Zeitschrift  für  das  Real  Schulwesen.    16.  Jahrg.     11.  Heft. 

')  J.  K.  Becker,  Die  Elemente  der  Geometrie  auf  neuer  Ghrundlage. 
Vorwort:  „Giebt  es  in  der  That  Sätze,  welche  mit  yollkommener  Sicher- 
heit aus  bloüaer  Anschauung  erkannt  werden  können,  so  ist  nicht  ein- 
zusehen, mit  welchem  Rechte  „die  Wissenschaft**  die  Zahl  dieser  Sätze 
„zu  yermindem**  sucht.  Ist  doch  keine  Einsicht  überzeugender,  als  die 
aus  unmittelbarer  Anschauung  gewonnene,  und  erhält  doch  alle  durch 
Schlüsse  gewonnene  Erkenntnis  ihre  überzeugende  Kraft  erst  auf  Grund 
der  anschaulichen  Erkenntnis,  von  der  sie  ausgegangen!  Man  sollte 
darum  meinen,  es  sei  wissenschaftlich,  so  viel  wie  möglich  auf  die 
unmittelbare  Anschauung  zurückzuführen  und  erst,  wo  diese  uns  im 
Stiche  UUsty  zur  Deduktion  seine  Zuflucht  zu  nehmen.** 
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den  Gang  dargestellt,  wie  er  iin  Anfangsunterrichte  Terfahrt, 
den  er  allerdings  auf  Grund  seiner  Erfahrungen  nicht  nur 
empfehlen  kann,  den  er  von  seinem  subjektiven  Standpunkte 
aus  als  den  allein  richtigen  ansieht. 

Es  folgt  nun  die  letzte  hierher  gehörige  Untersuchung 

C)  3.   Kreis  und  Kreis. 

Fünf  wedentlich  verschiedene  Lagen  sind  möglich. 

1.  Die  beiden  Kreise  haben  keinen  Punkt  gemeinsam; 
sie  liegen  aufsereinander.    ^^  >  r^  +  r^. 

2.  Die  beiden  Kreise  haben  einen  Punkt  gemeinsam;  sie 
berühren  einander  von  aufsen.     i?  «=  »'i  +  ^j. 

3.  Die  beiden  Ejreise  haben  zwei  Punkte  gemeinsam;  sie 

schneiden  sich,     js^^  ^        *  • 

4.  Die  beiden  Kreise  haben  einen  Punkt  gemeinsam;  sie 
berühren  einander  von  innen,    is  =  r^  —  r^. 

5.  Die  beiden  Kreise  haben  keinen  Punkt  gemeinsam;  der 
eine  Kreis  liegt  in  dem  andern,     je?  <  r^  —  r^. 

Diese  Anordnung  empfiehlt  sich  deshalb,  weil  man  durch 
Bewegung  von  Fall  zu  Fall  kommt  und  klar  erkennt,  wie 
allmählich  der  Übergang  von  dem  einen  zum  nächsten  erfolgt. 
Doch  Heise  sich  selbstverständlich  auch  folgende  Gruppierung 
vornehmen. 

1.  Die  beiden  Kreise  haben  keinen  Punkt  gemeinsam; 
a)   sie  liegen  aufsereinander;   b)  der  eine  im  andern. 

2.  Die  beiden  Kreise  haben  einen  Punkt  gemeinsam; 
a)  sie  berühren  einander  von  aufsen;  b)  von  innen. 

3.  Die  beiden  Kreise  haben  zwei  Punkte  gemeinsam;  sie 
schneiden  sich. 

Wir  wollen  bei  der  Besprechung  die  erste  Einteilung  zu 
Grunde  legen. 

1.  Die  beiden  Kreise  haben  keinen  Punkt  gemeinsam;  sie 
liegen  auseinander. 

Wir  verbinden  die  beiden  Mittelpunkte  mit  einander  Z^ 
und  Z^.  Die  Strecke  Z^Z^  heifst  der  Zentralabstand  der  beiden 
Kreise;  die  Gerade,  die  aus  ihrer  Verlängerung  entsteht,  heifst 
die  Zentrale. 

Auf  der  Zentralen  haben  wir  sechs  bemerkenswerte  Punkte: 
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die  beiden  Zentren  und  zweimal  zwei  Schnittpunkte  mit  den 
Kreisen.  Die  des  einen  ß^  mögen  A^  und  B^^  die  des  Kreises 
^^:  A^  und  B^  heifsen,  wo  A^  und  A^  als  innere^  B^  und  B^ 
als  äufsere  Schnittpunkte  anzusehen  sind.  Betrachten  wir  zu- 
nächst den  Zentralabstand ^  so  sehen  wir,  daüs  er  aus  drei 
Strecken  besteht:  den  beiden  Radien  Z^A^j  Z^A^  und  dem 
Stfick  A^A^.  Der  Zentralabstand  ist  gröljser  als  die  beiden 
Radien  zusammengenommen  und  zwar  um  A^A^,  Es  ergiebt 
sich  sofort  vermittels  einer  einfachen  Betrachtung  —  man 
wird  sich  dabei  auf  die  vorausgegangenen  Untersuchungen 
stützen  — ,  dafs  A^  und  A^  Nachbarpunkte  sind.  Denn  zieht 
man  zwei  beliebige  Radien  und  verbindet  ihre  Endpunkte,  so 
ist  dieser  Weg  von  Z^  nach  Z^  grofser,  als  der  Abstand  Z^Z^. 
Da  nun  der  Weg  wiederum  aus  den  beiden  Radien  und  einer 
dritten  Strecke  besteht^  so  mufs,  da  die  Radien  dieselben  sind, 
diese  Strecke  grojser  sein,  als  A^Au^.  A^  und  A^  sind  also 
Nachbarpunkte.  B^  und  B^  sind  die  resp.  Gegenpunkte  von 
A^  und  ^;  die  Zentrale  geht  also  auGser  durch  die  Mittel- 
punkte der  beiden  Kreise  durch  diejenigen  Punkte  der  Kreise, 
welche  einander  am  nächsten  liegen,  sowie  durch  die,  die  am 
weitesten  von  einander  entfernt  sind.  Man  läfst  nun  den 
einen  Kreis  sich  bewegen  (dafs  die  angegebenen  Betrachtungen 
bei  allen  möglichen  Lagen  der  beiden  Kreise  durchgenommen 
werden,  halte  ich  nach  dem  früher  Dargelegten  für  selbst- 
verständlich); unter  diesen  Bewegungen  ist  von  besonderer 
Wichtigkeit  die,  bei  der  sich  das  Zentrum  des  bewegten 
Kreises  auf  der  Zentralen  bewegt,  sodafä  also  diese  Zentrale 
bleibt  und  ebenso  A^j  A^,  B^  und  B^  die  Schnittpunkte  der 
Zentralen  und  der  beiden  Kreise. 

Läfst  man  nun  Z^  sich  auf  der  Zentralen  nach  Z^  hin 
bewegen,  so  wird,  während  r^  und  r^  sich  gleich  bleiben,  A^A^ 
immer  kleiner  werden,  bis  schliefslich  A^  mit  A^  zusammen- 
fallt. Wir  haben  den  zweiten  Fall,  die  beiden  Kreise  haben 
einen  Punkt  gemeinsam,  sie  berühren  einander  von  auTsen. 
Der  Zentralabstand  ist  gleich  der  Summe  der  beiden  Radien. 
Ganz  natürlich  ist  zugleich  aus  der  Betrachtung  ersichtlich, 
dafs  die  Zentrale  durch  den  Berührungspunkt  geht 

Bewegt  man  jt^  im  selben  Sinne  weiter,  so  wird  z  ^r^-^-  r^. 

Schotton,  der  pUaimetr.  üntorrioht    II.  6 
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Die  beiden  Kreise  haben  zwei  Punkte  gemeinsam,  sie  schneiden 
sich.  Man  kann  nun  die  beiden  Schnittpunkte  verbinden  und 
so  auf  die  gemeinsame  Sehne  zu  sprechen  kommen,  auf  die 
Lage  der  Schnittpunkte  gegen  die  Zentrale  und  die  daraus 
resultierende  Lage  der  Sehne  gegen  die  Zentrale.^)  Bewegt 
man  R^  noch  weiter,  so  wird  als  nächste  bemerkenswerte 
Lage  wieder  der  Fall  eintreten,  dafs  die  beiden  Kreise  nur 
noch  einen  Punkt  gemeinsam  haben,  sich  von  innen  berühren. 
Es  wird  der  Zentralabstand  gleich  der  Differenz  der  Badien 
sein.')  Er  mufs  also  vorher  grofser  ald  die  Differenz  gewesen 
sein;  es  kommt  also  zu  der  frQheren  Bedingung  für  den  Fall 
des  Schneidens  zweier  Kreise  is  <  r^^ -{-  r^  als  weitere  ein- 
schränkende Bedingung  hinzu:  zugleich  aber  mufs  sf>r^  —  r, 
sein.  Bei  fortgesetzter  Bewegung  erhalten  wir  endlich  den 
Fall,  dafs  der  eine  Kreis  ganz  im  andern  liegt,  dafs  sie  keinen 
Punkt  gemeinsam  haben.  Der  Zentral  abstand  ist  kleiner  als 
die  Differenz  der  Radien. 

Ich  habe  im  Vorstehenden  vorzugsweise  oder  fast  aus- 
schliefslicb  auf  den  Zentralabstand  geachtet;  selbstverständlich 
ist,  daCs  auch  alle  andern  angeregten  Betrachtungen  in  jedem 
einzelnen  Falle  angestellt  werden  müssen.  So  wird  die  Er- 
örterung der  Nachbarpunkte  bei  dem  Durchgange  von  Z^ 
durch  ^i  interessante  Beziehungen  ergeben  und  uns  zeigen, 
dafs  wir  es  hier  mit  einem  Grenzfall  zu  thun  haben,  da  der 
frühere  Nachbarpunkt  plötzlich  in  seinem  Gegenpunkte  liegt. 
Auch  die  Diskussion  der  zwei  Nachbarpunktpaare  im  dritten 
Fall  wird  Interesse  erwecken.  Besonders  wertvoll  aber  wird 
es  sein,  die  bei  den  Kreisen  auftretenden  Beziehungen  in  Ver- 
bindung zu  setzen  mit  denen  bei  zwei  Geraden. 

Hiermit  würde  die  allgemeine  Lagenerorterung  zu  Ende 
geführt  sein.  Bei  ausführlicher  Behandlung  und  in  Voraus- 
setzung gründlicher  Übungen  und  stets  wechselnder  Zeich- 
nungen wird   dieser  Abschnitt  natürlich    einen   grofsen  Zeit- 

^)  An  dieser  Stelle  würde  yielleicht  mit  Vorteil  die  erste  Anwendnng 
der  Symmetrielehre  gemacht  werden. 

*)  Gerade  bei  den  Ereisbetrachtongen  kommen  nns  die  Übungen, 
die  wir  im  Vergleichen,  Addieren  mid  Snbtrahierea  von  -Strecken  an- 
gestellt haben,  sehr  sn  statten. 
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räum  in  Anspruch  nehmen.  Das  ist  aber  gewifs  kein  Schaden, 
denn  der  Gewinn  für  das  Anschauungsvermögen,  sowie  f&r 
das  mathematische  Denken  ist  andererseits  ein  sehr  grofser. 
Auch  die  Aufstellung  der  verschiedenen  möglichen  Fälle ,  die 
naturgemäfse  Anordnung,  die  Kombination  verschiedener  Be- 
dingungen, sowie  der  Umkehrungen  ist  von  entscheidendem 
Werte.  Besonders  die  Behandlung  der  TJmkehrungen  mufs 
eine  sehr  sorgfaltige  sein,  da  man  auf  diese  Weise  einen  tiefen 
Einblick  in  die  Verhältnisse  gewinnt,  der,  weil  der  Gesichts- 
punkt, von  dem  man  ausgeht,  ein  anderer  ist,  vollständige 
Klarheit  schafft. 

An  die  Lagenbetrachtungen  würde  sich  nun  die  besondere 
Erörterung  der  Parallelen  und  der  Winkel  anzuschliefsen  haben, 
die  wir  aber  hier  jetzt  nur  erwähnen  wollen,  weil  wir  diesen 
beiden  eigene  Kapitel  widmen  werden. 

Von  hierher  gehörigen  Arbeiten  sind  es  zwei,  die  zuerst 
erwähnt  zu  werden  verdienen,  die  schon  oben  in  einer  Fufs- 
note  erwähnte  von  Gille  und  eine  von  Dieckmann. 

Im  32.  Hefte  der  Lehrproben  und  Lehrgänge  findet  sich 
p.  94  ein  Aufsatz  von  Dr.  A.  Gille  (Cottbus):  Didaktisches 
aus  dem  planimetrischen  Unterricht. 

Nr.  3  dieses  Aufsatzes  ist  fiberschrieben:  Aufbau  des 
Lehrstoffes  im  Ganzen  und  im  Einzelnen. 

Nachdem  der  Verfasser  auf  die  Vorwürfe,  die  sich  gegen 
Euklid  richten,  eingegangen  und  besonders  den  Schlömilch- 
schen  Versuch  in  seiner  Geometrie  des  Mafses  eine  organische 
Gliederung  zu  geben  besprochen  hat,  giebt  er  selbst  einen 
andern  organischen  Aufbau,  den  er  mit  folgenden  Worten  ein- 
leitet: „Nachdem  der  Schüler  aus  der  Aufgabe  der  Planimetrie 
ersehen  hat,  dafs  sie  nur  mit  den  Elementen  Punkt  und  Linie 
und  zwar  zunächst  nur  mit  der  geraden  Linie  sich  beschäftigt, 
ergiebt  sich  doch  wohl  als  natürlichster  Gang  der  Untersuchung, 
der  dem  Schüler  von  vornherein  zur  Klarheit  zu  bringen  ist: 

A)  Der  Punkt. 

B)  Die  Gerade. 

C)  Punkt  und  Gerade. 

D)  Gerade    und    Gerade,      a)    Zwei    Gerade,      b)    Drei 

Gerade. 

6* 

4 


-    84     - 

Bei  der  Untersuchung  des  vorletzten  Teiles  [D)  a]  ergiebt 
sich  sofort  aus  der  Zeichnung  der  möglichen  Lagen  der  Ge- 
raden zu  einander  eine  Gliederung  nach  1.  zwei  sich  schnei- 
denden Geraden  und  2.  zwei  parallelen  Geraden/' 

Der  Verfasser  kommt  dann  in  D)  b  auf  diejenigen  Unter- 
suchungen, die  wir  in  dem  Kapitel  über  die  Anwendungen 
der  Winkel-  und  Parallelenlehre  bringen  werden.  Es  heilst 
dann  weiter: 

^^Beispielsweise  gestaltet  sich  auch  der  Aufbau  der  Kreis- 
Untersuchung  ganz  natürlich  nach  folgendem  Gange: 

A)  Kreis  und  Punkt 

B)  Kreis  und  Gerade. 

I.  Kreis  und  eine  Gerade. 

IL  Kreis  und  zwei  Gerade. 
IIL  Kreis  und  Dreieck. 
IV.  Kreis  und  Viereck. 

V.  Kreis  und  Vieleck. 

C)  Kreis  und  Kreis. 

Auf  diese  Weise  baut  sich  der  ganze  Unterrichtsstoff  in 
einer  Reihe  organisch  sich  aneinander  anschliefsender  Ein- 
heiten auf." 

Der  Verfasser  greift  dann  den  Fall  heraus,  zwei  Parallele 
und  eine  Schneidende,  um  daran  seine  Methode  zu  zeigen.  Er 
sagt:  ,,Das  erste  ist,  dafs  die  neuen  Begriffe,  welche  hier  eiu- 
treten,  ins  rechte  Licht  gestellt  und  benannt  werden."  .  .  . 
„Der  erste  Schritt  ist  also  wesentlich  Definition.  Nun  erst 
kann  man  zum  Untersuchen  der  neuen  Begriffe,  d.  h.  zum 
Aufsuchen  von  Beziehungen  der  Gröfse  oder  der  Lage  weiter- 
schreiten." 

Sehr  richtig  bemerkt  der  Verfasser  sodann,  dafs  die 
Schüler  durch  Anschauung  das  Richtige  vermuten  werden, 
dafs  es  aber  notwendig  sei,  auch  das  mathematische  Mufs 
darzuthun.  Dann  nennt  er  als  zweites  die  Behandlung  der 
besonderen  Fälle  und  sagt:  „Endlich  gilt  es  noch,  die  ge- 
wonnene Erkenntnis  zu  yerwerten  und  einzuprägen  in  mannig- 
fachen Übungen,  welche  auszuführen  der  Schüler  aus  eigener 
Kraft  imstande  sein  mufs." 

„Die  Behandlung  der  didaktischen  Einheit  schreitet  also 
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in  folgendem  Gange  fort:  1.  Erklärung  der  neaen  Begriffe. 
2.  Untersuchung  derselben:  Ergebnis,  Lehrsatz.  3.  Vertiefung 
der  gefundenen  Ergebnisse:  Umkehrungen  und  Folgerungen. 
4.  Übungen." 

Als  ausführliches  Beispiel  giebt  der  Verfasser  sodann  die 
systematische  Behandlung  der  Ereislehre  und  behandelt  dann 
in  Nr.  4;  Zur  Entwicklung  der  Selbstthätigkeit  im  plani- 
metrischen  Unterrichte,  die  Wirkungen  eines  im  obigen  Sinne 
geleiteten  Unterrichts. 

Es  zeigt  sich  also,  dafs  der  Verfasser  im  wesentlichen 
auf  unserem  Standpunkte  steht:  doch  glaube  ich,  dafs,  wenn 
man  das  betonte  Prinsip  einfähren  und  mit  Erfolg  anwenden 
will,  es  in  der  ausführlichen  Weise  geschehen  mufs,  die  wir 
oben  geschildert  haben.  Gerade  das  Fehlen  des  ersten  Falles, 
Punkt  und  Punkte  scheint  uns  ein  wesentlicher  Mangel  in  den 
Ausführungen  des  Verfassers.  Dafs  wir  aber  im  übrigen  seine 
didaktischen  Ansichten  teilen,  geht  zur  Genüge  aus  unserer 
Behandlung  der  Lagenuntersuchnngen  hervor. 

Der  Aufsatz  von  Dieckmann  findet  sich  in  Hoffmanns 
Zeitschrift,  24.  Jahrgang,  Heft  2,  p.  84.  „Bewegung  und  Um- 
formung. Eine  methodische  Skizze.  Von  Prof.  Dr.  Josef 
Dieckmann  in  Viersen.'' 

Auch  dieser  Aufsatz  widmet  den  Beformbestrebungen  auf 
dem  Gebiete  des  planimetrischcn  Unterrichts  die  Einleitung. 
(Unsere  Studie  über  diese  Beformbestrebungen  im  ersten  Bande 
dieses  Werkes  scheint  dem  Verfasser  nicht  bekannt  zu  sein.) 
Besonders  ein  Ausspruch  Gauers  wird  zitiert,  in  welchem 
Cauer  fordert,  dafs  der  mathematische  Unterricht  lebens- 
voller und  ans<2haulicher  gestaltet  werden  mösse. 

Im  weiteren  tritt  der  Verfasser  für  die  ausgiebige  Be- 
nutzung der  Bewegung  ein,  zum  Teil  in  anderer  Weise  wie 
wir.  So  läfst  er  z.  B.  bei  den  Kreisbetrachtungen  den  Kreis 
sich  konzentrisch  erweitern.  Man  sieht,  dafs  sich  diese  Unter- 
suchungen leicht  mit  den  unsrigen  kombinieren  lassen.  Sie 
würden  da  einzuschalten  sein,  wo  wir  den  Kreis  so  ver- 
schieben, dafs  der  Mittelpunkt  auf  der  Zentralen  sich  bewegt. 
Auf  die  Bemerkungen  des  Verfassers  über  Bewegung  selbst 
^Verden  wir  in  dem  Kapitel,  Geometrische  Begriffe,  zu  sprechen 


—     86     — 

kommen.  Im  ttbrigen  zeigt  der  Verfasser  dann  an  mehreren 
Aufgaben;  wie  er  die  Bewegung  verwertet  wissen  will 

Von  sonstigen  Aufsätzen  in  der  Hoffinannschen  Zeitschrift 
seien  noch  folgende  erwähnt. 

Bd.  1  H.  Kiessling;  Das  geometrische  Zeichnen  als 
Grundlage  für  den  mathematischen  Unterricht  p.  47 — 59. 
Wir  glauben,  dafs  die  dort  vorgebrachten  Ideen  sich  recht 
gut  mit  dem  von  uns  vertretenen  Standpunkte  vereinigen 
lassen  würden. 

K  Sturm,  Die  neuere  Geometrie  auf  der  Schule,  p.  474 
bis  490. 

Sturm  betont  die  Wichtigkeit  des  geometrischen  Unter- 
richts vor  dem  arithmetischen,  „denn  ihr  (der  Geometrie) 
wohnt  eine  viel  grSisere  Bildungskraft  inne^',  tritt  für  die 
synthetische  Geometrie  ein,  weil  „das  Formelwesen  der  ana- 
lytischen Geometrie  die  Anschauung  meistens  unterdrückt^  und 
empfiehlt  das  Buch  von  Geiser.  In  der  weiteren  Ausfuhrung 
finden  sich  folgende  bemerkenswerten  Sätze: 

„Die  alte  Euklidische  Geometrie  ist  vorzugsweise  eine 
Geometrie  des  Mafses  und  diesen  Charakter  hat  unsere  Schul- 
geometrie auch  mit  angenommen:  diese  mnls  von  der  neueren 
Geometrie,  die  ja  oft  geradezu  Geometrie  der  Lage  heifst, 
mehr  und  mehr  eine  gröfsere  Berücksichtigung  der  Lage 
lernen." 

„Den  Vergleich  der  verschiedenen  Lagen  z.  B.  eines 
Kreises  und  einer  Geraden  zu  einander  muls  der  Schüler 
wiederholt  durchmachen,  sodafs  er  als  feste  Erkenntnis  davon- 
trägt, dafs  die  eine  —  die  Tangentiale  —  unwahrscheinlich 
ist  im  Vergleich  zu  den  beiden  andern,  zwischen  denen  sie 
eben  nur  die  —  momentane  —  Übergangslage  ist,  und  also 
im  allgemeinen  nicht  anzunehmen  ist,  und  wenn  sie  statt- 
findet, notwendig  begründet  werden  muJs." 

„Auch  des  Unterschiedes  mufs  schon  der  Schüler  sich 
bewufst  werden,  ob  durch  gewisse  Bedingungen  ein  Gebilde 
so  bestimmt  ist,  dafs  noch  unendlich  viele  Lösungen  möglich 
sind  oder  nur  eine  endliche  Zahl  oder  gar  keine . . .'' 

„Lassen  wir  so  die  geometrischen  Gebilde  aus  ihrer  Starr- 
heit hervortreten  und  sich  bewegen,  verändern  und  vermehren. 
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so  wird  dies  gewifs  wesentlich  zur  Stärkung  des  räumlichen 
Anschauungsvermögens  beitragen  und  das  Lebendigwerden  des 
Materials^  mit  dem  der  Schüler  zn  thun  hat,  wird  sicher  sein 
Interesse  auch  mehr  fesseln/' 

Der  Verfasser  schliefst  seinen  Artikel  mit  einer  An- 
preisung des  Gesetzes  der  Reziprozität  (Dualität,  Polarität), 
dessen  Anwendung  resp.  Anwendbarkeit  im  planimetrischen 
Unterrichte  er  an  verschiedenen  Beispielen  zeigt. 

In  Grunerts  Archiv  Bd.  8,  p.  365  findet  sich  ein  Aufsatz: 
Über  geradlinige  Raumgebilde,  die  einfacher  sind  als  das  Drei- 
ecky  und  über  deren  Verwendung  zur  Fimdamentallehre  der 
Geometrie  von  Dr.  W.  Matzka.  Dem  Verfasser  scheint  eben- 
falls der  Anfangsunterricht  in  der  üblichen  Form  nicht  zu- 
gesagt zu  haben,  doch  setzt  er  unseres  Erachtens  nicht  an 
der  richtigen  Stelle  mit  seinen  Änderungsvorschlägen  ein.  Er 
sagt:  „Untersucht  man  jedoch  die  möglichen  noch  einfacheren 
Raumgebilde  (als  das  Dreieck),  so  findet  man  deren  zwei, 
die  bisher  der  Aufmerksamkeit  der  Geometer  entgangen  zu 
sein  scheinen,  und  die  dennoch  zu  einer  natürlichen  Grund- 
lage der  Geometrie  geeigneter  sein  dürften,  als  das  Dreieck, 
nämlich: 

1.  Das  System  einer  ganzen  Geraden  mit  einem  Punkte 
aufser  ihr, 

2.  Das  System  zweier  parallelen  ganzen  Geraden,  das  wir 
kurzweg  ein  Parallelenpaar  nennen  wollen.^' 

Der  Verfasser  sucht  dann  nachzuweisen,  dafs  hier  that- 
sächlich  die  einfachsten  Raumgestalten  vorliegen  und  dafs  sie 
sich  zur  Aufstellung  einer  Fundamentallehre  der  Geometrie 
besonders  eignen;  in  einem  zweiten  Abschnitte  giebt  er  dann 
Proben,  wie  er  das  Parallelenpaar  verwertet  wissen  will. 

In  der  folgenden  Zusammenstellung  werde  ich  nun  die 
hervorragendsten  Proben  geben  von  den  Versuchen,  den  An- 
fangstmterricht  in  der  Planimetrie  anders  zu  gestalten.  Ich 
hoffe,  dafs  mir  nichts  Wesentliches  entgangen  ist.  Über  die 
Art,  wie  ich  hier  zitieren  sollte,  war  ich  im  Zweifel:  es  lag 
die  Gefahr  nahe,  allzu  umfangreiche  Zitate  geben  zu  müssen. 
Ich  habe  mich  daher  im  wesentlichen  .darauf  beschränkt,  den 
Aufbau   anzudeuten,    die   Einzelheiten    der   Ausführung   aber 
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wegzulassen.  Wessen  Interesse  durch  das  Gebotene  geweckt 
wird,  kann  ja  dann  leicht  das  betreffende  Werk  selbst  zum 
Gegenstand  seines  Studiums  machen.  Verschiedene  Lehrbücher 
hätten  vielleicht  noch  Erwähnung  verdient;  da  aber  in  ihnen 
nur  Ansätze  zu  einer  Änderung  sich  fanden,  oft  auch  die 
Eonsequenzen  nicht  gezogen  wurden,  so  ^abe  ich  von  ihnen 
abgesehen.  Gleich  hier  will  ich  bemerken,  dafs  die  beiden 
Fragen  Parallelismus  und  Winkel  in  besondem  Kapiteln  be- 
arbeitet werden  und  dafs  ich  auch  da  auf  dem  Standpunkte 
stehen  werde  nur  zwei  Elemente  zu  verwenden,  einmal  zwei 
Gerade,  dann  zwei  Strahlen.  Das  an  die  beiden  Kapitel  sich 
anschliefsende  Kapitel  wird  dann  zuerst  mit  drei  Elementen 
sich  beschäftigen,  wobei  ich  unter  dem  Titel  Anwendungen  der 
Parallelen-  und  Winkellehre  alles  das  zur  Sprache  bringen 
werde,  was  sich  gewöhnlich  direkt  an  die  Behandlung  von 
Parallelen  und  an  die  Definition  vom  Winkel  anschlieCst. 


Arneth,  System  der  Geometrie.  —  Stuttgart  1840. 
In  diesem  Lehrbuche  findet  sich  folgende  Einteilung  des 
ersten  Abschnittes. 

„§  1.   Gröüse  und  Lage  oder  Richtung  einer  Geraden. 

§  2.   Vergleichung  der  Gröfsen  zweier  Geraden. 

§  3.   Gegenseitige  Lage  zweier  Geraden. 

§  4.   Von  der  geneigten  Lage.     (Winkellehre.) 

§  5.   Von  der  parallelen  Lage/' 

Hieran    schliefsen    sich    direkt    trigonometrische    Unter- 
suchungen und  daran  Koordinateugeometrie. 


J.  H.  T.  Müller,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Halle  1844 
giebt  eine  äufserst  ausführliche  Darstellung  der  Lagenverhält- 
nisse, indem  er  von  der  Frage  ausgeht  „Welche  Zusammen- 
stellungen erhält  man,  wenn  von  Punkten,  Geraden  und 
Ebenen,  die  hier  immer  als  unbegrenzt  anzunehmen  sind,  je 
zwei  genommen  werden  ?'' 

Die  ganze  Winkellehre  wird  dabei  auch  abgehandelt. 
Unter  andern  findet  sich  ein  Abschnitt:  ,;yon  der  Bestimmung 
der  gegenseitigen  Lage  zweier  Geraden  aus  den  Lagen,  welche 
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diese   gegen  eine   dritte  haben^   wenn  diese  Linien  nicht  in 
einerlei  Ebene  liegen/' 

Die  Betrachtungen  werden  in  einem  Anhange  noch  ver- 
tieft. In  diesem  findet  sich  z.  B.  ein  Abschnitt:  ^^Bestimmung 
der  möglichen  Lagen  von  Punkten,  Geraden  und  Ebenen  zu  je 
dreien  geuommeu/' 

Bartholomaiy  Geradlinige  Planimetrie.^)  —  Jena  1851. 

L  Buch«    Der  Punkt, 

1.  Abhängigkeit  der  Elemente;  2.  Gröfse;  3.  Form;  4.  Lage. 
Hier  heifst  es:  ^^Liegen  mehrere  Punkte  aufser  einander,  so 
kann  blofs  von  der  Ordnung,  in  welcher  sie  aufgefafst  werden 
sollen  oder  können,  die  "Rede  sein.  Die  ganze  Frage  wird 
durch  die  Eombinationsoperationen  und  Eombinationszahlen 
beherrscht.  Die  ersteren  sind  logisch,  die  letzteren  arith- 
metisch." 

Im  Übungsstoff  finden  sich  Aufgaben,  wie  die  folgende: 

Verbinde  fünf  Punkte  auf  alle  möglichen  Weisen  zu  einem 
Fünfeck. 

n.  Buch.    Die  gerade  Linie. 

1.  Abhängigkeit  der  Elemente;  2.  Gröfse;  3.  Form;  4.  Lage. 
A)  Zwei  Gerade  (besser  müfste  es  heifsen:  zwei  Strecken). 
Es  werden  drei  Hauptlagen  unterschieden,  deren  erste  8  be- 
sondere Fälle  aufweist.  Bei  der  eingehenden  Erörterung  er- 
giebt  sich  der  Winkel,  der  ausführlich  betrachtet  wird.  Daran 
knüpfen  sich  wieder  Lagenuntersuchungen  zweier  Winkel.  Dann 
kommt  die  Lehre  von  den  Parallelen,  dann  B)  drei  Gerade;^) 
C)  vier  Gerade;  D)  beliebig  viele  Gerade. 

ni.  Buch.    Figur. 


')  Vorrede:  ^fisSa  nach  der  Anlage  des  Ganzen  der  Unterschied 
Ton  analytischer  und  synthetischer  Qeometrie,  von  der  Qeometrie  des 
Maises  und  der  Lage  aufgehoben  ist,  leuchtet  wohl  von  selbst  ein/* 

„Ich  habe  mich  bemüht,  rein  aus  dem  Wesen  der  Sache  zu  ent- 
wickeln, weil  diese  Art  mir  vom  wissenschaftlichen  sowohl  als  päda- 
gogischen Standpunkte  die  einzig  rechte  erscheint." 

*)  loh  halte  es  demgegenüber  für  wesentlich,  gleich  den  Kreis  mit 
in  die  ersten  Untersuchungen  über  die  Lage  zweier  Gebilde  hinein- 
zuziehen. 
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August,  Lehrbuch  der  Mathematik.  —  Berlin  1852. 

Der  dritte  Abschnitt  „Von  Punkten,  Linien  und  Winkeln" 
bietet  eine  Reihe  von  sogenannten  Lehrsätzen  über  die  Lage 
von  Punkten  gegen  einen  Kreis  mit  Scheinbeweisen;  daran 
schliefsen  sich  Sätze  über  Winkel.  Der  folgende  Abschnitt 
handelt  von  der  Kongruenz. 


Gernerth,  Grundlehren  der  eb.  Geometrie.  —  Wien  1857. 
bespricht  an  verschiedenen  Stellen  die  Lagenbeziehungen  von 
Raumgebilden,  so  §  6,  7,  16,  17  und  besonders  §  34:  Veiv 
gleichung  von  Kreisen  bezüglich  ihrer  GröDse  und  ihrer  Lage. 
Hier  heilst  es:  „Sind  zvrei  Kreise  exzentrisch,  so  sind  drei 
verschiedene  Fälle  möglich;  die  Peripherieen  derselben  haben 
entweder  1.  keinen  Punkt,  oder  2.  einen  Punkt,  oder  3.  zwei 
Punkte  mit  einander  gemeinschaftlich/'  Die  möglichen  Lagen 
werden  dann  erörtert  und  auch  auf  die  Abstandsbeziehungen 
Rücksicht  genommen. ^ 

Hubert  Müller,  Leitfaden  der  eb.  Geometrie.  —  Leipzig 
1874. 

L  Der  Punkt,  die  Gerade  und  der  Kreis. 
Lagen  von  Punkten  und  Geraden. 
(Winkel  und  Strecken.     Messen  der  Strecken.) 
Der  Kreis. 
IL  Von  den  Parallelen. 


Hubert  Müller,  Leitfaden.  —  Leipzig  1889. 
L  Die  Grundgebilde. 

Lagen  von  Punkten  und  Geraden. 
(Winkel  und  Strecken.) 

Symmetrie  in  Bezug  auf  eine  Axe. 
Symmetrie  in  Bezug  auf  einen  Punkt 
(Nebenwinkel,  Scheitelwinkel,  Sätze  über  symmetrische 
Figuren,  Winkelbezeichnungen.) 
Zwei  Gerade,  welche  von  einer  dritten  geschnitten') 
werden.  


^)  Habert  Müller  hat  in  der  dritten  Auflage  die  Betrachtangen 
über  den  Kreis  aasgeschieden;  dafür  bat  die  Symmetrielehre  eingehende 
Berücksichtigung  gefunden. 
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Gilles,  Lehrbuch  der  eb.  Geometrie.  —  Heidelberg  1877. 

Im  §  8  werden  ,,die  Beziehungen  zweier  geraden  Linien 
gegen  einander**  besprochen. 

jyDa  die  gerade  Linie  durch  zwei  Punkte  oder  durch  einen 
Punkt  und  eine  Richtung  bestimmt  ist^  so  sind  zwei  Betrach- 
tungen möglich: 

Erstens:  Die  beiden  Geraden  haben  a)  keinen ,  b)  einen, 
c)  zwei  oder  mehr  Punkte  gemeinschaftlich. 

Die  zweite,  die  fruchtbarere  Betrachtungsweise  ist  folgende: 
Die  Gerade  ist  bestimmt  durch  einen  Punkt  und  eine  Rich- 
tung, in  welchen  Angaben  das  ganze  Wesen  der  Geraden  ent- 
halten ist.  —  Es  sind  folgende  Fälle  möglich: 

1.  Der  Ausgangspunkt  ist  gemeinschaftlich. 

2.  Der  Ausgangspunkt  ist  verschieden. 

In  jedem  dieser  beiden  Fälle  ist  entweder  die  Richtung 
dieselbe  oder  verschieden.^ 

Hieraus  ergeben  sich  also  vier  mögliche  Fälle. 


E.  E.  Müller,  Versuch  einer  organischen  Entwicklung 
der  Geometrie  vermittelst  elementarer  Vereinigung  der  Geo- 
metrie des  Mafses  mit  der  Geometrie  der  Lage.^)  —  1877. 
Progr.  Nr.  538. 

p.  4:  System  der  Geometrie  des  Maises  und  der  Lage. 

Erste  Abteilung. 
Konstruierende  Geometrie. 

Erster  Abschnitt. 

Konstruierende  Planimetrie 

oder 

Die  durch   die  Elemente  von  drei  in  einer  Ebene  liegenden 

ebenen  Strahlenbüscheln  bestimmten  Gebilde. 

(Lehre  vom  Dreipunkt.) 

^)  Man  vergleiche  auch  desselben  VerfaBsers: 

1.  Elemente  der  Planimetrie,  streng  systematiscli.  —  Brann- 
schweig 1869. 

2.  Disposition  und  Fragmente  einer  streng  wissenschaftlichen 
Raumlehre.  Im  fünften  Bande  des  „Pädagogischen  Archivs^* 
1863.    p.  641. 


—    92     - 

Einleitung.    Logische  GruQdlagen  des  Systems« 

a)  Definitionen  (Erklärangen)/ 

b)  Postulate  (Forderungen). 

c)  Axiome  (Grundsätze). 

Erstes  Buch.  Die  durch  die  Strahlen  dreier  ebener 
Strahlenbüschel  bestimmten  kongruenten  oder  inkongruenten 
Gebilde. 

Erstes  Kapitel.  Die  eine  der  durch  drei  Punkte  ge- 
gebenen Zentralstrecken 

a)  für  sich; 

die    gegenseitige  Bestimmung  zweier  Punkte  einer 
Geraden  mittelst  ihres  Abstandes; 

b)  nebst  dem  Kreise  um  den  einen  der  Grenzpunkte; 
Vergleichung   der  Abstände   und   der  Lage  zweier 

Punkte  einer  Ebene  von  und  zu  einem  dritten; 

c)  nebst  den  Kreisen  um  beide  Grenzpunkte; 
Addition,  Subtraktion  und  geometrisches  Verhältnis 

zweier  Strecken  überhaupt. 

Zweites  Kapitel.  Zwei  der  durch  drei  Punkte  ge- 
gebenen Zentralstrahlen  in  ihrer  Beziehung  zu  den  andern 
Strahlen  des  sie  enthaltenden  ebenen  Strahlenbüschels. 

Die  gegenseitige  Bestimmung  der  Strahlen  und  Winkel 
eines  ebenen  Strahlen  büschels. 

Drittes  Kapitel.  Zwei  der  gegebenen  Zentralstrahlen  und 
der  sie  enthaltende  ebene  Strahlenbüschel  in  Beziehung  auf  den 
dritten  Zentralstrahl  als  Transversale  des  Büschels,  projektiv 
vische  Beziehung  der  Büschelstrahlen  und  der  Transversal- 
punkte. 

Die  gegenseitige  Bestimmung  der  von  den  Strahlen  und 
der  Transversale  des  Büschels  gebildeten  Strecken  und  Winkel 
und  Elemente  überhaupt  nach  Gröüse  und  Lage;  Kongruenz 
und  Likongruenz  der  Dreiecke,  resp.  necke;  die  gegenseitige 
Beziehung  des  Neben-  und  Gegensystems  zu  einander  und  zum 
Hauptsysteme  nach  Gröfse  und  Lage,  die  Symmetrie;  Funda- 
mentalaufgaben; die  parallelen,  die  nichtparallelen  wie  anti- 
parallelen Geraden  und  die  von  ihnen  mit  einer  Transversalen 
gebildeten  Winkel. 


-     93     - 

Schlegel^  Lehrb.  d.  elemeni  Mathematik.  IL —  Wolfen- 
büttel  1879. 

In  diesem  Lehrbuche  werden  nach  der  Einleitung  folgende 
Betrachtungen  angestellt. 

,J.   Geometrie  der  bewegten  Gebilde. 

I.   Geometrie  der  Geraden. 
Der  Punkt  und  seine  Bewegung  auf  der  Geraden. 
Die  Strecke  und  ihre  Bewegung  auf  der  Geraden. 

IL   Geometrie  der  Ebene. 

a)  Die  Gerade  und  ihre  Bewegungen  in  der  Ebene. 

1.  Lagenänderung  der  Geraden. 

2.  Richtungsänderung  der  Geraden.    Der  Winkel. 

b)  Die  Strecke  und  ihre  Bewegungen  in  der  Ebene. 

1.  Lagenänderung  der  Strecke.  —  Das  Parallelogramm. 

2.  Richtungsänderung  der  Strecke.  —  Die  Kreisfläche.'' 


Schindler,  Die  Elemente  der  Planimetrie.  —  Berlin  1883. 

Die  Einleitung  behandelt  nach  der  Erörterung  der  Grund- 
begriffe „§  13.  Zwei  Punkte;  §  14.  n  Punkte;  §  15.  Die 
Parallelen;  §  16.  Der  Kreis;  §  17.  Der  Winkel;  §  18.  n  ver- 
schieden gerichtete  Gerade;  §  19.  Die  Gleichheit  der  Linien." 


Frankenbach,  Lehrbuch  der  Mathe matik.  —  Liegnitz  1889 
giebt  als  Einführung  in  die  Geometrie:  A)  Allgemeines  über 
geometrische  Gebilde.  B)  Die  einfachen  Lagenbeziehungen  der 
Grundgebilde. 

I.  Punkt  und  Gerade;  2.  Punkt  und  Ebene;  3.  Zwei  Ge- 
rade; 4.  Gerade  und  Ebene;  5.  Zwei  Ebenen. 

p.  10  beginnt  die  Planimetrie. 
I.    Die  Lage  zweier  Geraden. 

A)  Von  den  Winkeln. 

B)  Von  den  Parallelen. 

II.  Die  ebenen  Figuren. 

Auch  hier  finden  sich  Abschnitte  über  die  Lagen  von 
Gebilden.  §  26.  Der  Kreis  und  der  Punkt;  §  27.  Der  Kreis 
und  die  Gerade.  Die  drei  möglichen  Lagen  werden  in  diesem 
Paragraph  erörtert.    Doch  geht  der  Verfasser  vom  Abstand 
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aus,  nimmt  ihn  zur  Voraussetzung;  während  wir  den  entg^en- 
gesetzten  Weg  einschlugen.  —  Die  Lage  zweier  Kreise  findet 
sich  im  §  43  behandelt.  Man  sieht,  die  Lagenbetrachtangen 
sind  sehr  auseinander  gerissen. 


IL  EapiteL 

Der   Winkel. 

Die  Erörterung  des  vorliegenden  Begriffes  ist  von  mir 
schon  vor  einer  Reihe  von  Jahren  in  der  Hoffmannscfaen  Zeit- 
schrift (Bd.  XX,  p.  481 — 501)  versucht  worden.  Da  der 
Artikel  eine  Reihe  weiterer  Arbeiten  veranlafst  hat,  die  sieb 
mit  demselben  Gegenstande  beschäftigen ,  so  darf  ich  wob! 
diesen  Artikel  zum  Ausgangspunkte  der  jetzigen  Betrachtungec 
machen;  zum  Theil  werde  ich  die  dortigen  Ausführungen  wort- 
lich reproduzieren  können,  im  tibrigen  mufs  ich  auf  den  Artikel 
selbst  verweisen,  da  eine  Anzahl  der  dort  berührten  Frag^ 
teils  in  der  Einleitung  zum  ersten  Bande  des  vorliegend^i 
Werkes  ihre  Erledigung  gefunden  haben,  teils  durch  die 
Untersuchungen  des  ersten  Kapitels  dieses  zweiten  Bandes  ab- 
geschlossen sind. 

Den  Anlafs  zu  dem  Artikel  gab  Herr  Dr.  Wimmenaner 
in  Hoffinanns  Zeitschrift  Bd.  XIX,  p.  261,  indem  er  dort  daraat 
aufmerksam  machte,  dafs  bezüglich  der  Definition  des  Winkel? 
eine  bedeutende  Verschiedenheit  bestehe,  und  eine  Einigoo^ 
anregte.  Am  selben  Orte  p.  262  finden  sich  einige  BeiBe> 
kungen  von  Hertter  zu  einem  Aufsatze  Hoff  manne  inBd.JVi, 
p.  340.  Hoff  mann  führt  1.  c.  aus,  daljB  die  Definition  ce^ 
Winkels  als  eines  Ebenenstückes  nicht  richtig  sei. 

„Winkel  ist  nicht  ein  Stück  (Ausschnitt)  der  Ebene,  als» 
Ebene  selbst,  sondern  nur  das  dem  Ebenenstück  Form  gebeod 
durch  Drehung  erzeugte  Liniengebilde;  er  ist  die  primitivst 
(noch  oflfene)  Figur.  Form  (Figura)  erhält  die  Ebene  (o^ei 
überhaupt  eine  Fläche)  erst  durch  Umgrenzung.  Durch 
Gerade  erhält  die  Ebene  noch  nicht  Form;  es  mula  erst  i!i 
Richtungsänderung   (der   Geraden)   hinzutreten   und    das  e: 
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facbste  geradlinige  Gebilde  mit  Richtungsänderung  ist  eben 
der  WinkeL  Winkel  ist  also  nicht  der  Yon  den  Schenkeln 
abgegrenzte  nach  einer  Seite  noch  offene  (anbegrenzte)  Flächen- 
(resp.  Ebenen-) Raum,  sondern  nur  das  diesem  Flächenstücke 
Form  (Gestalt)  gebende,  durch  Drehung  erzeugte  und  daher 
der  Vergrofserung  und  Verkleinerung  fähige  Liniengebilde/' 
Hoffmann  kommt  damit  auf  den  Kernpunkt  der  Frage, 
nach  dessen  Beantwortung  sich  die  Definition  des  Winkels 
erledigen  mufs.  Es  ist  nämlich  zu  beachten,  dafs  wir  Winkel 
rein  äufserlich  auffassen  können  als  Figur,  als  das,  was  sich 
der  Anschauung  darbietet;^)  in  diesem  Falle  würde  die  Defi- 
nition lauten  müssen:  Winkel  ist  ein  von  zwei  Strahlen  mit 
gemeinsamem  Ausgangspunkte  gebildete  Figur,  oder:  Winkel 
ist  ein  Zweistrahlengebilde.  ^) 

Es  ist  einleuchtend,  dafs  uns  durch  diese  Definition  über 

■-  das  eigentliche  Wesen  des  Winkels  gar  nichts  gesagt  ist,  ja 
dafig  eine  grofse  Unsicherheit  dabei  zurückbleibt,  weil  wir  über 
die  Beziehungen  der  beiden  Strahlen  zu  einander  gar  nichts 
erfahren  und  doch  erst  die  besondere  Art,  wie  wir  die  beiden 
Strahlen  in  ihrem  Zusammenhange  aufSufassen  haben,  uns  das 

,       liefert,  was  den  Winkel  definiert. 

Es  ist  hier  auch  der  Ort,  auf  eine  Abhandlung  Bürklens 

;;:  einzugehen,  die  er  im  Korrespondenzblatt  f.  d.  Gel.-  und 
Kealsch.  1891  yeroffentlicht  hat.     Es  heilst  dort,  p.  4: 

„Von  was  hat  nun  die  erste  Erklärung  des  Winkels  beim 

^ :     Unterricht  auszugehen?   Jedenfalls  yon  der  Anschauung,  Yom 


•m 


^)  Becker,  Von  den  Inkorrektheiten  in  der  Sprache  der  Mathe- 
matik; H.  Z.  II,  p.  96:  „Die  Definition  des  Wortes  Winkel  hat  den 
Mathematikern  yon  jeher  viele  Schwierigkeiten  gemacht;  aber  nur  des- 
halb, weil  sie  sich  meist  der  anschanUchen  Erkenntnis  yerschliefsen. 
Der  einzige  Schweins  scheint  mir  den  Nagel  aaf  den  Kopf  getroffen 
zu  haben,  als  er  den  Winkel  einfach  als  das  darch  zwei  in  einem 
Punkte  zusammentreffende  gerade  Linien  erzeugte  offene 
Gebilde  definierte,  wozu  allerdings  das  zwischenliegende  Stück  der 
Ebene  gehört*' 

')  Yergl.  Becker,  Elemente  der  Qeometrie  auf  neuer  Grandlage, 
p.  16:  „Ursprünglich  ist  wohl  unter  einem  Winkel,  wie  schon  daraus 
henrorgeht,  dafs  man  von  seinem  Scheitel  und  seinen  Schenkeln  spricht, 
nichts  anderes  verstanden  worden,  als  eine  Figur,  welche  er  darstellt." 


,/. 


-    96    — 

Seienden;  es  ist  also  zunächst,  ahnlich  wie  bei  der  ersten  Auf- 
fassung der  Strecken,  von  der  Bewegung  abzusehexi.  Und 
wenn  femer  in  der  Definition  nicht  alles  zu  sagen  möglich 
und  nötig  ist,  was  in  den  BegrüEF  hineingetragen  werden  kann, 
was  ftlr  Forderungen  hat  dann  jeweils  die  Definition  zu  er- 
füllen? W.  Wundt^)  sagt:  ,;Als  systematische  Form  sucht 
sie  —  die  Definition  —  einen  gegebenen  BegrüBf  auf  das 
schärfste  von  den  verwandten  Begriffen  zu  trennen;  als  nächstes 
Ergebnis  einer  Untersuchung,  welcher  die  Begrenzung  der 
Begriffe  erst  zu  einem  tieferen  Eindringen  in  den  Gegenstand 
verhelfen  soll,  kann  sie  nicht  das  Wesen  der  letzteren  er- 
schöpfend bestimmen  wollen,  sondern  muss  sich  unter  Hervor- 
hebung derjenigen  Elemente  begnügen,  welche  zur  sichern 
Unterscheidung  zureichend  sind/'  £L  Hankel^)  sagt:  „Mathe- 
matische Definitionen  haben,  soweit  sie  nicht  Fixierung  des 
Sprachgebrauchs  betreffen,  nur  diejenigen  wesentlichen  Eigen- 
schaften des  zu  Erklärenden  anzugeben,  welche  zur  weiteren 
Entwicklung  und  zur  Verknüpfung  eines  Begriffs  mit  anderen 
notwendig  erscheinen'^  Ich  mochte  daher  vorschlagen,  einfach 
zu  sagen:  „Das  durcn  2  von  einem  Punkte  ausgehende 
Strahlen  erzeugte  Grebilde  heifst  Winkel".  Ähnliches  ist  zwar 
schon  öfter  geschehen,  aber  fast  niemals,  ohne  dafs  nicht  in 
Zusätzen  noch  der  Richtungsunterschied  oder  dergh  angehängt 
worden  wäre." 

Bürklen  fahrt  dann  fort: 

,,Mit  der  vorgeschlagenen  Definition  ist  nun  allerdings 
nicht  viel  über  den  Winkel  gesagt,^)  aber  er  ist  dadurch  von 
jedem  andern  geometrischen  Gebilde,  vom  Strahlenbüschel, 
vom  Dreieck,  Dreikant  etc.  völlig  scharf  und  eindeutig  unter- 
schieden." 

Aber  hierauf  allein  kommt  es  nicht  an;  Wundt  betont 
zwar  ausschliefslich  die  Abgrenzung  des  Begriffs  gegen  ver- 
wandte, der  Mathematiker  Hankel  aber  verlangt  in  der  De- 
finition „die  wesentlichen  Eigenschaften,  welche  zur  wei- 

')  Logik  II,  S.  34. 

')  Theorie  der  komplexen  Zahlen,  S.  4S. 

*)  YGllig  unsere  Ansicht  —  nicht  nnr  „nicht  viel*',  sondern  wesent- 
lich nichts. 
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tern  Entwicklung  und  zur  Verknüpfung  mit  andern 
notwendig  erscheinen/'  Vor  allen  Dingen  fehlt^  wie  ich 
schon  oben  bemerkte ,  in  dieser  Definition  jeder  Hinweis  auf 
den  Zusammenhang,  in  welchem  die  Elemente  des  definierten 
Begriffs  aufzufassen  sind.  Dafs  dies  Bürklen  selbst  nicht 
entgangen,  zeigen  die  Worte  p.  5: 

y^n  welcher  Beziehung  das  so  bestimmte  Gebilde  zur 
Ebene  steht,  ob  es  eine  Grofse  hat  —  was  grofs  an  ihm  sei  — 
und  ob  diese  mefsbar,  das  alles  hat  erst  die  folgende  Unter- 
suchung zu  entscheiden«'^ 

Damit  steht  denn  aber  die  Definition  doch  sehr  arm  an 
wissenschaftlicher  Bedeutung  da,  zumal  gilt  „Die  Grofse  ist 
freilich  diejenige  Seite  am  Winkel,  auf  die  man  am  meisten 
zu  sehen  hat'',  wenn  auch  „so  wenig  die  Grofsenmessung  die 
alleinige  Aufgabe  der  Geometrie  bedeutet,  so  wenig  das  Wesen 
eines  Gebildes  ausschlieüslich  an  seine  Grofse  gebunden  ist". 

Der  weitere  Inhalt  der  Abhandlung  wird  uns  noch  weiter 
unten  beschäftigen. 

Kehren  wir  zur  Definition  selbst  zurück,  so  ist  femer  als 
ganz  wesentlich  zu  beachten,  dals  diese  Definition  deshalb  als 
ganz  unzureichend  zu  bezeichnen  ist,  weil  der  Winkel  unver- 
ändert bleibt,  wenn  man  die  Figur  verändert;^)  damit  tritt 
denn  diese  Definition  in  Gegensatz  zu  jeder  anderen  Figuren- 
erklänmg.  Ich  werde  hierauf  noch  zurückzukommen  haben. 
Hier  handelt  es  sich  jetzt  noch  um  den  Hoffmannschen  Artikel. 
Es  heifst  dort  weiter:  „Die  zweite  Definition  (Grofse  der 
Drehung)  aber,  welche  nur  das  Merkmal  der  Drehung  berück- 
sichtigt, ist  u.  E.  zu  eng,  denn  sie  ignoriert  das  Merkmal 
der  Formgebung  oder  Gestaltung,  was  gerade  das  Wesen  des 
Winkelgebildes  ausmacht." 


*)  Becker,  Geometrie  auf  neaer  Grundlage:  „Später  dab  man  sich 
jedoch  Yeranlalflt,  bei  der  Yergleicbung  der  Winkel .  .  .  von  der  Länge 
der  ihn  bildenden  Schenkel  za  abstrahieren  and  einen  Winkel  als  nn- 
Terftndert  anzusehen,  wenn  seine  Schenkel  beliebig  verlängert  oder  ver- 
kürzt werden.  Da  aber  dnrch  diese  Yerändemng  der  Schenkel  die 
Figur  eine  andere  wird,  bleibt  als  Inhalt  des  Begriffes  Winkel  nnr 
noch  eine  von  der  Länge  der  Schenkel  unabhängige  Eigenschaft  der 
Figur  übrig.** 

Schotten,  der  plAnimetr.  Unterricht.    II.  7 
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Auch  in  einem  Artikel  des  XX  Bandes  kommt  Hoffmann 
wieder  aaf  diese  Erklärung  zurück,  die  er  übrigens  auch  sclion 
in  einem  Aufsatze  ^^Studien  über  geometrische  Grundbegriffe'^ 
im  III.  Bande  seiner  Zeitschrift  verfochten  hat.  Dort  heifst 
es  (p.  532):  fr  ^f  so  grenzen  die  Bichtungsstrahlen  ein  Ebenen- 
stück ab^  welches  nach  einer  Seite  hin  noch  offen,  eine 
beliebige  (gerad-  oder  krummlinige)  SchlieCsung  oder  Be- 
grenzung zuläfst.  Dieses  offene  Linien-  oder  besser  Strahlen- 
gebilde, welches  aus  der  allgemeinen  Ebene  ein  Stück,  einen 
Sektor,  abgrenzt,  aber  nicht  ein-  oder  umschlielst,  heilst  be- 
kanntlich Winkel.  Der  Winkel  giebt  den  Unterschied  zweier 
Richtungen  von  demselben  Punkte  aus  an«  Er  giebt  aber 
auch  zugleich  dem  Flächenstück  (Sektor)  die  Form,  er  ge- 
staltet es.  Mit  dem  Winkel  oder  mit  dem  Wechsel  der 
Richtung    beginnt    die   Form,    er    ist    das   Ur dement    der 

Form."0 

Im  XX.  Bande  führt  Hoffmann  aus,  entgegen  der  ge- 
wöhnlichen Ansicht,  dafs  zur  Figur  das  Geschlossensein 
nicht  als  notwendiges  Merkmal  gehöre.  Figur  sei  Form, 
p.  410:  „Wo  beginnt  aber  die  Form?  Strecke  hat  m.  E.  noch 
keine  Form,  sie  ist  formlos.  Die  Form  hat  ihre  Wurzel 
(ihren  Ursprung)  in  der  Richtungsänderung,  und  diese  be- 
ginnt mit  dem  Winkel...  Der  Winkel  ist  ein  einem 
Ebenenstück  die  Form  gebendes  Liniengebilde.  Er 
ist . . .  der  Embryo  der  Form." 

Hoffmann  schlägt  für  die  Winkelgebilde  den  Namen 
„Eck''  oder  ,^ineck''  vor.  „Mit  der  Gröise  und  Form  des 
Winkels  wird  sich  natürlich  auch  das  Eineck  in  seiner  Gröfse 
und  Form  ändern." 


^)  HierEu  bemerkt  Hoff  mann  in  einer  Fafsnote:  „Will  «man  den 
Winkel  im  Baume  als  formendes  Element,  abgesondert  von  der  Flache, 
anschanlich  darstellen,  so  geschieht  dies  am  besten  durch  einen  Winkel 
von  Draht  oder  gespannten  Fäden.*'  Vergl.  die  Zeitschrift  Heft  II, 
S.  123  Q.  128,  Anm.:  „Im  Wechsel  der  Richtung  liegt  der  Keim 
zur  Form/'  Eine  Gerade  ist  aach  formlos.  Es  könnte  Ewar  das  Aas- 
sehen des  gestreckten  Winkels  diese  fiehanptong  zu  widerlegen 
scheinen.  Doch  ist  bekanntlich  ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen 
einer  Geraden  und  dem  gestreckten  Winkel  in  der  psychischen  Yer- 
folgang  ihrer  Erzeugung. " 
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„Durch  diese  Auffassung  des  Winkels  als  Figur  gewinnt 
die  Definition  des  Winkels  mehr  Licht  und  Halt/' 

Hoffmann  fafst  also  den  Winkel,  wie  er  übrigens  aus- 
drücklich selbst  hervorhebt^  nur  als  Figur  und  hebt  als  be- 
sonderen Vorzug  dieser  Definition  hervor,  dafs  dadurch  der 
Winkel  unabhängig  sei  gegen  den  Begriff  der  Drehung  und 
die  damit  zusammenhängenden  Begriffe.^)  Unsere  Bedenken 
gegen  diese  Definition  sind  schon  oben  kurz,  aber  im  wesent- 
lichen angegeben.  Hoffmann  selbst  hätten  doch  Bedenken 
anfstofsen  müssen,  da  es  sich  erst  als  notwendig  erwies,  Figur 
anders  zu  definieren.  Femer  ist  der  Zusammenhang  zwischen 
Eineck  und  Winkel  nicht  klar,  die  Definition  erhält  dadurch 
aber  etwas  so  Schwankendes,  dafs  das,  was  der  Verfasser  ver- 
meiden wollte,  erst  recht  in  die  Erscheinung  tritt 

Sehen  wir  von  der  Hoffmannschen  Erklärung  ab,  so  können 
wir  die  von  den  verschiedensten  Autoren  aufgestellten  Winkel- 
definitionen in  drei  Gruppen  teilen: 

1.  Der  Winkel  ist  Bichtungsnnterschied.^ 

2.  Der  Winkel  ist  ein  Ebenenstück. 

3.  Der  Winkel  ist  die  Grölse  der  Drehung. 

Doch  ist  hierbei  zu  bemerken,  dass  fast  alle  Lehrbücher, 
die  eine  andere  Erklärung  als  die  dritte  geben,  einen  Zusatz 
haben,  in  dem  auf  den  Zusammenhang  von  Winkel  und 
Drehung  hingevriesen  wird.  Diese  wichtige  Thatsache  kann 
schon  an  und  für  sich  lehren,  dafs  das  eigentliche  Wesen  des 
Winkels  mit  der  Drehung  eng  zusammenhängt  und  dafs  eine 
Definition,    die   auf  eine    wirkliche   Erklärung    des   Winkels 


^)  Man  muCn  allerdings  zogeben,  dafs  bei  dieser  Definition  der 
Winkelbegriff  zurückgeführt  ist  auf  die  einfachen  Elemente  Punkt  und 
Strahl,  ohne  dafs  irgend  etwas  anderes  sich  einmischt.  Ob  aber  damit 
etwas  gewonnen  ist,  scheint  in  diesem  Falle  sehr  zweifelhaft:  um  in 
das  Wesen  des  betrachteten  Gebildes  einzudringen,  gewissermafsen  die 
tote  Fignr  zu  beleben,  gehört  doch,  dad  der  Znsammenhang  aufgedeckt 
wird,  in  dem  die  Elemente  unter  einander  stehen.  Auch  ist  der  Ein- 
wurf nicht  ungerechtfertigt,  dafs  bei  dieser  änlserlichen  Definition  der- 
selbe Fehler  Torliegt,  den  Hoff  mann  der  Euklidischen  Definition 
macht  9  nämlich  Starrheit. 

*)  Hierzu  rechne  ich  auch  die  Euklidische  Definition,  die  den 
Winkel  als  Neigung  bezeichnet. 
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ausgeht,  das  Verhältnis  von  Winkel  und  Drehung  in  Berück- 
sichtigung ziehen  muss. 

Eine  ziemlich  verbreitete  Art,  den  Winkel  zu  definieren 
oder  vielmehr  die  Definition  des  Winkels  zu  umgehen  ist  die, 
zu  sagen:  ;,Ein  Winkel  entsteht,  wenn...A  DaTs  dies  keine 
Definition  des  Winkelbegriffs  ist,  leuchtet  ein,  weshalb  ich 
sie  auch  aus  der  ferneren  Betrachtung  ausschliesse.^) 

Während  die  Zitate  am  Schlüsse  des  Kapitels  folgen, 
muss  ich  doch  an  dieser  Stelle,  ehe  ich  an  die  kritische  Be- 
sprechung der  üblichen  Definitionen  herangehe,  noch  auf 
£.  Müllers  Definition  eingehen,  die  er  in  seinen  Elementen 
dargelegt  hat^)  Zur  Vervollständigung  sollen  noch  aus  der 
Vorrede  eine  Reihe  von  Definitionen  des  Winkels  mit  den 
kritischen  Bemerkungen  Müllers')  angeführt  werden,  wozu  ich 
meinerseits  bemerke,  dass  ich  nicht  überall  mit  Müller  überein- 
stimme. 

„Ein  ebener  Winkel  ist  die  Neigung  zweier  Linien,  wenn 
solche  in  einer  Ebene  zusammenlaufen,  ohne  in  einer  geraden 
Linie  zu  liegen.'^ 

Was  ist  aber  die  Neigung  zweier  (gerader?)  Linien? 
Wie  kann  eine  Neigung  Summe  oder  Differenz  von  andern 
sein?  Zu  welcher  Art  von  Grofsen  gehört  alsdann  der  Winkel, 
zu  den  Zahlen  oder  RaumgroJjgen,  zu  den  Linien,  Flächen  oder 
Räumen?  Wo  bleiben  die  gestreckten  Winkel,  die  Null  und 
die  Vollwinkel? 

„Winkel  ist  der  Unterschied  der  Richtungen  zweier  Ge- 
raden, oder  die  Richtungsabweichung  zweier  sich  schneidender 
Geraden.*' 

Was   ist   der   Unterschied   der   Richtung?     Wo    ist   die 


*)  VergL  Hoff  mann,  Zu  den  geometriBchen  OrundbegrifFen  in 
H.  Z.  Bd.  XVI,  p.  342:  „.  .  .,  daÜB  viele  Autoren  und  Lehrer  die  Defi- 
nition umgeben,  indem  sie  sagen,  Ein  Winkel  enteteht,  wenn  .  .  . ,  damit 
ist  aber  nicht  gesagt,  was  der  Winkel  ist.'* 

")  E.  Müller,  Elemente  der  Geometrie,  streng  systematisch.  — 
Brannschweig  1869. 

^  Müller  bemerkt  daza:  „Um  niemand  persönlich  zu  yerletsen, 
werde  ich  die  Verfasser  der  Lehrbücher,  aas  denen  die  angefahrten 
Stellen  entnommen  sind,  nicht  weiter  nennen.*' 
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Richtung  definiert?    Und  zu  welcher  Art  Yon  GrOfseu  gehört 
denn  der  Winkel? 

yyWenn  sich  zwei  gerade  Linien  begegnen,  so  heifst  die 
geringere  oder  bedeutendere  GrolBe,  um  welche  sie  ihrer  Lage 
nach  ?on  einander  entfernt  sind,  Winkel/^ 

Wo  ist  Lage  definiert?  Wäre  es,  so  würde  nicht  yon 
Entfernung  der  Lage  geredet  sein. 

„Winkel  zweier  an  einem  Punkte  (dem  Scheitelpunkte) 
zusammengestellten  und  einerseits  von  diesem  Punkte  begrenzten 
Linien  (Winkelschenkel)  ist  die  Gröfse  derjenigen  Drehung 
(Schwenkung),  durch  welche  eine  Tom  Scheitelpunkte  begrenzte, 
andererseits  aber  unbegrenzte,  gerade  Linie  in  der  Ebene  des 
Winkele  von  der  Lage  des  einen  Winkelschenkels  zur  Lage 
des  andern  stets  yorschreitend  gelangen  kann." 

Welch  ungeheuerliche  Definition!  Eine  Gerade  einerseits 
durch  einen  Punkt  begrenzt,  andrerseits  unbegrenzt!  Was 
sind  hier  die  Seiten  einer  Geraden?  Der  Winkel  ist  die 
Gröfse  der  Drehung,  durch  welche  eine  Gerade  von  der  Lage 
des  einen  Schenkels  zur  Lage  des  andern  yorschreitend  ge- 
langen kann?!  Schon  wieder  Lage  und  zur  Abwechslung  ein- 
mal die  Seite,  doch  Beides  Undefiniert. 

„Als  Gröfse  der  Drehung,  durch  welche  eine  Gerade  aus 
einer  anfönglichen  Richtung  in  eine  andre  stetig  übergeht, 
entsteht  hierbei  der  Winkel." 

Als  Gröfse  der  Drehung  entsteht  hierbei  der  Winkel! 

„Die  Lage  zweier  geraden,  sich  schneidenden  Linien  ist 
der  Winkel  derselben," 

Die  Lage  der  Linien  ist  der  Winkel! 

„Zwei  gerade  Linien,  welche  yon  einem  Punkte  ausgehen, 
heifsen,  wenn  blofs  die  Lage  der  Linien  zu  einander  betrachtet 
yyird,  ein  Winkel." 

Also  kurz,  zwei  Geraden,  welche  sich  schneiden,  heifsen 
ein  Winkel! 

„Zwei  gerade  Linien,  welche  sich  begegnen  (schneiden), 
bilden  eine  (?)  gröfsere  oder  kleinere  Öffnung,  welche  Winkel 
heilst." 

Der  Winkel  ist  also  eine  Öffnung! 
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„Wo  sich  zwei  gerade  Linien  schneiden,  entsteht  ein  (?) 
Winkel.'' 

yyOn  nomme  angle,  et  quelquefois  angle  plan,  chaque 
portion  indefinie  de  plan  comprise  entre  deux  droites,  qui 
se  coupent." 

„Portion  indefinie"  und  doch  eine  bestimmbare,  meisbare 
endliche  Grofse! 

„L'angle  c'est  Tecartement,  plus  ou  moins  considerable 
de  deux  droites;  qui  se  coupent." 

Auch  ^La  figure  formee  par  deux  droites,  qui  se  coupeni.'' 

Der  Winkel  eine  Figur? 

„On  nomme  angle  la  diffi^rence  de  deux  directions." 

Das  Beste  liefert  die  Akademie  in  ihrem  Dictionaaire; 
sie  sagt: 

L'angle,  c^est  Pouverture  de  deux  lignes,  qui  se  rencontrent 
en  un  point^  Tinclinaison,  qu'elles  ont  l'une  sur  l'autre/' 

„L'inclinaison,^)  c'est  Tobliquite  d'une  ligne  ou  d'une 
surface  sur  une  autre/' 

„L'obliquit^,  c'est  l'inclinaison  d'une  ligne  ou  d'une  surfoce 
sur  une  autre." 

„L'ouverture,  c'est  T^cartement;  T^cartement  c'est  l'^loigne- 
ment;  T^oignement  c'est  la  distance." 

Soweit  E.  Müller.  Und  nun  soll  E.  Müllers  eigne  De- 
finition einer  genaueren  Betrachtung  unterzogen  werden.  Müller 
sagt  in  seiner  Vorrede  nach  den  oben  zitierten  Beispielen: 
„Diese  Beispiele  werden  genügen  als  Belege,  dafs  viele  Mathe- 
matiker wenigstens  über  die  Grundvorstellungen  weder  unter 
sich  einig,  noch  selbst  mit  sich  so  recht  im  Klaren  sind,  wie 
auch  zugleich,  dafs  von  vielen  wirklich  Mathematik  ohne  ge- 
nauere Erklärung  der  Begrifie  getrieben  wird  • . .  Begründet 
in  den  menschlichen  Anschauungen  sind  diese  Bestimmungen 


^)  Roagä  et  de  Comberonsse ,  Trait^  de  G^om^trie.  „La  consi- 
deration  de  deux  droites  AB  et  ÄC  qni  se  rencoutrent  condnit  k  nne 
\d6e  nonvelle,  qui  est  celle  d'inclinaison  matnelle  oa  d^angle,  et  qui 
—  comme  l'id^e  de  longuenr  —  ne  sanrait  6tre  d^fioie,  c'est  k  dire 
remen^e  ä  une  idde  plas  simple;  ^e  qa*on  d^ünit,  c'est  Tägalitd  et  Fad- 
dition  des  angles.'* 
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des  Raumes  alle,  doch  zum  klaren  Bewufstsein   müssen   sie 
einem  jeden  erst  gebracht  werden/'^) 

y^Und  dies  ist  die  erste  Aufgabe  ...,  die  Orundvorstellungen 
der  Geometrie  aus  der  reinen  Anschauung  zum  klaren  Be- 
wufstsein genetisch  zu  entwickeln.^' 

Ehe  Müller  an  die  Beantwortung  unsrer  Frage  selbst 
herangeht^  benutzt  er  die  Gelegenheit  darauf  aufmerksam  zu 
machen^  daJDs  Winkel  schlechtweg  schon  eine  Nachlässigkeit 
des  sprachlichen  Ausdrucks  sei^  und  dafs  alle  Definitionen  nur 
sich  beschäftigen  mit  dem  Linien winkel,  wie  er  ihn  nennt^ 
dem  Geradenwinkel  in  der  Ebene,  wie  er  genau  genommen 
genannt  werden  müfste:  dem  planimetrischen  Winkel,  wie  ich 
ihn  lieber  nennen  möchte.  Müller  fügt  dann  hinzu:  ,,Die  De- 
finition des  Winkels  überhaupt,  von  welchem  der  Liuienwinkel, 
Flächenwinkel,  Eorperwinkel,  sphärische  Winkel  nur  besondere 
Arten  sind,  hat  kein  Mathematiker  bis  jetzt  zu  geben  auch 
nur  versucht" 

Dieser  Ansicht  Müllers,  dafs  der  planimetrische  Winkel 
nur  eine  Art  des  allgemeinen  Begri£Ps  Winkel  sei,  kann  ich 
nicht  beipflichten,  im  Gegenteil,  ich  behaupte,  dafs  der  plani- 
metrische Winkel  der  allgemeine  sei,  von  dem  alle  andern 
von  ihm  aufgeführten  nur  Abarten  sind.  Ich  verweise  in 
Bezug  auf  diese  Frage  auf  meine  weiter  unten  folgenden  Er- 
örterungen. Hier  nur  soviel.  Mathematisch  existiert  nur  der 
planimetrische  Winkel,  alle  andern  werden  auf  diesen  zurück- 
geführt, mit  seiner  Hülfe  angeschaut  und  zum  Bewufstsein 
gebracht,  ja  ein  Messen  von  Winkeln  resp.  die  Feststellung  der 
Grofse  irgend  einer  Art  von  Winkeln  ist  nur  durch  ihn  möglich. 

Zur  Bestätigung  des  Gesagten  brauche  ich  wohl  nur  daran 
zu  erinnern,  was  man  z.  B.  unter  dem  Winkel  versteht,  unter 
dem  sich  zwei  Kurven  schneiden,  unter  dem  Winkel  zweier 
Ebenen  oder  Flächen  etc.  Überall  handelt  es  sich  doch  in 
diesen  Fällen  um  den  Winkel  zweier  Hülfsgeraden,  darauf 
wird  überall  die  Betrachtung  zurückgeführt. 

In  der  That,  in  der  Mathematik  giebt  es  keinen  Winkel 
überhaupt,  sondern  wesentlich  nur  den  planimetrischen. 


^)  Man  vergleiche  die  Studie  im  ersten  Bande. 
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Also  würde  bei  einer  philosophischeir  Betrachtung  des 
Ällgemeinbegriffs  Winkel,  die  man  ja  als  möglich  hinstellen 
könnte,  der  Inhalt  fehlen  und  also  aach  nach  dieser  Seite  hin 
,,der  Winkel  überhaupt  sich  jeder  Untersuchung,  mithin  anch 
einer  Definition  entziehen. 

Ich  möchte  gleich  diese  Gelegenheit  benutzen,  um  eine 
andre  hierhergehörende  Frage,  deren  Beantwortung  mit  der 
hier  behandelten  in  engem  Zusammenhange  steht,  in  Betracht 
zu  ziehen.  Man  hat  nämlich  die  Frage  aufgeworfen,  ob  die 
Tangente  mit  der  Kurve,  an  die  sie  gezogen  isi^  einen  Winkel 
bildet.  Diese  Frage  ist  entschieden  zu  verneinen,  denn  unter 
Winkel  würde  ja  der  Winkel  zwischen  der  Tangente  und  der 
in  dem  betreffenden  Eurvenpunkt  gezognen  Tangente  d.  h.  mit 
sich  selbst  zu  verstehen  sein-,  man  sieht  also,  dafs  diese  Frage 
nur  ein  negatives  Resultat  ergeben  kann.  Anders  freilich 
würde  sich  das  Problem  gestalten,  wenn  gefragt  würde:  bildet 
die  Tangente  mit  irgend  einem  Teil  der  Kurve,  der  nicht  mit 
dem  Berührungspunkt  identisch  ist,  einen  Winkel.  Beantworten 
läfst  sich  diese  Frage  selbstverständlich  nur,  wenn  man  ein 
Kurvenelement  dabei  in  Betracht  zieht. 

Nach  dieser  Abschweifung  kehren  wir  zu  der  Definition 
E.  Müllers  von  dem  planimetrischen  Winkel  zurück.  Es 
heifst  bei  ihm:^)  „Der  Exponent  des  geometrischen  Verhält- 
nisses, in  welchem  ein  durch  Drehung,  sei  es  durch  die  ein- 
fache Drehung  eines  Elementes  eines  ebenen  Linienbüschels 
oder  eines  Flächenbüschels  oder  eines  flachen  Linienbüschels, 
sei  es  durch  die  zusammengesetzte  Drehung  der  beiden  Ele- 
mente eines  Büschelraumes  entstandenes  Raumgebilde  zu  dem 
durch  die  totale  Drehung  derselben  Elemente  entstandnen 
steht,  heifst  Winkel,  und  zwar  resp. 

1.  ein  ebener  Linien winkel  oder 

2.  ein  Flächenwinkel  oder 

3.  ein  flacher  Linienwinkel  oder 

4.  ein  Körperwinkel. 

Der   dem    ebenen  Linienwinkel   .  .  .   entsprechende   Teil    der 
Ebene  • . .  heifst  Winkelebene  . . .'' 


>)  Elemente,  S.  86. 
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Diese  Definition  findet  in  einer  Anmerkung,^)  in  der  die 
oben  erwähnten  Betrachtungen  der  Vorrede  noch  erweitert 
werden,  folgenden  Zusatz: 

„Als  Exponent  eines  geometrischen  Verhältnisses  ist  aber 
der  Winkel  eine  Zahl,  wie  es  der  Sinus,  Kosinus  und  die 
andern  Winkelfunktionen  ebenfalls  sind  . .  •  Wie  bei  den 
Winkelfunktionen  Zahl  und  Linie  oftmals  vertauscht  und  ver* 
wechselt  werden,  so  noch  öfter  oder  vielmehr  stets  wird  der 
Winkel  mit  der  Winkelebene  verwechselt,  oder  vielmehr  sagt 
man  der  gröfseren  Kürze  halber  überall,  wo  kein  Mifs Ver- 
ständnis entstehen  kann,  für  Winkelebene  blofs  Winkel.  Und 
wie  die  Grofse  der  Winkelfunktionen,  so  ist  auch  die  Gröfse 
der  Winkel  selbst  unsrer  Definition  zufolge  von  der  Länge 
der  Schenkel  unabhängig,  weil  die  grofsere  oder  kleinere 
Drehung  von  der  Länge  der  Schenkel  ganz  unabhängig.'^ 

Man  wird  der  Definition  E.  Müllers  nachrühmen  müssen, 
dafs  sie  durchaus  wissenschaftlich,  zugleich  völlig  erschöpfend 
und  vollkommen  einwandfrei  ist,  aber  nicht  wird  man  ihr 
nachrühmen  können,  dafs  sie  kurz  und  bündig  sei  oder  —  wenn 
wir  ihre  Verwendbarkeit  im  Unterricht  in  Erwägung  ziehen  — - 
dafs  sie  sich  sonderlich  für  den  Unterricht  eigne.  Aus  dem 
letzteren  Grunde,  besonders  wegen  des  für  Viele  unverständ- 
lichen Ausdrucks  „Exponent  des  Verhältnisses^'  kann  ich  auch 
diese  Definition  des  Winkels  nicht  für  angemessen  erklären, 
wohlgemerkt  aber  nicht  wegen  des  Inhaltes  der  Definition, 
sondern  wegen  ihrer  Form. 

Was  nun  die  drei  verbreitetsten  Definitionen  des  Begriffes 
Winkel  betrifft,  so  habe  ich  dazu  Folgendes  zu  bemerken. 

1.  Der  Winkel  als  Richtungsunterschied. 

Bei  der  Besprechung  dieser  Definition  können  wir  uns 
auf  unsre  Ausführungen  im  ersten  Kapitel  (§  1)  zurückbeziehen, 
ja  wir  werden  hier  zu  einer  wesentlichen  Ergänzung  und 
Erweiterung  der  dort  angestellten  Untersuchungen  gelangen. 
Dort  wurde  nur  der  reine  Begrifi*  Richtung  an  und  für  sich 
zum  Gegenstande  der  Untersuchung  gemacht,  hier  werden  wir 

1)  Elemente,  S.  28. 
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durch  seine  VerweDdnng,  durch  die  Vergleichung  verschiedener 
Richtungen  •—  sit  venia  verbo  —  zu  neuen  Gesichtspunkten 
gelangen,  unter  denen  auch  der  reine  Begriff  selbst  noch  an 
Klarheit  gewinnen  wird.  Wenn  wir  das  dort  Gesagte  noch 
einmal  kurz  im  wesentlichen  zusammenfassen,  so  waren  wir 
zu  folgendem  Resultate  gekommen:  Richtung  ist  die  un- 
mittelbare Relation  zweier  Punkte,  die  im  Strahle 
zur  Anschauung  kommt. ^) 

Wesentlich  Neues  tritt  hinzu,  wenn  wir  nun  bestimmte 
Richtung,  die  in  einem  bestimmten  Strahle  zur  Anschauung 
kommt,  in  Betracht  ziehen.  Fassen  wir  einen  bestimmten 
Strahl  als  Träger  einer  bestimmten  Richtung  auf,  so  können 
wir  jetzt,  indem  wir  verschiedene  Strahlen  betrachten,  indirekt 
auch  von  den  verschiedenen  Richtungen  sprechen.  So  ist  der 
Ausdruck  zu  erklären,  dafs  sich  ein  Punkt  nach  allen  Rich- 
tungen bewegen  könne.  Bedenklich  in  hohem  Mafse  erscheint 
mir  aber  immer  wieder  bei  fortgesetztem  Nachdenken  über 
diesen  Gegenstand  der  Ausdruck,  dafs  Richtung  veränderlich 
sei,  dafs  man  Richtungen  verändern  könne,  und  ich  glaube 
daher  auch,  dafs  es  gut  sein  wird,  derartige  Ausdrücke  zu 
vermeiden.  Von  verschiedenen  (bestimmten)  Richtungen  labt 
sich  wohl  sprechen,  man  kann  seine  Richtung  ändern,  die 
Richtung  wechseln,  aber  Richtung  selbst  —  als  Qualität, 
Modalität  oder  Relation  —  bleibt  etwas  Unveränderliches. 
Nur  insofern,  als  bestimmte  Richtung  im  bestimmten  Strahle 
zur  anschaulichen  Vorstellung  wird,  kann  man  verschiedene 
Richtungen  mit  einander  in  Vergleichung  bringen.  Vielleicht 
liefse  sich  das  Verhältnis  so  ausdrücken,  dafs  man  sagte, 
Strahlen  resp.  Gerade  sind  verschieden  in  Bezug  auf  Richtung. 
Das  würde  jedenfalls  genauer  sein,  als  von  verschiedenen 
Richtungen  zu  sprechen.  Dennoch  ist  der  allgemeine  Sprach- 
gebrauch gerade  hier  sehr  dehnbar,  selbst  das  verpönte  Wort 
Richtungsunterschied  hat  gar  mannigfaltige  Analogieen  im 
gewöhnlichen  Leben,  in  denen  ebenfalls  von  einer  Quantität 
gar  keine  Rede  ist,  wenn  wir  z.  B.  vom  Farbeuunterschiede 

*)  So  wie  der  Abstand  die  unmittelbare  Relation  zweier  Puokie 
igt,  die  in  der  Strecke  znr  Anflchaunng  kommt. 
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zweier  Gegenstände  sprechen.  Selbstverständlich  wird  es  Nie- 
mandem einfallen,  hierbei  an  einen  Quantitätsnnterschied  zu 
denken.  Besser  würde  man  ja,  anstatt  Unterschied,  den 
Ausdruck  Verschiedenheit  wählen,  aber  streng  genommen 
dürfte  dadurch  wenig  gewonnen  sein.  Trotzdem  in  dem  ge- 
wählten Beispiele  von  Quantität  keine  Rede  ist,  so  spricht 
man  aber  doch  von  der  Gröfse  des  Farbennnterschiedes,  sagt, 
der  Farbenunterschied  ist  hier  grofser  als  dort,  mischt  also 
eine  quantitative  Betrachtung  in  reine  Qualitätsverhältnisse. 
Ja  es  ist  nicht  zu  leugnen,  dafs  Qualitatsverschiedenheiten  resp. 
unterschiede  mit  einander  verglichen  werden  können,  dafs  wir 
es  also  mit  einer  Art  von  6r5fsen  zu  thun  haben.  Es  Yragt 
sich  nun,  liegt  hier  dasselbe  Verhältnis  vor?  Es  würde  zu 
einem  grofsen  Irrtum  führen,  wollte  man  die  vorliegende  Frage 
mit  ihren  Analogieen  in  andern  Gebieten  identifizieren.  Wir 
müssen,  um  die  wahre  Erkenntnis  zu  erlangen,  hier  auf  den 
Grund  gehen,  der  hier  teils  in  den  reinen  Begriffen  selbst 
liegt,  teils  in  dem  Verhältnis  der  Einzelbeziehungen.  Bleiben 
wir  bei  dem  einmal  gewählten  Beispiele  stehen.  Auf  den 
ersten  Blick  könnte  es  uns  zu  falscher  Schlufsfolgerung  ver- 
leiten, zu  der  Annahme,  dafs  Richtungsunterschied  ein  logisch 
richtiger  Begriff  und  der  möglichen  Vergleichung  halber  ein 
Qaantitätsbegriff  besonderer  Art  sei  —  insofern  nämlich,  als 
überhaupt  Vergleichung  möglich. 

Der  wesentliche  unterschied,  auf  den  es  hier  ankommt^ 
ist  der,  dafs  der  Begriff  der  Richtung  ein  singulärer  ist,  der 
der  Farbe  nicht;  es  giebt  verschiedene  Arten  von  Farben,  aber 
keine"  verschiedenen  Arten  von  Richtungen.  Es  handelt  sich 
also  um  eine  ganz  andere  Sorte  von  Unterschied.  Es  liegt 
die  Versuchung  nahe,  den  Begriff  der  Lage  in  diese  Betrach- 
tungen hineinzuziehen,  dadurch  würde  aber  nichts  gewonnen 
sein,  im  Gegenteil,  dieser  neue  Begriff  würde  nur  stören.  Die 
Losung  des  Problems  liegt  darin,  dafs  Qualitätsunterschiede 
quantitativ  verglichen  werden  können,  sobald  es  verschiedene 
Arten  einer  Qualität  giebt,  dafs  dies  aber  nicht  möglich  ist, 
sobald  die  Qualität  singulär  ist. 

Es  ist  also  einleuchtend,  dafs  die  Definition  des  Winkels 
als  Richtungsunterschiedes  hinföllig  ist,  ebenso  wie  alle  mit 
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dieser  Yerwandten,  weil  bei  der  bestehenden  Singularität  des 
Ricbtungsbegriffes  der  Winkel  eine  Gröfse  ist,  also  nicht  der 
Unterschied  zweier  Nichtgrofsen  sein  kann,  die  von  einerlei 
Art  sind.  Hierin  liegt  ein  logischer  Widersprach,  der  diese 
Definition,  die  auf  den  ersten  Blick  viel  für  sich  zii  haben 
scheint,  unmöglich  macht.  Der  Winkel  ist  eine  Quantität, 
nach  dieser  Definition  aber  würden  wir  es  mit  einem  quali- 
tativen Unterschiede  in  der  eben  geschilderten  eingeschränkten 
Beziehung  zu  thun  haben,  worin  eine  logische  Unmöglich- 
keit liegt. 

Es  herrscht  übrigens  gerade  hier  eine  seltene  Einmütig- 
keit hl  der  Auffassung  resp.  Abwehr  der  vorliegenden  Defi- 
nition.^) 

Im  wesentlichen  identisch  mit  der  besprochenen  Definition 
ist  die  Euklidische  und  die  damit  verwandten.  Hoff  mann 
äufsert  sich  zu  ihr  in  seinem  Aufsatze,  Die  Prinzipien  des 
1.  Buches  von  Euklids  Elementen,  in  H.  Z.  HI,  p.  121  wie  folgt: 

„Euklid  erklärt  den  Winkel  als  Neigung  zweier  Linien 
zu  einander  und  scheint  sonach  die  Richtung  der  Schenkel 
nicht  vom  Treffpunkt  (Scheitel,  gemeins.  Drehpunkt)  aus, 
sondern  nach  dem  Tref^nnkte  hin  zu  rechnen,  indem  er 
vorher  die  Geraden  als  parallel  annimmt  und  jede  sich  um 
einen  ihrer  Punkte  drehen  läfst.  Das  Zusammentreffen  ist 
dann  Resultat  (Folge)  der  Neigung,  wobei  das  zu  einander 
auf  eine  wenn  auch  nicht  notwendig  gleichzeitige  Neigungs- 
bewegung deutet.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dafs  dann  auf 
der  entgegengesetzten  Seite  ein  Voneinanderweichen  stati- 
findet. 

Diese  Definition  leidet  an  der  bekannten  Euklidischen 
Starrheit.  Sie  erfafst  das  Winkelgebilde  in  einem  be- 
stimmten Momente  der  Erzeugung  gewissermafsen  als  er- 
starrt, nicht  im  Flusse  der  Bewegung  .  •  •  Genetisch  ist  dies 
Verfahren  nicht.  Denn  das  Kennzeichen  der  genetischen 
Methode  ist,    dafs   sie  die  räumlichen  Gebilde  nicht  wie   ein 

^)  Auch  Bürklen  sagt  1.  c.  p.  1:  ,, Gegen  die  erste  Definition  (als 
Richtnngsnnterschied)  wendet  er  mit  Recht  ein,  dafs  eine  Richtung  keine 
extensive  GrÖfse  ist,  und  dafs  zwei  Richtungen  daher  keinen  quantita- 
tiven unterschied  haben  können." 
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Gemälde  in  einem  Momente  des  Gewordenseins,  sondern 
im  Flusse  der  Bewegung  betrachtet  und  sehr  richtig  sagt 
B.  Becker  (Über  die  Methode  des  geometr.  Unterrichts. 
Frankfurt  a/M.  1845),  dafs  die  Definition  einer  Kaumgrofse 
,,durch  Angabe  der  eigentümlichen  Erzeugungs weise  das  Wesen 
der  Grofse  enthüllen  raufs"." 

Man  sollte  nach  diesen  Worten  glauben,  daCs  Ho  ff  mann 
keine  andere  Erklärung  des  Begriffes  Winkel  zulasse,  als  eine, 
die  sich  auf  den  Begriff  der  Drehung  stützt.  Und  doch  rühmt 
er  an  seiner  Definition,  dafs  sie  von  der  Drehung  yöllig  un- 
abhängig sei,  und  wählt  eine  Erklärung,  die  —  wie  ich  schon 
weiter  oben  bemerkte  —  erst  recht  an  dem  Fehler  Euklidischer 
Starrheit  leidet.  Gerade  seine  ganz  äufserliche  Definition  des 
Winkels  als  einer  Figur  geht  doch  von  dem  festen,  starren 
Gebilde  zweier  Strahlen  mit  gemeinsamem  Ausgangspunkte 
aus,  ohne  im  geringsten  von  einer  Beweglichkeit  etwas  an- 
zudeuten. 

Treffende  Bemerkungen  knüpft  er  an  seine  oben  zitierten 
Ausführungen  über  Neigung  und  Abweichung,  die  in  dem  Be- 
griffe Kichtungsunterschied  „verschmelzen'^  Aber  dafs  auch 
in  dem  letzteren  Ausdrucke  nicht  das  geringste  Moment  liegt, 
das  auf  Bewegung  deutet,  übersieht  er.^)  Was  speziell  noch 
das  Wort  „Neigung^'  betrifft,  so  mochte  ich  dagegen  noch  das 
bemerken,  dafs  es  insofern  ungünstig  gewählt  ist,  als  sein 
Wesen  demjenigen  des  Winkels  umgekehrt  proportional  ist: 
je  geringer  die  Neigung^  desto  grofser  der  Winkel;  je  grofser 
die  Neigung,  desto  kleiner  der  Winkel:  derartige  reciproke 
Verhältnisse  aufzufassen,  sollte  man  denen,  die  man  zuerst 
mit  dem  Begriffe  Winkel  vertraut  machen  will,  nicht  zumuten. 

Wenn  ich  soeben  sagte,  dafs  Ho  ff  mann  übersähe,  dafs 
in  dem  Begriffe  Kichtungsunterschied  keine  Bewegung  liege, 

')  Dafs  Richtung  kein  Gröfsenbegriff,  Bichtangsunterscliied  daher 
ein  qualitativer  Unterschied  sei,  wird  noch  besonders  bemerkt. 

Man  vergleiche  aach  Becker  in  H.  Z.  II,  p.  97:  „Als  Bichtnngs- 
nnterschied  darf  er,  ancb  davon  abgesehen,  dafs  gerade  Linien  gar  keine 
Bichtong  haben,  schon  deshalb  nicht  aufgefafst  werden,  weil  die  Rich- 
tung und  also  auch  der  Bichtnngsanterschied  gar  keine  Gröfse  ist." 

Femer:  Hoff  mann,  Studien  über  geometrische  Grandbegriffe  in 
H.  Z.  IV,  p.  103. 
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80  ist  das  nicht  ganz  genau.  Er  meint  vielmehr,  daiji  dieser 
Begriff  eine  Bewegung  involviere  und  stützt  sieh  dabei  auf 
folgende  Äufserungen  (Fresenius,  Grundlagen  eic.  S.  34 — 35): 
yjDesto  einfacher  ist  die  Definitions weise:  Winkel  ist  der 
Richtungsunierschied  zweier  Linien  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauslaufend  nur  deutlicher  die  Bewegung  involviert, 
zurückgelegter  Drehungsweg  etc."  und  (B.  Becker:  Über 
die  Methode  des  geometrischen  Unterrichts.  Frankfurt  a/M. 
1845.  S.  18):  „Wenn  man  durch  drehende  Bewegung  die 
Richtung  einer  Linie  ändert,  so  nennt  man  die  Gröfse  dieser 
Änderung,  den  Richtungsunterschied,  einen  Winkel.  Nor 
durch  die  drehende  Bewegung,  die  erforderlich  ist,  um  einen 
Schenkel  in  die  Richtung  des  andern  zu  bringen,  läCst  sich 
der  Winkel  begreifen.  An  dieser  Entstehung  des  Winkels 
muTs  man  festhalten,  darauf  alle  Sätze  über  Winkel  zurück- 
führen; und  wo  man  einen  Winkel  findet,  mufs  die  Phantasie 
zu  dem  starrgewordnen  Resultat  die  erzeugende  Drehung 
hinzudenken.'' 

Mir  will  es  scheinen,  als  wenn  diese  Zitate  gerade  gegen 
Hoffmanns  Ansicht  sprächen. 

In  einem  gewissen  Gegensatz  zu  seinen  bisher  besprochenen 
Ausführungen  scheinen  mir  übrigens  auch  die  Untersuchungen 
zu  stehen,  die  er  im  IV.  Bande  der  H.  Z.  p.  103  f.  mitteilt 
Dort  wendet  er  der  Drehung  besondere  Aufmerksamkeit  zu, 
durch  die  der  qualitative  oder  besser  modale  Richtungs- 
unterschied  in  einen  quantitativen  oder  Grofsenunterschied 
umgewandelt  werde. 

„Durch  diesen  Prozefs  der  Drehung  gelangt  man  also  aus 
dem  rein  qualitativen  Gebiet  der  Richtung  in  das  quantita- 
tive. Denn  die  Richtungsänderung  (Richtungsabweichung)  wird 
nun  zur  Gröfse  und  läfst  sich  messen  durch  die  Kreis-  oder 
Drehungsbögen  des  betrachteten  Punktes." 

Die  weiteren  Ausführungen,  die  sich  hieran  anscblielsen, 
sind  zu  ausführlich,  um  hier  zitiert  zu  werden,  ich  muCs  mit 
Nachdruck  auf  den  betreffenden  Artikel  selbst,  verweisen. 

Hiermit  will  ich  die  Besprechung  dieser  ersten  Definitions- 
weise  abschliefsen;  ich  werde  weiter  unten  bei  der  Darlegung 
meiner  eignen  Ansichten  und  bei  dem  Versuche  eine  wissen- 
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schaitlich  korrekte  und  im  Schulunterrichte  wohl  verwendbare 
Erklärung  des  Winkelbegriffs  zu  geben ,  noch  Gelegenheit 
finden,  auf  einige  wichtige  Punkte  der  Erörterung  zjirückzu- 
kommen.  Auch  die  Zitate  werden  Veranlassung  bieten,  hierher- 
gehörige Bemerkungen  anzubringen. 

2.  Der  Winkel  als  Ebenenstück. 

Diese  von  Bertrand ^)  aufgestellte,  von  Baltzerin  seinen 
Elementen  acceptierte  Definition  hat  ebenfalls  zahlreiche  An- 
bänger  gefonden. 

Ich  bemerkte  dazu  in  meinem  erwähnten  Artikel:  „Nach 
dieser  Definition  würden  alle  Winkel  unendlich  grofs,  also 
untereinander  gleich  sein/' 

Diese  Aufserung  ist  vielfach  mifs verstanden  worden,')  ja 
sie  hat  mir  einige  gerade  nicht  schmeichelhafte  Beurteilungen 
zugezogen.  So  bemerkt  Moroff  in  seinem  Programm,  das 
Winkelfeld,  Hof  1890,  p.  5:  „Ferner,  welche  unglaubliche  Be- 
hauptung läfst  der  Herr  Herausgeber,  welcher  sonst  mit  Ein- 
würfen sofort,  ja  schon  im  Voraus  bei  der  Hand  ist,  unbe- 
anstandet! Indem  nämlich  der  Herr  Verfasser  im  Verlauf 
seines  Aufsatzes  so  eine  Art  ganz  neue  Erklärung  für  den 
Winkel  giebt  und  selbstredend  die  sonstigen  Auffassungen  ver- 
wirft^ kehrt  er  sich  auch  gegen  die  namentlich  von  Baltzer 
vertretene  Richtung,  wonach  der  Winkel  ein  ebenes  Feld  dar- 
stellt; man  höre:  „Es  müMen  da  alle  Winkel  als  unendlich 
gproCse  einander  gleich  sein!  Sehr  merkwürdig;  dem  Herrn 
Verfasser  müssen  ja  alle  stetigen  Ausdehnungen  als  gleich 
grofs  gelten!  Und  hat  er  denn  als  Knabe  niemals  nach  dem 
gröfseren  Euchenausschnitt  gegriffen?  Und  hätte  er  es  nicht, 
selbst  wenn  der  Euchenrand  verdeckt  d.  h.  die  Begrenzung 
ungewifs  gewesen  wäre?'' 

Hierzu  habe  ich  Folgendes  zu  bemerken.  Warum  ich 
nach  dieser  Aufserung  alle  stetigen  Ausdehnungen  als  gleich 

')  Bertrand,  däveloppement  nouveau  de  la  partie  ^lämentaire 
des  math.  —  Gen^ve  1778. 

*)  Auch  Herr  Direktor  Thaer  äoTserte  brieflich  seine  Bedenken 
gegen  diese  Stelle,  gab  aber  nach  meinen  Erl&aterangen  sn,  dals  das 
Verhältnis  oo:oo  über  den  Horizont  der  Schaler  hinausgeht. 
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grofs  ausehen  mufs,  ist  mir  nicht  klar.  Ich  sehe  hier  keinen  Zu- 
sammenhang. Was  das  geschmackvolle  Beispiel  vom  Kuchen 
betrifft, ^so  ist  zu  bemerken,  dafs,  wenn  die  Begrenzung  ver- 
deckt wäre,  über  die  Gröfse  der  Stücke  kein  urteil  abgegeben 
werden  konnte.  Der  Winkel  ist  ja  aber  ausdrücklich  offen, 
nicht  begrenzt.  Beim  Kuchen  handelt  es  sich  um  Sektoren! 
Würde  aber  dem  Kinde  gesagt:  beide  Stücke  sind  unendlich 
grofs,  oder  in  seiner  Sprache,  welches  Stück  Du  auch  nimmst, 
Du  wirst  es  nie  aufessen  können,  so  würde  es  ihm  natürlich 
einerlei  sein,  welches  Stück  es  nimmt.  Was  hier  in  Betracht 
kommt,  ist  nicht  die  unendliche  Gröfse  an  sich,  sondern  es 
handelt  sich  um  cx) :  oo,  um  das  Verhältnis  des  unendlich 
grofsen  Ebenenausschnittes  zu  der  unendlich  grofsen  Ebene 
selbst  und  darum,  dafs  dieses  Verhältnis  einen  endlichen 
Wert  hat.  Derartige  Betrachtungen  dürften  aber  gewifs  am 
Anfang  des  geometrischen  Unterrichts  nicht  am  Platze 
sein.  Was  mich  diese  Definition  also  verwerfen  läfst,  ist  nicht 
die  Furcht  vor  dem  Unendlichen,  obgleich  es  wohl  methodisch 
richtig  sein  dürfte,  möglichst  selten  mit  diesem  Begriffe  im 
Anfangsunterrichte  zu  operieren,^)  sondern  die  feste  Über- 
zeugung, dafs  der  Umstand,  dafs  das  Verhältnis  zwischen  zwei 
unendlich  groiSsen  Grofsen  einen  endlichen,  bestimmten  Wert 
haben  kann,  kein  geeignetes  Problem  für  Quartaner  ist. 

Es  kommt  ferner  hinzu,  dafs  das  Operieren  mit  den  un- 
endlich grofsen  Winkelfeldern  zu  neuen  Schwierigkeiten  führt 
Was  soll  denn  ein  eben  in  die  Geometrie  eintretender  Ver- 
stand  mit   dem  Satze   anfangen,   dafs   die   Winkelsumme   im 


^)  Im  Gymnasiam,  IX.  Jahrgang,  Heft  Nr.  8,  findet  sich  folgende 
Besprechung  der  Mo  r  off  sehen  Abhandlung :  ,,  Behandelt  die  Lehre  Ton 
den  Winkeln  unter  Zngrandelegang  der  Definition,  dafs  dieselbe  ein 
Feld  von  unendlicher  Ausdehnung,  aber  durch  Messang  mit  der  Ebene 
vergleichbar  sei.  Ohne  daraus  Konsequenzen  für  das  XI.  Axiom  zu 
ziehen,  bringt  die  Abhandlung  eine  überraschend  einfache  Ableitung  für 
die  Winkelsumme  des  Dreiecks,  die  allerdings  auf  dem  bedenklichen 
Prinzip  beruht  oo-f'^'^^^*  Wegen  der  durch  die  Definition  dea 
Winkels  als  unendlich  grofses  Feld  benötigten  Einführung  des  Unend« 
liehen  in  die  Elemente  möchten  wir  nach  wie  vor  der  Auffassung  des 
Winkels  als  Mafs  für  die  Gröfse  der  Drehung,  welche  nötig  ist, 
um  aus  einer  Eichtung  in  eine  zweite  zu  kommen,  den  Vorzug  geben«** 
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Dreieck  einen  Flachwinkel  beträgt;  wenn  er  diesen  Flachwinkel 
mit  der  Halbebene  zu  identifizieren  genötigt  ist« 

Dafs  es  sich  hier  um  das  Verhältnis  von  oo :  oo  handelt, 
bemerkt  aach  Bürklen.^)  Er  sagt:  ^^Dies  (nämlich  mein  oben 
zitierter  Satz)  ist  eine  falsche  Ansicht,  denn  00:00  ist  be- 
kanntlich nicht  einfach  gleich  1  und  die  Auffassung  des 
Winkels  als  Ebenenstück  führt  aus  diesem  Grunde  zu  nichts 
Widersinnigem/' 

Ich  glaube  jetzt  Klarheit  geschaffen  zu  haben,  was  ich 
an  der  Definition  auszusetzen  habe  und  warum  ich  ihr  ent- 
gegentrete. 

Bürklen  sagt  übrigens  1.  c.  p.  9:  ,^s  dürfte  mit  dem 
Bisherigen^  nachgewiesen  sein,  dafs  der  Winkel  weder  an 
sich,  noch  hinsichtlich  seiner  Grofse  ohne  weiteres  auch  nicht 
definiert  werden  darf  als  „das  durch  zwei  yon  einem  Punkte 
ausgehende  Strahlen  abgegrenzte  Ebenenstück''. 

Was  ferner  noch  gegen  die  hier  behandelte  Definition 
einzuwenden  ist,  umfalst  die  folgenden  beiden  Punkte.  Es 
wird  dem  Schüler  nur  schwer,  vielfach  gar  nicht  das  Ver- 
ständnis beizubringen  sein  ftLr  den  Zusammenhang  des  un- 
endlich grofsen  Flächenstückes  mit  der  anschaulichen  endlichen 
Grolse  resp.  seine  Erkenntnis  wird  verwirrt,  wenn  er  ver- 
schieden grofse  Winkel  ansieht  und  bort,  dafs  beide  unendlich 
grofse  Stücke  der  unendlich  grofsen  Ebene  seien  und  insofern 
sich  doch  seiner  Gröfsenvergleichung  entziehen.  Die  anschau- 
liche Darstellung  der  Veränderlichkeit  eines  Winkelgebildes 
dürfte  am  besten  dazu  geeignet  sein,  uns  vor  der  Verwendung 
der  hier  besprochenen  Definition  im  Schulunterricht  zu  be- 
wahren. 

Zweitens  liegt  bei  der  bisher  üblichen  Auffassung  des 
Winkels  —  besonders,  da  meistens  gar  nicht  besonders  be- 
tont wird,  ob  wir  es  mit  einem  Raumgebilde  oder  Flächen- 
gebilde, speziell  einem  Ebenengebilde  zu  thun  haben  —  nichts 
vor,  das  a  priori  für  das  letztere  spräche. 

')  Zar  Lehre  vom  Winkel  im  Eorrespondenzblatt  für  die  Gelehrten- 
uud  Bealschnlen  1891.  —  Tübingen,  Faes. 

*)  Es  handelt  Bich  dabei  am  die  Bestimmang,  was  grofs  am  Winkel 
»ei.    ßfirklen  will  Qaantam  and  Qaaatität  scharf  geschieden  haben. 

Sohotten,  dor  planlmetr.  Unterrloht.    IL  8 
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Hoffmanu^)  au£Miri  Äeh  zu  dieser  Definition  folgender- 
mafsien;  ,J)iejen]gen,  welche  Winkel  als  Ebenenausschnitt 
definieren,  behaupten,  der  Winkel  sei  ein  Teil  der  Ebene. 
Dazu  ist  zu  entgegnen:  Insofern  Winkel  (ähnlich  wie  Dreieck) 
Form  an  einem  Ebenenteil  (dem  Geformten)  ist  und  insofern 
jeder  Raumteil;  also  auch  ein  Flächenraum  geformt  ist,  die 
Form  überhaupt  nur  an  einem  Raumgebilde  zur  Erscheinung 
kommen  kann,  insofern  kann  beim  Winkel  auch  nicht  ganz 
TOD  der  Ebene  abstrahiert  werden.  Doch  tritt  diese  Ebene 
(das  Geformte)  vor  der  Begrenzungsform  in  den  Hintergrund 
(vergl.  Holz-  und  Drahtdreieck).  Nur  die  Gröfse  des  be- 
grenzten Ebenenstückes  oder  der  Flächeninhalt  ist  dabei  gleich- 
gültig. Winkel  und  Dreieck  sind  sonach  nicht  Flächen,  son- 
dern nur  die  einem  Flächenstück  die  Form  gebenden 
(dasselbe  gestaltenden)  Liniengebilde,  der  Winkel  ein  offenes, 
das  Dreieck  ein  geschlossenes.^' 

3.  Der  Winkel  als  Drehungsgrofse. 

Bei  dieser  Definition  hatte  Tch  mich  in  meinem  mehrfach 
erwähnten  Artikel  gegen  den  Ausdruck  „der  Winkel  ist  die 
Gröfse  der  Drehung''  gewendet,  indem  ich  anerkannte,  dafs 
das  Wesentliche  für  den  Begriff  Winkel,  das  Moment  der 
Drehung,  hier  zur  notwendigen  Geltung  gelange.  Ich  schlug 
dann  folgende  Definition  für  den  Winkel  vor: 

„Gehen  Ton  einem  Punkte  zwei  Strahlen  aus,  so 
ist  der  durch  die  beiden  Strahlen  gebildete  Winkel 
das  Mafs  der  stetigen  Drehung,  durch  die  der  eine 
Strahl  in  die  Lage  des  andern  gebracht  wird,  ohne 
aus  der  durch  die  Strahlen  bestimmten  Ebene  heraus- 
zugehen,*) oder  kurz: 

Der  Winkel  Ist  das  Mafs  der  Drehung/^ 

')  H.  Z.  m,  p.  128.  —  (Man  vergL  auch  H.  Z.  XVI,  p.  340.) 
*)  M.  Simon  bemerkt  hiersn  in  einem  an  mich  gerichteten  Briefe: 
,,Ihr  gesperrt  gedruckter  Satz  ist  unanfechtbar,  leider  ist  er  keine  Defi- 
nition des  Winkels.  Der  Satz  lehrt  nur  Drehungen  mittelst  der  Winkel 
vergleichen  und  setzt  somit  den  Winkel  schon  als  bekannt  voraus ,  ge- 
rade 80,  wie  wenn  Sie  sagen,  diese  Strecke  hat  die  Länge  3  m,  Sie 
voraussetzen  das  Meter  wäre  bekannt.    M.  £.  giebt  es  fdr  den  Winkel 
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Diese  Definition  iät  von  verschiedenen  Seiten  angenommen 
und  findet  sich  in  einigen  neueren  Lehrbüchern  (vergL  oben 
die  Fufsnote  zu  Moroffs  Abhandlung);  ich  kann  ferner  be- 
stätigen, dafs  man  im  unterrichte  gut  damit  auskommt. 

Selbstverständlich  sind  aber  auch  mehr  oder  weniger  ent- 
schiedene Gegner  dagegen  aufgetreten.  So  finden  sich  in 
Hoffmanns  Zeitschrift  selbst  wieder  einige  Artikel,  auf  die  ich 
hier  noch  eingehen  mufs. 

Hoff  mann  selbst  widmet  meiner  Abhandlung  eine  Be- 
sprechung im  XX.  Bande  von  H.  Z.  p.  581 — 83.  Er  sagt  dort: 
^Wir  glauben,  dafs  diese  Definition  schon  deshalb  nicht  zu 
halten  ist,  sondern  fallen  mufs,  weil  sie  einen  Begriff  der 
Mechanik  (Drehung)  hereinzieht  und  demgemäfs  ihr  Inhalt 
wesentlich  mechanischer  Natur  ist.  Denn  Drehung  ist  eine 
Art  von  Bewegung.  Zwar  ist  ja  die  Bewegung  ein  Element, 
das  besonders  in  der  neueren  Geometrie  eine  Rolle  spielt, 
aber  doch  nur  als  Unterstützung  zu  dem  Zwecke  herbeigezogen 
wird,  um  . . .  der  Anschauung  zu  Hülfe  zu  kommen;  aber  dieses 
Hülfselement  (Bewegung)  ist  nicht  wesentlich  für  die  Be- 
griffsbestimmungen der  Liniengebilde.  Einen  Winkel  kann 
man  auch  begreifen,  wenn  man  von  der  Bewegung  (seiner 
Schenkel)  absieht  und  ihn  als  fest  geworden  (erstarrt)  be- 
trachtet/' 

Dem  gegenüber  zitiere  ich  folgende  Worte  von  Hoff- 
mann  selbst  in  H«  Z.  UI,  p.  121: 


keine  andere  Befinition  als  diese:  Der  Winkel  ist  die  Grenze  (der  Orenz* 
abschloTs)  des  Kreissektors  bei  über  jedes  Mafs  wachsendem  Radius, 
wobei  per  faypoth.  angenommen  wird,  dafs  der  Winkel  sich  zur  Ebene 
verhalte,  wie  sein  Sektor  zum  Kreis.  Da  nach  dem  allgemeinen  Prinzip 
gleiche  Ursachen  gleiche  Wirkungen  haben,  zu  gleichen  Sektoren  gleiche 
Winkel  gehören  und  zu  ungleichen  Sektoren  in  derselben  Weise  un- 
gleiche Winkel,  so  ist  Ihre  Definition  als  Satz  bewiesen/* 

Von  anderer  geschätzter  Seite  werde  ich  darauf  aufmerksam  ge- 
macht, dab  es  sich  empfehlen  dfirfte,  die  Definition  so  zu  fassen: 

„Gehen  von  einem  Punkte  zwei  Strahlen  aus,  so  wird  das 
Mafs  der  stetigen  Drehung,  durch  die  der  eine  Strahl  in  die 
Lage  des  andern  gebracht  wird,  ohne  aus  der  durch  die 
Strahlen  bestimmten  Ebene  herauszugehen,  als  der  durch 
die  beiden  Strahlen  gebildete  Winkel  bezeichnet." 

8* 
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y,Diese  Definition  (die  Euklidische)  leidet  an  der  bekannten 
EaklidiBchen  Starrheit.  Sie  erfalst  das  Winkelgebilde  in 
einem  bestimmten  Momente  der  Erzeugung  gewissermafsen  als 
erstarrt,  nicht  im  Flusse  der  Bewegung.  Daher  bleibt  nun 
auch  der  Umfang  des  Begriffes  unvollständig^  denn . . .  Gene- 
tisch ist  dies  Verfahren  nicht  Denn  das  Eexmzeichen  der 
genetischen  Methode  ist^  dafs  sie  die  räumlichen  Gebilde  nicht 
wie  ein  Gemälde  in  einem  Momente  des  Gewordenseins, 
sondern  im  Flusse  der  Bewegung  betrachtet  und  sehr 
richtig  sagt  B.  Becker^  dafs  die  Definition  einer  Raumgröfse 
yydurch  Angabe  der  eigentümlichen  Erzeugungs weise  das  Wesen 
der  Gröfse  enthüllen  mufs**." 

Man  vergleiche  übrigens  auch  meine  Ausführungen  zu 
Hoffmanns  Arbeiten  am  Anfang  dieses  Kapitels. 

Hoffmann  fährt  dann  fort,  p.  582: 

,, Wollte  man  aber  auch  die  Drehung  als  das  Wesentliche 
für  den  Winkelbegriff  gelten  lassen,  so  wäre  doch  nicht  ein- 
zusehen, wie  dadurch,  dafs  man  Mafs  der  Drehung  statt 
Grofse  der  Drehung  setzt,  etwas  gewonnen  oder  ge- 
bessert wäre. 

Was  ist  denn  ein  Mafs?  Eine  bestimmte  Gröfse,  mit 
der  man  eine  andere  gleichartige  miCst  oder  messen  kann. 
Als  Mafs  kann  aber  jede  Grofse  angenommen  werden  .  .  . 
Dann  aber  ist  Mafs  nichts  weiter  als  Grofse.  Mafs  und  Grofse 
sind  identisch,  und  ob  man  sagt  Mafs  der  Drehung  oder 
Gröfse  der  Drehung  ist  gleichgültig.'^ 

Diese  Ausführungen  mufs  ich  entschieden  bestreiten.  Mafs 
und  Gröfse  sind  durchaus  nicht  identisch.  Nor  das  ist  richtig, 
dafs  das  Mals  mit  dem,  was  es  miiisit,  gleichartig  ist;  darin 
sehe  ich  aber  gerade  den  Vorzug  meiner  Definition;  sie  deckt 
das  wahre  Wesen  des  Winkelbegriffs  auf;  indem  sie  Winkel 
mit  Drehung  als  gleichartig  nachweist  und  auf  den  engen  Zu- 
sammenhang zwischen  Winkel  und  Drehung  hinweist.  Hoff- 
mann  hält  an  seiner  Erklärung  des  Winkels  als  eines  offenen, 
formgebenden  Liniengebildes  fest. 

Auch  im  Bd.  XXI  der  H.  Z.  kommt  der  Herausgeber  noch 
einmal  auf  unser  Thema  zurück  in  einem  Artikel  „Neues  zur 
Lehre  vom  Winkel"  p.  249—260,  in  dem  er  zuerst  die  Frage 
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erörtert,  ,ywelche  Merkmale  sind  für  die  Bestimmung 
des  Begriffs  Winkel  wesentlich  und  also  notwendig 
und  welche  sind  nebensächlich?"  Er  geht  auch  hier 
von  der  figürlichen  Erklärung  aus  und  führt  die  Untersuchung 
zurück  auf  die  wesentlichen  Eigenschaften  der  Geraden: 
Lage  (Stellung),  Sichtung,  Grölse.  Von  diesen  sei  für  den 
Winkelbegriff  wesentlich,  also  notwendig  vor  allem  die  Lage. 
Daraus  folge,  dafs  —  weil  Parallele  keinen  Winkel  bilden 
können  —  das  Wesen,  die  Wurzel  des  Winkelgebildes  in 
der  Neigung  der  beiden  Geraden  liege.  Neigung  und  Lage 
seien  beide  yeränderlich.  „Dagegen  kann  die  Neigung  einer 
Geraden  (gegen  eine  andere)  nur  durch  den  Bewegungsprozefs 
der  Drehung  sich  ändern/^ 

„In  dieser  Möglichkeit  der  Neigungsänderung  liegt  aber 
die  Quelle  oder  Wurzel  der  Gröfsenänderung  des  Winkel- 
Gebildes  d.  i.  sein  Wachsen  und  Abnehmen.  Somit  ist  auch 
für  diese  Gröfsenänderung  die  Neigung  das  Wesentliche/'^) 

Ich  meine,  hier  hätte  man  nach  dem  Vorhergehenden  zu 
der  Schlufsfolgerung  gelangen  müssen,  dafs  das  Wesentliche 
des  Winkels  und  seiner  Änderung  in  der  Drehung  liege,  da 
auf  sie  ja  wieder  nach  den  eben  zitierten  Worten  die  Neigung 
zurückgeht.  Hätte  Hoff  mann  diese  sich  mit  unbezwinglicher 
Gewalt  aufdrängende  Eonsequenz  gezogen,  so  wäre  er  genau 
zu  demselben  Resultat  gekommen,  wie  ich  bei  meinen  Unter- 
suchungen; aber  er  hat  sich  mit  sehenden  Augen  von  dieser 
Konsequenz  weggewendet.  Er  schliefst  diese  Betrachtungen 
mit  den  Worten: 

„Wir  haben  jetzt  alles,  was  am  Winkelgebilde  wesent- 
lich ist,  nämlich  zwei  Gerade  und  die  Eigenschaft  des  Ge- 
neigtseins derselben,  die  aus  ihrer  Lage  entspringt.'^ 

Dafs  hierbei  der  Begriff  der  Ebene  vorausgesetzt  wird, 
darauf  möchte  ich  hier  nur  beiläufig  hinweisen. 

Der  weitere  Teil   dieses  Artikels  rekapituliert  des  Ver- 


')  Weiter  unten  p.  254  heifst  es:  ,,Die  Gröfsen&nderang  d.  i.  das 
Wachsen  und  Abnehmen  des  Winkels  gehört  aber  ebenso  wenig  zum 
Wesen  des  Winkels,  als  .  .  ." 

Mir  scheint,  als  wenn  diese  beiden  Äufscrungen  sich  diametral 
gegenü  berst&nden. 
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fassers  Ansichten  über  die  Richtung.  (Man  vergleiche  Kapitel  I 
dieses  Bandes.)  Das  Resultat  ist,  dafs  die  Definition  des  Winkels 
als  Ricbtungsunterschiedes  verworfen  wird;  aber  anch  meine 
Definition  wird  verworfen,  da  sie  die  Ursache  (Drehung)  statt 
der  Wirkung  oder  des  Resultates  (Winkelgebilde)  nehme.  Wo 
bleibt  aber  dann  der  „Flufs  der  Bewegung'^? 

Da  auch  die  dritte  Eigenschaft  der  Geraden ,  die  Lange, 
aulser  Betracht  bleibt,  so  sei  also  für  das  Wesen  des  Winkel- 
gebildes einzig  und  allein  die  Neigung  wesentlich.  Es 
wird  aber  nachträglich  zugegeben,  dafs  die  hierauf  gegründete 
Definition:  ,,Der  Winkel  ist  ein  Liniengebilde,  bestehend  aus 
zwei  zu  einander  geneigten  Geraden,  die  bis  zum  Treffpunkt 
verlängert,  also  von  diesem  einseitig  begrenzt  sind,^'  „in  einem 
Punkte  eine  gewisse  Leere  zurücklasse.^ 

Wäre  das  möglich,  wenn  die  Definition  wirklich  alles 
Wesentliche  enthielte? 

Der  zweite  Teil  des  Artikels  ist  betitelt:  „Zur  Ent- 
stehung des  Winkels  aus  der  parallelen  Lage  zweier 
Geraden.  Die  Begriffe  „Neigung**  und  „Abweichung** 
als  Wechselbegriffe.*' 

Hier  finden  sich  recht  wohl  brauchbare  Untersuchungen 
zur  Verdeutlichung  der  früher  angestellten  Betrachtungen,  für 
die  eigentliche  Definition  des  Winkels  sind  sie  dagegen  ohne 
Bedeutung. 

Schliefslich  bringt  Bd.  XXII  der  H.  Z.  noch  zwei  hierher- 
gehörige Abhandlungen. 

Die  „Zur  Definition  des  Winkels**  betitelte  von  Gerlach, 
p.  1 — 9,  geht  davon  aus,  dafs  „man  sich  etwas  vorstellen  nnd 
auch  etwas  denken  könne.*' 

Im  ersteren  Falle  geht  man  von  der  reinen  Figur  einer 
gebrochenen  Linie  aus,  die  die  Vorstellungen  von  einem  sich 
öffnenden  Gebilde,  von  einem  Ebenenausschnitt  oder  Sektor, 
vom  Richtungsunterschiede  zweier  Strahlen,  von  einer  mög- 
lichen Drehung  hervorruft.  „Der  Träger  dieses  Komplexes  von 
Vorstellungen  heifst  Winkel.** 

Hierbei  sei  aber  noch  Wesentliches  mit  Unwesentlichem 
vermengt.     Diesem  „ursprünglichen**  Winkel  wird  der  „mathe- 
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matische''  gegenübergestellt,  mit  dem  die  Ranmlehre  operiert, 
,,der  also  notwendig  eine  Grofse  oder  Zahl  isf 

Die  Untersnchung  nimmt  folgenden  Gang. 

„l.    Der  mathematische  Winkel  als  anbenannte  Zahl/' 

Hier  handelt  es  sieh  nur  um  Gröfsenyergleichnng,  um 
Relationen.  Der  ursprüngliche  Winkel  gilt  als  gegebne  Vor- 
stellung.   Es  ergiebt  sich  die  Definition: 

yyünter  dem  Winkel,  den  eine  gebrocbne  Linie  darstellt, 
versteht  man  die  relative  Grofse  des  zugehörigen  Sektors.'^ 

,,IL    Der  mathematische  Winkel  als  Grofse/' 

Hier  lautet  die  Definition: 

,,Die  gebrocbne  Linie  im  Sinne  eines  Tragers,  als  eine 
dem  Sektor  proportionale  Grofse  gedacht,  heifst  ein  mathe- 
matischer Winkel.^ 

Auch  hier  gilt  der  ursprüngliche  Winkel  als  gegebene 
Vorstellung. 

Die  beiden  Definitionen  werden  als  wesentlich  identische 
bezeichnet,  jedoch  der  zweiten  Fassung  der  Vorzug  gegeben, 
weil  f&r  den  Schüler  diese  Vorstellung  leichter  sei.  Der 
Winkel,  so  definiert^  stelle  sich  dann  als  eine  blolse  Verhältnis- 
zabl  dar;  der  ursprüngliche  Winkel  bleibe  dabei  ganz  aus  dem 
Spiele  und  eine  Einigung  in  der  Winkeldefinition  sei  damit 
erreicht. 

,JIL    Der  ursprüngliche  Winkel.'* 

Während  die  wissenschaftliche  Baumlehre  den  ursprüng- 
lichen Winkel  als  gegebene  Vorstellung  ruhig  hinnimmt,  aus 
dem  Bereich  ihrer  Untersuchungen  ausschliefsl^  darf  die  Schule 
ihn  nicht  als  gegebne  Vorstellung  voraussetzen. 

In  ihm  vereinigt  sich,  wie  schon  oben  dargelegt,  ein 
Komplex  von  Vorstellungen. 

Aus  diesem  Komplex  werden  als  unwesentlich  vor  allem 
ausgeschieden  die  Drehung,  dann  der  Bichtungsunterschied, 
dann  der  BegrifiP  des  Sektors,  so  dafs  „schliefslich  die  ur- 
sprüngliche Erklärung  des  Winkels  als  eines  sich  öffnenden 
Gebildes  die  zutreffendste  bleibt'' 

Dafs  wir  mit  dem  Verfasser  nicht  übereinstimmen  in  dem 
Endresultat,  braucht  nicht  besonders  erwähnt  zu  werden:  auch 
wird   es  überflüssig  sein  nochmals   un^^ere  Gründe  gegen  das 
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gewonnene  Resultat  vorzuführen.  Jedoch  schien  nns  die  Ab> 
handlung  wichtig  genug,  um  in  ihren  wesentlichen  Grundzügen 
mitgeteilt  zu  werden,  obwohl  wir  auf  dem  entgegengesetzten 
Standpunkte  stehen  und  vor  allem  eine  das  Wesen  des  Winkels 
(und  zwar  des  von  Gerlach  ^^als  ursprünglicher  Winkel'  be- 
zeichneten Winkels)  treffende  Erklärung  herbeizuführen  für 
notig  halten. 

Der  andere  erwähnte  Artikel  findet  sich  unter  derselben 
Überschrift  p.  13.  Der  Verfasser  Schmitz  spricht  sich  ent- 
schieden gegen  die  Definition  des  Winkels  als  Ebenenaas- 
Schnittes  aus,  hält  für  Anfönger  Bichtungsunterschied 
am  geeignetsten  und  will  dies  später  dahin  erweitern,  dafs  er 
sagt:  ,,Da8  Mafs  für  den  Richtungsunterschied  heilst  Winkel.^' 

Es  erübrigt  nun  noch,  nochmals  auf  meine  früher  aufge- 
stellte Definition  zurückzukommen  und  zu  versuchen,  sie  durch 
einige  weitere  Betrachtungen  sicherzustellen. 

Der  Haupteinwurf,  der  dagegen  erhoben  worden  ist,  ist 
der,  dafs  in  die  reine  Geometrie  ein  fremdes  Element,  etwas 
Mechanisches,  eingemengt  werde,  das  geeignet  sei,  die  Auf- 
fassung zu  trüben.  Dem  gegenüber  mufs  ich  vor  allem  be- 
merken, dafs  ich  mir  eine  fruchtbare  Behandlungs^eise,  ja 
eine  lebendige  Anschauung  geometrischer  Gebilde  ohne  Be- 
wegung überhaupt  nicht  vorstellen  kann.  Es  kommt  aber 
ferner  in  Betracht,  dafs  die  psychische  Verarbeitung  oder  Er- 
arbeitung der  geometrischen  Grundbegriffe  —  abgesehen  von 
den  ersten  Elementen,  gewissermafsen  dem  Urstoff  —  ohne 
Bewegung  nicht  denkbar  ist.  Jede  psychische  Erfassung  zweier 
von  einander  getrennten  Gebilde  resp.  des  Zusammenhangs 
zweier  verschiednen  Gebilde  erfordert  Bewegung:  nicht  mecha- 
nische der  Gebilde,  sondern  psychische  des  betrachtenden  Sub- 
jekts, die  wir  allerdings  in  die  Gegenstände  selbst  verlegt  uns 
denken  können. 

So  resultierte  aus  der  unmittelbaren  Auf&ssung  zweier 
Punkte  in  ihrer  gegenseitigen  Relation  der  Begriff  der  Strecke 
und  des  Strahles,  indem  das  betrachtende  Subjekt  seine  Auf- 
merksamkeit von  dem  einen  auf  das  andere  Element  —  hier 
die  beiden  Punkte  —  hinlenkt  d.  h.  eine  Bewegung,  allerdings 
rein  geistig  vollzieht. 
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Mir  will  es  nun  scheinen,  als  wenn  wir  am  tiefsten  in 
das  Wesen  des  WinkelbegriiSs  eindrängen,  wenn  wir  hier  ganz 
analog  verfahren,  wie  bei  der  Betrachtung  zweier  diskreten 
Punkte. 

Indem  wir  die  beiden  Ton  einem  Punkte  ausgehenden 
Strahlen  betrachten,  bieten  sich  uns  ebenso  wie  bei  der  Be- 
trachtung der  beiden  Punkte  zwei  unmittelbare  Relationen: 
Abstand  und  Richtung.  Nur  handelt  es  sich  hier  um  wesentlich 
andre  Prädikate  wie  dort.  Dort  Richtung  von  einem  Punkte 
nach  dem  andern,  die  im  Strahle  zur  Anschauung  kommt, 
dem  Bilde  der  geradlinigen  Bewegung,  hier  Drehungsrichtung 
▼on  dem  einen  Strahle  nach  dem  andern,  die  in  der  Ebene 
zur  Anschauung  kommt:  dort  Abstand  zweier  Punkte,  der 
durch  die  Strecke  zur  Anschauung  kommt  —  die  Strecke  das 
Mab  für  den  Abstand  oder  ftlr  die  geradlinige  Bewegung  — , 
hier  der  Drehungsabstand  zweier  Strahlen,  der  im  Winkel  zur 
Anschauung  kommt  —  der  Winkel  das  Mafs  für  den  Drehungs- 
abstand oder  für  die  drehende  Bewegung.  Wie  also  die  Strecke 
als  das  Bild  des  Abstandes,  die  anschauliche  Darstellung  oder 
Vorstellung  des  Abstandes  bezeichnet  werden  kann,  so  ist  der 
Winkel  das  Bild  des  Drehungsabstandes,  die  anschauliche  Vor- 
stellung desselben.  Insofern  gehört  zum  Winkel  die  von  dem 
einen  Strahl  bei  seiner  kürzesten  Bewegung  nach  dem  andern 
erzeugte  Fläche. 

Dringen  wir  in  die  Betrachtung  völlig  ein,  so  handelt  es 
sich  in  Wirklichkeit  nicht  um  eine  Bewegung  der  Strahlen, 
sondern  um  die  psychische  Bewegung  beim  Übergang  von  dem 
einen  Strahl  zum  andern,  bei  der  Erfassung  der  beiden  der 
Betrachtung  sich  darbietenden  Elemente,  wie  ich  schon  weiter 
oben  bemerkte.  Es  ist  aber  zulässig  und  ändert  an  dem  Wesen 
der  Untersuchung  nichts,  wenn  wir  die  im  betrachtenden  Sub- 
jekte vorgehende  rein  psychische  Bewegung  auf  die  Gegen- 
stände selbst  übertragen,  sie  so  in  eine  mechanische  ver- 
wandeln. 

Damit  ist  die  unbedingte  Zusammengehörigkeit  von  Winkel 
und  Drehungsabstand,  zugleich  aber  auch  die  Ebenheit  des 
Winkels  —  wenn  ich  mich  so  ausdrücken  darf  —  sicher  gestellt. 

Denn  ebenso  wie  es  von  einem  Punkte  zu  einem  anderq 
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nnendlicli  viele  Wege  giebt,  unter  denen  der  geradlinige,  der 
in  der  Strecke  zur  Anschauung  kommt^  als  der  kürzeste  den 
Begriff  des  Abstandes  der  beiden  Punkte  als  der  unmittelbaren 
Relation  derselben  veranschaulicht:  so  giebt  es  -unendlich  viele 
Wege^  wie  der  eine  Strahl  in  die  Lage  des  andern  gebraclit 
werden  kann^  unter  denen  der  ebenflächige,  der  im  Winkel  zur 
Anschauung  kommt,  als  der  kürzeste  den  Begriff  des  Drehungs- 
abstandes  der  beiden  Strahlen  als  der  unmittelbaren  Relation 
derselben  veranschaulicht. 

Strecke  und  Winkel  sind  völlig  analoge  geometrische 
Elemente:  das  eine  der  Ausdruck  der  geradlinigen  Bewegung, 
das  andere  derjenige  der  drehenden. 

Darin  liegt  das  Wesen  des  Winkels  und  deshalb  ist  es 
psychologisch  völlig  korrekt  ihn  als  das  Mafs  der  Drehung 
zu  definieren. 

Was  mir  übrigens  diese  Erklärung  noch  besonders  aus- 
zuzeichnen scheint,  ist  Folgendes.  Wenden  wir  auch  hier  das 
Gesetz  an,  dafs  die  Erfassung  zweier  diskreten  Gegenstande 
der  Anschauung  mit  einem  Minimum  von  psychischer  Arbeit 
erledigt  wird^  so  haben  wir  zunächst  hierin  wieder  auch  die 
Identität  von  Drehungsrichtung  und  Drehungsabstand,  wie  wir 
früher  für  Richtung  und  Abstand  dies  als  den  gemeinsamen 
Quell  erkannten,  das  charakteristische  Kennzeichen  für  ihren 
engen  Zusammenhang.  Dann  aber  ist  hiermit  sofort  festgesetzt, 
dafs  wir  unter  dem  Winkel  zweier  Strahlen  ganz  unzweideutig 
den  spitzen  Winkel  zu  verstehen  haben  ^)  —  dafs  erst  durch 
besondere  Bestimmung  eine  andere  Auffassung  freigelassen 
resp.  angeordnet  wird. 

Die  Analogie  zwischen  Strecke  und  Winkel  läfst  sich  aber 
noch  weiter  verfolgen.  Wie  dort^  so  haben  wir  auch  hier  beim 
Winkel  zwei  Drehungsrichtungen,  während  der  Abstand,  wie- 
derum wie  dorty  nur  einer  ist.  (Man  vergleiche  hierzu  die 
Ausführungen  Simonis  über  diesen  Punkt  (p.  11  seiner  Pro- 


')  Hierdurch  wird  auch  das  Bedenken  gehoben,  das  Bürklen  in 
seiner  mehrerwähnten  Abhandlung  änfsert:  „Wer  die  Winkelgröfse  mit 
Hülfe  der  Drehung  erklären  wollte,  der  müfste  zunächst  nach  einem 
Mittel  suchen,  um  die  zwei  Drehungen,  durch  die  ein  Strahl  in  die  Lage 
des  andern  gebracht  werden  kann,  auseinander  zu  halten." 
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grammabliandlung) ,  ^)  die  sich  direkt  auf  die  hier  angestellten 
Betrachtungen  übertragen  lassen.) 

Nirgends  stofsen  wir  bei  dieser  Vergleichung  von  Strecke 
und  Winkel  auf  etwas,  das  uns  die  Wahl  des  Ausgangs- 
punktes oder  die  Verfolgung  des  eingeschlagenen  Weges  als 
falsch  erscheinen  liefse,  im  Gegenteil  Schritt  für  Schritt  be- 
stärken uns  neue  Analogieen  in  der  Überzeugung,  dafs  wir  in 
den  angestellten  Untersuchungen  das  wahre  Wesen  des  Winkel- 
begriffes erfa&t  haben. 

So  konnte  man  auch  noch  erwähnen,  dals  nach  unsern 
Untersuchungen  die  Strecke  sich  zur  unendlichen  Geraden  ver- 
hält, wie  der  Winkel  zur  unendlichen  Ebenenmannigfaltigkeit,  ^) 
wobei  allerdings  darauf  zu  achten  ist,  dafs  diese  unendlichen 
Ebenen  sämtlich  nur  in  einer  Ebene  liegen.  Dadurch  dafs  der 
Strahl  bei  der  Drehung  immer  wieder  seine  Anfangslage  pas- 
siert, haben  wir  hier  eine  natürliche  Mafseinheit,  die  soge- 
nannte volle  Umdrehung,  während  uns  diese  bei  der  Strecke 
fehlt«) 

Wie  für  zwei  Punkte  der  Abstand  existiert,  auch  ohne 
Strecke,  durch  diese  aber  in  Anschauung  tritt,  so  auch  bei 
den  Strahlen  der  Drehungsabstand,  ohne  im  Winkel  veran- 
schaulicht zu  werden.  Hier  zeigt  sich  nun  bei  der  Behandlung 
dieser  beiden  analogen  Gebilde  eine  völlig  verschiedene  Be- 
handlung. Während  wir  die  Strecken  auch  dem  Auge  sichtbar 
zeichnen,  unterbleibt  das  Zeichnen  des  Winkels.  Wir  müfsten 
entsprechend  dem  Ziehen  einer  Strecke  mittelst  einer  abför- 
benden  Spitze  den  Winkel  darstellen  durch  Drehen  eines  ab- 
färbenden Strahles.  Was  uns  veranlafst  davon  abzusehen,  ist 
wohl  einmal  der  Umstand,  dafs  wir  immer  nur  einen  Teil  des 


^)  Seite  41  dieses  Bandes. 

")  Nicht  etwa  Strecke  :  Gerade  =  Winkel  :  Ebene. 

')  Schotten  in  H.  Z.  XX,  p.  499:  „Legen  wir  die  in  einer  Ebene 
stetig  verlaofende  Drehnng  —  statt  dessen  würden  wir  jetzt  besser 
sagen,  die  eine  Ebene  konstitnierende,  erzengende  Drehnng  — ,  die  ein 
Strahl  nm  seinen  Anfangspunkt  als  Drehpunkt  ausführen  mnfs,  um  in 
seine  Anfimgslage  zu  gelangen,  als  Mafseinheit  zu  Ghmnde,  so  giebt  ein 
gegebener  beliebiger  Winkel  an,  wieviel  von  dieser  Drehung  im  be- 
trachteten Falle  ausgeführt  werden  soll,  ist  also  das  Mafs  der  Drehung.** 


l 
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Winkels  so  vor  Augen  führen  können,  dann  aber  auch  der, 
dafs  die  Zeichenfläche  einen  Ersatz  bietet. 

Als  gutes  Veranschaulichungsmittel  liefse  sich  vielleicht 
ein  Fächer  benutzeu. 

H  au  f  f ,  LehrbegrifiPder  reinen  Mathematik.  —  Frankfurt  a/M. 
1803. 

p.  81:  ,;Wenn  in  einer  Ebene  von  einem  und  demselben 
Punkte  zwei  verschiedene  Linien  ausgehen,  so  nennt  man  die 
Abweichung  der  Richtungen  dieser  beiden  Linien  von  einander 
einen  ebenen  Winkel.***) 

„Gleiche  Winkel  decken  einander/' 


Schweins,  System  der  Geometrie.  —  Gottingen  1808. 

p.  6:  „Die  Neigung  zweier  sich  durchschneidenden  Geraden 
nennen  wir  Winkel,  denen  Grofse  . . .  von  der  Neigung  selbst 
abhängt-,  denn  Winkel  und  Neigung  sind  eins  und  dasselbe/'^) 


Bertrand,  Elemens  de  Geometrie.  —  Paris  1812. 

p.  4:  „Deux  droites  AB,  CD,  qui  se  coupent  sur  un  plan, 
en  fönt  quatre  parts  ASD,  DSB,  BSC,  CSA,  qui  sont  des 
angles:  un  angle  est  donc  une  partie  du  plan  teile,  qu'elle  a 
pour  limite  deux  droites  qui  se  recontrent  et  se  terminent  ä 
leur  point  de  rencontre  . . .  sa  grandeur  est  la  grandeur  meme 
de  la  portion  de  plan  qui  est  limitee  par  ses  jambes.     Mais 

')  Es  iat  bei  dieser  Definition  hervorzuheben,  dafs  eine  genaae 
Bezeichnnngsweise  frfiher  nicht  beliebt  war.  Unter  Linien  Bind  hier 
natürlich  Gerade  zn  verstehen.  Der  Winkel  wird  als  ein  (rebilde  der 
Ebene,  nicht  als  konstitaierendes  Element  der  Ebene  angesehen.  Der 
Aasdrnck  „ebener  Winkel**  läfst  vermuten,  dals  der  VeiÜEisser  noch  eine 
weitere  Anffassang  des  WinkelbegrifEs  für  möglich  hält  resp.  voraus- 
setzt, ohne  näher  darauf  einzugehen. 

*)  Schweins  steht  also  vollständig  auf  dem  Euklidischen  Stand* 
punkte  bei  dieser  Erklämng.  Wir  haben  auseinandergesetzt,  warum  uns 
gerade  der  Ausdruck  Neigung  bedenklich  erscheint,  abgesehen  von  den 
Einwürfen,  die  im  übrigen  gegen  diese  oder  eine  verwandte  Definition 
sprechen. 
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comme  celles-ci  limitent  aussi  bien  la  grande  que  la  petite  des 
deux  parts  qu'elles  fönt  du  plan,  Ton  est  convena,  pour  eviter 
les  m^priseSy  que  oe  qui  se  dirait  d'un  angle,  s'entendrait  de  la 
plus  petite  de  ces  deux  parts,  ä  moins  que  celui  qui  parle  ne 
le  rapportat  expressement  ä  la  plus  grande/'^). 


B^zout,  Cours  des  Math^matiques.  —  Paris  1812. 

p.  6:  y,Deux  lignes  ABy  AC,  qui  re  rencontrent,  peuvent 
former  entre  elles  une  Ouvertüre  plus  ou  moins  grande. 

Cetie  Ouvertüre  BAC  est  ce  qu'on  appelle  un  angle. 

Pour  se  former  une  idee  exacte  d'un  angle,  il  faut  concevoir 
que  la  ligne  droite  AB  ^iait  d'abord  couchee  sur  ACy  et  qu'on 
Ta  fait  toumu  sur  le  point  A  (comme  une  brauche  de  compas 
sur  sa  charni^re),  pour  Tamener  dans  la  position  AB  qu'elle 
a  actuellement  La  quantitä  dont  AB  a  tourn^,  est  pr^cise- 
ment  ce  qu'on  appelle  un  angle.''') 

')  Hier  begegnen  wir  also  zum  erstenmal  einer  Definition,  die  von 
der  Euklidischen  abweicht.  Dafs  sie  viele  Anhänger  gefunden,  ist 
schon  im  Texte  erw&hnt.  Es  -verdient  hier  erwähnt  zu  werden,  was 
Bürklen  in  seiner  Abhandlang  über  den  Winkel  sag^:  „Ordnet  man 
femer  jene  45  Definitionen  Schottens  chronologisch,  so  zeigt  sich, 
dafs  die  ältesten,  wie  das  im  vorigen  Jahrhundert  und  am  Anfange  des 
laufenden  allgemein  bei  der  Behandlang  der  Elementargeometrie  der 
Fall  war,  sich  nach  Euklid  richten.  Dann  tritt  unter  dem  Einfinsse 
der  projekti vischen  Geometrie  und  der  neueren  Mathematik  überhaupt, 
in  der  Mehrzahl  der  Fälle  zuerst  die  Richtung,  sjAter  die  Drehung  in 
die  Definition  ein,  indem  man  zuletzt  auch  hier  das  Werdende  an  die 
Stelle  des  Seienden  zu  setzen  bestrebt  war/' 

„Zeigt  sich  also  einerseits,  dafs  entsprechend  der  Entwicklung  der 
Wissenschaft  stets  neue  Auffiassungen  in  einen  Begriff  hineingetragen 
werden  können,  so  folgt  auch,  dafs  es  ein  nutzloses  Bestreben  ist,  eine 
Definition  aufstellen  zu  wollen,  die  fClr  alle  Zeiten  das  Wesen  des  Be- 
gnSes  erschöpft." 

Diesem  Gedanken  kann  ich  nicht  völlig  beipflichten,  obwohl  es 
nicht  zu  leugnen  ist,  daJa  er  eine  grolse  Wahrheit  enthält,  nämlich  die, 
dafs  in  der  Definition  der  Begriffe  ein  Flufs  der  Bewegung  sich  bemerk- 
bar macht:  dies  aber,  unserer  Ansicht  nach,  nur  so  lange,  bis  es  ge- 
lungen ist,  das  wahre  Wesen  des  Begriffes  in  der  Definition  darzulegen. 

*)  Hier  wird  die  Öffnung  des  Liniengebildes  mit  Winkel  be- 
zeichnet,  also   das,  was   von  andern  mit  Neigung   oder  Abweichung 
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Daran  schliefst  sich  die  Betrachtung^  dafs  die  Länge  der 
Schenkel  ohne  Eioflufs  auf  die  Gröfse  des  Winkels  ist  und 
dann  spricht  der  Verfasser  direkt  über  den  Zusammenhazig 
zwischen  Winkel  und  Kreis. 


Grelle,  Über  ParaffekurTheorieen.  —  Berlin  1816. 

p.  45:  „Der  zum  Teil  unbegreMte  Raum,  welcher  zwischen 
zwei  Nichtparallelen,  d.  h.  von  einer  Htm  zur  andern  liegt, 
heiijst  Winkel«^). 

In  der  Einleitung  findet  sich  folgende  Bemerkung: 

p.  14:  ,,Geht  man  näher  in  die  Sache  ein,  so  findet  sich, 
daiüs  der  Begriff  des  Winkelraums  sogar  deutlicher  ist  als  der: 
der  Winkel  sei  die  Neigung  zweier  Linien  gegen  einander. 
Diese  Definition  beim  Euklides  schauet,  wie  mich  dQnkt, 
gleichsam  rückwärts  nach  dem  unbestimmten  Unendlichen.  Ich 
meines  Teiles  fühle,  dafs  ich  von  der  Neigung  zweier  Linien 
keinen  geometrisch  klaren,  nicht  einmal  deutlichen  Begriff 
habe,  weil  ich  nicht  deutlich  sehe,  wie  eine  Neigung  sich 
teilen  läfst,  also  die  Charakteristik  der  Grofse  an  ihr  nicht 
klar  erkenne,  die  ihr  allein  ein  Becht  auf  eine  Stelle  in  der 
Geometrie  giebt.'**) 


bezeichnet  wird.  Die  Definition  ist  eine  rein  änfserliche,  die  nur  das 
anschauliche  Gebilde  anffafst,  ohne  auf  den  Zasammenhang  seiner  £le« 
mente  zu  achten.  Doch  finden  wir  schon  hier  in  den  sich  anschliefsen- 
den  Sätzen  die  Hinweisong  anf  das  wahre  Wesen  des  Winkels,  auf 
seinen  Zasammenhang  mit  der  drehenden  Bewegung.  Gerade  diese  sn- 
sätzlichen  Bemerkungen  hätten  den  Verfasser,  wie  viele  andere,  darauf 
hinlenken  mflssen,  dafs  eben  der  Winkel  nicht  wesentlich  definiert 
werden  kann,  wenn  man  nicht  auf  seinen  Zusammenhang  mit  der  drehen- 
den Bewegung  Bezug  nimmt. 

')  Diese  Begriffsbestim  mang  enthält  nichts  Bestimmtes.  Was  soll 
man  sich  anter  dem  zwischen  zwei  sich  schneidenden  Geraden  befind- 
lichen Baume  vorstellen?  Gemeint  ist  wohl  das  BichÜge,  aber  es  ist 
nicht  zum  präzisen  Ausdruck  gebracht. 

')  Diesen  Bemerkungen  mufs  man  unbedingt  zustimmen.  Neigung 
teilbar,  d.h.  rein  quantitativ,  läfst  sich  nicht  vorstellen;  die  Verknflpfang 
des  Qualitativen  (Neigung)  mit  dem  Quantitativen  (Gröfse  des  Winkels) 
ist  auf  diese  Weise  nicht  möglich. 
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KrieSy  Lehrbuch  der  reinen  MathemafiE.  -^  Jtfia  1817. 

p.  292:  y^Treffen  zwei  gerade  Linien  in  einem  Punkte  zu- 
sammen, 80  entsteht  ein  ebener  Winkel/^ 

;yDie  Grofse  eines  Winkels  hängt  nicht  von  der  Länge 
der  Schenke],  sondern  von  ihrer  Lage  gegen  einander  ab.  Je 
weiter  sie  von  einander  zurückgehen,  indefs  sie  in  ihrem  Scheitel- 
punkt unverändert  zusammenhängen,  desto  gröfser  wird  der 
Winkel;  und  je  mehr  sie  sich  ihrer  ganzen  Länge  nach  ein- 
ander nähern,  desto  kleiner  wird  er/'^) 


Develey,  Anfangsgründe  der  Ueometrie.  — Stuttgart  1818. 

p.  14:  „Wenn  zwei  gerade  Linien  AB,  AC  im  Punkte  A 
sich  schneiden,  so  kann  man  diesen  Punkt  wie  ein  Gewinde 
ansehen,  um  welches  die  Linien  AB,  AC  sich  drehen  können, 
um  sich  zu  nähern  oder  sich  von  einander  zu  entfernen,  ohne 
aus  der  Ebene,  in  welcher  sie  gezeichnet  sind,  herauszugehen. 
Bei  dieser  Bewegung  vermindert  sich  die  Öffnung,  welche 
diese  Linien  bilden,  wenn  sie  sich  nähern,  und  vergrofsert 
sich,  wenn  sie  sich  von  einander  entfernen.  Diese  Öffnung 
heilst  ein  Winkel."*) 

„Die  Gröfse   eines  Winkels  hängt  nicht  von  der  Länge 


')  Die  Definition  drückt  sich  nm  das  punctum  saliens  der  Unter- 
suchung hemm.  Das  Hineinziehen  des  Lagenbegriffes  iet  nicht  geeignet, 
Klarheit  in  die  Betrachtung  zu  bringen;  doch  geht  unzweifelhaft  hervor, 
dafä  nach  des  Verfassers  Ansicht  Winkel  und  Drehung  in  engem  Zu- 
sammenhange stehen,  eine  Erklärung  des  Wesens  des  Winkelbegriffes 
ohne  Berücksichtigung  der  drehenden  Bewegung  undenkbar  ist 

')  £s  dürfte  wohl  kaum  einer  Entschuldigung  bedürfen,  dafs  diese 
aaf  die  Öffnung  sich  stützende  Erklärung  einer  besonderen  Erwähnung 
im  Texte  nicht  gewürdigt  ist.  Sie  ist  im  wesentlichen  identisch  mit 
der  Euklidischen  resp.  der  auf  den  Bichtungsunterschied  basieren- 
den. Lobend  anzuerkennen  ist  hier  übrigens,  dafs  der  Verfasser  sich 
bemüht  hat,  Leben  in  die  Definition  zu  bringen:  aber  doch  ist  seine 
Erklärung  weit  davon  entfernt,  genetisch  zu  sein.  Befangen  in  den 
alten  Anschauungen  hat  er  es  nicht  über  sich  vermocht,  die  nötigen 
Konsequenzen  zu  ziehen  und  den  Winkel  in  seiner  unmittelbaren  Be- 
Eielinng  zur  drehenden  Bewegung  aufzufassen  und  demgemäfs  zu  er- 
klären, wenn  auch  anerkannt  werden  muls,  dafs  seine  Betrachtungen 
die  wesentlichen  Elemente  zu  einer  richtigen  Definition  enthalten. 
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seiner  Schenkel  ab,  sondern  nur  von  der  Gröfse  der  Öffnung, 
welche  die  Schenkel  bilden/' 


Blasche^  Grundrifs  der  Elementar-Geometrie.  —  Reval 
1819. 

p.  1:  y^Einen  Winkel  ABC  bilden  zwei  gerade  Linien 
AB,  BCy  welche  einen  Punkt  B  gemein  haben ,  aber  zu- 
sammen nicht  eine  einzige  gerade  Linie  ausmachen/'^) 


Brewer,  Lehrbuch   der  Geometrie.   —  Düsseldorf  1822. 
p.  3:  ;^Die  Neigung  von  zwei  geraden^  sich  durchschnei- 
denden Linien,  heifst  ein  Winkel/' 


Thibaut,  Grundrifs  der  reinen  Mathematik.  —  Got- 
tingen 1822. 

p.  177:  ;yWenn  in  einer  ebenen  Fläche,  von  demselben 
Punkte  aus,  zwei  Richtungen  genommen  sind,  so  ist  es  allemal 
möglich,  den  Unterschied  derselben  durch  kontinuierlichen 
Übergang  von  der  ersten  zur  zweiten  in  ursprünglicher  An- 
schauung aufzufassen,  wozu  eine,  nicht  weiter  zurückführbare 
Raumbeschreibung  oder  Bewegung,  welche  die  drehende  ge- 
nannt zu  werden  pflegt,  erfordert  wird.  Ein  Winkel  besteht 
in  dem  durch  drehende  Bewegung  aufgefafsten  Unterschiede 
zweier  Richtungen  und  seine  Gröfse  hängt  von  dem  geringeren 
oder  gröfseren  Fortschreiten  der  zu  seiner  Erzeugung  erforder- 
lichen drehenden  Bewegung  ab.'^^) 


^)  Erstens  falst  der  Verfasser  den  Winkel  rein  änfserlich  als  Fignr 
auf;  dann  aber  lälst  er  sich  darch  Eaklids  Definition  Terleiten,  eine 
Ansnahme  zu  konstituieren,  die  in  die  Erklärung  eine  bedenkliche 
Lücke  reifst,  und  so  in  die  Untersnchong  des  Winkelbegriffes  ein 
Moment  einzufahren,  das  eine  einheitliche  Definition  zur  Unmöglich- 
keit macht. 

')  Thibauts  Qrundrifs,  dessen  Bedentang  von  einem  so  hervor- 
ragenden mathematischen  Pädagogen,  wie  Siegmund  Günther,  rück- 
haltlos anerkannt  wird,  enthält,  wie  man  sieht,  in  seiner  Winkeldefinition 
schon  alle  wesentlichen  Merkmale.  Thibant  also  ist  wohl  das  Ver- 
dienst, das  wahre  Wesen  des  Winkels  aufgedeckt  zu  haben,  zuzuschreiben, 
das  von  den  Späteren  vorwiegend  v.  Münchow  zuerkannt  wird,  dessen 
„Grandlehren  der  Trigonometrie'*  aber  erst  vier  Jahre  sp&ter  erschienen, 
als  Thibauts  Grundrifs. 
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Paucker^  Die  ebene  Geometrie.  —  Königsberg  1823. 

p.  12:  y^Zwei  gerade  Linien  werden  entweder  . . .  oder  ge- 
hörig verlängert,  nur  in  Einem  Punkte  zusammentreffen,  in 
welchem  sie  einander  durchschneiden:^)  alsdann  sagt  man  von 
ihnen,  dafs  sie  gegen  einander  geneigt  sind  oder  einen  Winkel 
bilden/* 

yyDurch  zwei  einander  schneidende  gerade  Linien  kann 
man  sich  immer  eine  Ebene  gelegt  denken;  oder  jeder  von 
zwei  geraden  Linien   gebildete  Winkel  liegt  in  einer  Ebene/' 


Eoberlein,  Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie.  —  Sulz- 
bach 1824. 

p.  7:  „Wenn  zwei*  gerade  Linien  in  einem  Punkte  zusam- 
menstofsen,  so  heifst  ihre  Neigung  gegeneinander  ein  ebener 
oder  geradliniger  Winkel/' 


Grelle,  Lehrbuch  der  Elemente  der  Geometrie.  —  Berlin 
1826. 

p.  10:  „Die  gegenseitige  Neigung  zweier  Linien,  die  sich 
schneiden,  heilst  Winkel;  der  zum  Teil  begrenzte  Raum  der 
Ebene  Winkelraum,  sodafs  zu  gleichen  Winkeln  gleiche 
Winkelraume  gehören  und  umgekehrt."^) 


V.  Forstner,  Grundriss  d.  Elem.  d.  r.  Math.  —  Berlin  1826. 

p.  398:  „Die  Neigung  zweier  geraden  Linien  in  einer 
Ebene  gegen  einander,  bis  sie  in  einem  Punkte  sich  schneiden, 
heifst  ein  ebener  geradliniger  Flächen winkel  oder  blofs  Win- 
kel; ...  die  unbegrenzte  Fläche,  welche  sich  zwischen  beiden 
Schenkeln  befindet,  heifst  der  Winkelraum."*) 

')  Nach  Hoff  mann  ist  das  Zusammentreffen  von  dem  sicli  Darch- 
schneiden  wohl  zn  unterscheiden.  Bei  dem  Winkel  handelt  es  sich  in 
der  That  nur  um  das  Erstere. 

*)  Bei  Grelle  finden  wir  zam  erstenmal  die  ansdrückliche  Unter- 
Bcheidnng  zwischen  Winkel  und  Winkelraum.  Wie  wir  dieses  Ver- 
hältnis auffassen,  geht  aus  unseren  Betrachtungen  wohl  mit  genügender 
Klarheit  hervor. 

*)  Yergl.  unsere  Bemerkung  zum  Torh  ergeh  enden  Zitat,  v.  Forstner 
b&lt  im  zweiten  Teile  seiner  Erklärung  nicht  für  nOtig,  die  Ebenheit 

Schotten,  der  planlraetr.  Unterricht.    II.  9 


—    130    — 

,,Die  Grofse  eines  Winkels  hängt  allein  von  der  Neigung 
der  Schenkel  gegen  einander  ab  und  nie  von  der  Länge  der- 
selben. Je  gröfser  die  Neigung  gegen  einander  ist,  je  kleiner 
ist  der  Winkel^  welcher  selbst  wächst,  wenn  die  Neigung  ge- 
ringer wird."^)  

V.  MünchoWy   Grundlehren  der  Trigonometrie.  —  Bonn 

1826. 

p.  12:  „Um  nun  . . . ,  wollen  wir  in  Zukunft  unter  dem 
Winkel  zweier  geraden,  an  einem  Punkt  (dem  Scheitelpunkt) 
zusammengestellten  und  einerseits  von  diesem  Punkt  begrenzten 
Linien  (Winkelschenkel)  die  Grofse  derjenigen  Drehung  ver- 
stehen, durch  welche  eine  vom  Scheitelpunkt  begrenzte,  andrer- 
seits aber  unbegrenzte  gerade  Linie  in  der  Ebene  des  Winkels 
von  der  Lage  des  einen  Winkelschenkels  zur  Lage  des  andern 
stets  vorschreitend  gelangen  kann.'' 

„Ber  Begriff  dieser  Erklärung  ist  erstens  unmittelbar  auf 
die  gebräuchliche  Art  der  Addition  der  Winkel  anwendbar, 
indem  die  Grofse  der  eben  bestimmten  Drehung  zwischen  den 
äufsersten  Schenkeln  einer  Winkelsumme  zugleich  die  Grofse 
der  besagten  Drehungen  zwischen  den  Schenkeln  der  Sum- 
manden enthält;  zweitens  läfst  sich  aber  nach  diesem  Begriff 
von  einer  jeden  Winkelsumme  wiederum  als  von  einem  Winkel 
sprechen;  und  so  ist  durch  die  aufgestellte  Erklärung  (die 
übrigens,  da  sie  nichts  weiter  als  eine  ausführbare  Bewegung 
voraussetzt,  über  ihre  Möglichkeit  keine  besondere  Ausweisung 
von  nöten  hat)  den  Forderungen,  um  deren  Erledigung  es 
hier  zunächst  zu  thun  war,  Genüge  geleistet.''^ 


der  Fläche  besonders  zn  betonen.  —  Während  aber  Grelle  schon  die 
Untersuchung  des  Winkelbegriffes  in  nene  Bahnen  lenkte,  zeigt  Forst - 
ners  Darlegong  noch  alle  Charakteristika  des  Enklid* sehen  starren 
Standpunktes. 

')  Gerade  dieser  Umstand,  dieses  reciproke  Verhältnis  ist  es,  das, 
wie  wir  schon  im  Texte  dargelegt  haben^  uns  die  vorliegende  Definition 
ganz  besonders  verwerfen  läTst. 

')  Münchow  scheint  mit  seiner  Erklärung  mehr  Glück  gehabt  zu 
haben,  wie  andere.  Er  wird  vorzugsweise  als  derjenige  bezeichnet,  der 
das  Moment  der  drehenden  Bewegung  zur  Erklärung  des  Winkelbegnffes 
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Förstern ann^  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Danzig  1827. 

p.  6:  fjWinkel  ein  Teil  einer  unbegrenzten  Ebene,  der 
durch  zwei  halbbegrenzte  Gerade,  deren  Grenzpunkte  zusam- 
menfallen; unvollständig  begrenzt  wird.*^ 

^^Entstehung  des  Winkels  durch  Drehung  einer  halbbe- 
grenzten Geraden/*^) 

Pfleiderer,  Scholien  zu  Euklids  Elementen.  —  Stuttgart 
1827. 

p.  11 — 13  wird  der  Winkel  behandelt  und  die  Vermutung 
aufgestellt;  dafs  die  in  Euklids  Elementen  sich  findende  Erklä- 
rung verschlimmbessert  worden  sei  (Viviani,  Rob.  Simson).*) 

Der  Verfasser  selbst  kommt  auf  die  Drehung  zu  sprechen:^) 
;;Mithin  hängt  die  Grofse  eines  geradlinigen  Winkels  von  der 
Grofse  des  Auseinanderstehens  seiner  Schenkel;  oder  von  der 
Drehung  um  seine  Spitze  ab,  um  welche  ein  Schenkel  des 
Winkels  von  dem  andern  absteht.'' 

Savilius  finde  xliöig  (Neigung)  nicht  angemessen  wegen 
des  rechten  und  stumpfen  Winkels. 


Wolff,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Berlin  1830. 

p.  5:   „Zwei    gerade  Linien,   die    von    demselben    Punkte 


herbeigezogen  habe;  ja  bis  in  die  neueste  Zeit  hinein  wird  Münchows 
Winkelerkl&mng  als  diejenige  angesehen,  die  der  BegrifiPserkläning  neue 
Bahnen  geschaffen  hat.  Man  vergleiche  unsere  Bemerkung  eu  Thibauts 
Zitat  und  zu  dem  v.  Swindens  (p.  128  resp.  138). 

*)  Der  Definition  des  Winkels  als  unbegrenzten  Ebenenstückes 
schlielJBt  sich  also  eine  Erklärung  an,  die  auf  die  drehende  Bewegung 
Bezug  nimmt.  Wäre  es  da  nicht  natürlicher  gewesen,  beide  Gedanken 
zu  vereinigen  und  den  erklärenden  Zusatz  über  die  Entstehung  des 
Winkels  mit  der  vorher  abgegebenen  Aussage  zu  einer  genetischen  Defi- 
nition zu  verknüpfen? 

*)  Euklid  habe  blofs  eine  Definition  vom  geradlinigen  ebenen 
Winkel  gegeben,  die  irgend  ein  Halbwisser  allgemeiner  zu  fassen  und 
in  zwei  Teile  zu  teilen  unternommen  habe. 

*)  Es  ist  erst  gesagt,  der  Winkel  beziehe  sich  auf  die  Lage  seiner 
Schenkel,  nicht  auf  deren  Länge:  auch  nicht  auf  den  zwischen  den 
Schenkeln  liegenden  ebenen  Raum,  welcher  „unbestimmt  und  nach 
Verschiedenheit  der  Länge  der  Schenkel  verschieden**  sei. 

9* 
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ausgehen^  heifsen,  wenn  blofs  die  Lage  der  Linien  zn  einander 
beachtet  wird,  ein  Winkel.*'^) 

E.  G.  Fischer,  Lehrb.  d.  eb.  Geometrie.  —  Berlin  1833. 

p.  7:  yyWenn  zwei  gerade  Linien  aus  einem  Punkte  aas- 
laufen, ohne  sich  zu  decken;  so  haben  sie  verschiedene  Elich- 
tungen  und  der  Unterschied  ihrer  Richtungen  heilst  ein  Win- 
kel. Je  stärker  nämlich  ihre  Richtungen  von  einander  abweichen, 
desto  gröfser  ist  der  Winkel,  den  sie  einschliefsen"*) 

Grelle,  Zur  Theorie  der  Ebene.  —  Journal  1834. 

p.  32:  „Die  Neigung  zweier  geraden  Linien  im  Räume,  die 
sich  treffen,  ohne  in  einander  zu  fallen,  heilst  am  Durch- 
schnittspunkte Winkel."^) 

van  Swinden,  Elemente  der  Geometrie.  —  ed.  Jacobi. 
Jena  1834. 

p.  6:  „Die  gegenseitige  Neigung  zweier  Linien,  die  in  der- 
selben Ebene  liegen  und  in  einem  Punkte  sich  schneiden  oder 
begegnen,  wird  ebener  Winkel  genannt." 

Der  Übersetzer  weist  in  einer  Anmerkung  auf  die  treff- 
liche Erklärung  v.  Münchow's  hin  (siehe  Zitat).*) 


')  Hier  ist  die  rein  anschauliche  Erklänuig  auf  die  Spitze  ge- 
trieben: also  „die  Geraden  heifsen  ein  WinkeP^  Was  soll  man  zu  einer 
solchen  Definition  sagen! 

')  Das  erste  der  Zitate,  in  dem  der  verpönte  „Bichtangsnnter- 
schied**  vorkommt.  Es  ist  übrigens  nicht  zu  übersehen,  dafs  der  Autor 
den  Nnllwinkel  ausschlieTst  —  d.  h.  also  den  Fall,  dab  der  „Eichtnnga- 
unterschied**  Null  ist  —  und  den  Vollwinkel,  den  Fall,  wo  —  ja  wie 
soll  man  da  sagen:  der  „Bichtungsunterschied**  wieder  Null  ist  — 
man  sieht,  hierbei  kommt  man  mit  dieser  Definition  völlig  in  die  Brüche. 

')  Es  ist  mir  nicht  recht  klar,  warum  Grelle  die  Worte  hinsufugt 
„am  Durchschnittspunkte";  vielleicht  soll  es  andeuten,  daTs  die  Geraden 
sich  wirklich  schneiden  müssen  d.  h.  bis  zum  Durchnittspunkte  verlängert 
werden  müssen:  aber  es  heifst  doch  schon  vorher  „die  sich  treffen". 
Wie  gesagt,  mir  ist  dieser  Zusatz  unverständlich. 

*)  Das  V.  Münchowsche  Buch  scheint  demnach  bekannter  ge- 
wesen zu  sein,  als  das  ältere  Thibautsche,  sonst  wäre  diesem  wohl 
das  Verdienst  zuerkannt  worden.  Allerdings  ist  zuzugeben,  data 
V.  Munchows  Ausdrucksweise  prägnanter  ist  und  seine  Erklärung 
sprachlich  vor  derjenigen  Thibauts  den  Vorzug  verdient. 
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Ulrich,  Lehrbuch  der  reinen  Mathematik.  —  Göttingen 
1836. 

p.  410:  „Von  einem  in  der  Ebene  angenommenen  Pankte 
aus  giebt  es  unendlich  viel  Richtungen,  denn  es  können  von 
ihm  aus  unendlich  viel  gerade  Linien  in  der  Ebene  gezogen 
werden.  Um  aus  einer  dieser  Richtungen  in  eine  andere  zu 
geraten,  ist  an  jenem  Punkte  eine  eigentümliche  Bewegung, 
Drehung^  erforderlich.  Die  Gröfse  der  Drehung^  wodurch 
der  Übergang  aus  der  einen  in  die  andere  Richtui^,  ohne  dafs 
man  dabei  in  andere  als  in  der  Ebene  befindliche  Zwischen- 
richtungen geraten  wäre,  geschieht,  bestimmt  den  Winkel, 
oder  die  gegenseitige  Neigung  zweier  geraden  Linien.^^^) 


Arneth,  System  der  Geometrie.  —  Stuttgart  1840. 

Man  yergl.  die  im  zweiten  Kapitel  zitierten  beiden  ersten 
Absätze,  worauf  es  heifst: 

„Von  der  geneigten  Lage.  Haben  AB  und  CD  ver- 
schiedene Richtung,  so  findet  ein  Unterschied  ihrer  Richtungen 
statt,  diesen  Unterschied  nennt  man  Winkel.'' 

„Man  kann  die  Richtung  ED  allmählich  in  die  EB  über- 
gehen lassen ;  wo  alsdann  beide  Geraden  zusammenfallen.  In 
diesem  Falle  wird  der  Unterschied  der  Richtungen,  also  der 
Winkel  immer  kleiner,  und  zuletzt  verschwindet  derselbe." 

„Die  Gröfse  des  Winkels  ist  unabhängig  von  der  Gröfse 
der  Linien,  welche  ihn  bilden,  und  ändert  sich  nur  mit  den 
Richtungen  beider  Geraden.'' 


Euklid,  Elemente  ed.  Dippe.  —  Halle  1840. 

p.  1:  „Ein  ebener  Winkel  ist  die  Neigung  zweier  Linien 
gegeneinander,  die  in  einer  Ebene  zusammentreffen,  ohne  in 
gerader  Linie  zu  liegen." 


')    Ulrichs   Lehrbuch    ist    durch    gute   Begriffserklämngen  aus- 
gezeichnet, es  erinnert  in  Vielem  an  Thibauts  GruDdrifs.    Vielleicht^ 
ist  es  nicht  unbeeinflufst  von  jenem. 

#  Das  Charakteristische  zur  Winkelerklärung  ist  verwendet,  insofern 
ist  gegen  die  Definition  nichts  einzuwenden,  dagegen  hat  die  Gröfse 
der  Drehung  für  uns  die  Bedenken^  die  wir  im  Texte  entwickelt  haben. 
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Wunder,  Die  Elemente  der  ebenen  Geometrie.  —  Leipzig 
1840. 

p.  14:  y,Zwei  Strahlen,  welche  beide  yon  demselben  Aus- 
gangspunkte ausgehen,  haben  entweder  einerlei  oder  verschie- 
dene Richtung;  im  ersten  Falle  bilden  sie  eigentlich  beide  nur 
einen  Strahl,  fallen  zusammen  und  können  nur  in  Gedanken 
von  einander  unterschieden  werden.  Haben  aber  zwei  von 
einem  Punkte  ausgehende  Strahlen  verschiedene  Richtung,  so 
bilden  sie  einen  Winkel;  ein  Winkel  ist  der  Unterschied  der 
Richtung  zweier  von  einem  Punkte  auslaufenden  geraden  Linien 
oder  Strahlen."  1) 

„Denkt  man  zwei  Strahlen  mit  den  Anfangspunkten  und 
übrigens  ganz  aufeinander  gelegt,  so  hat  man  noch  keinen 
Winkel;  läfst  man  aber  nun,  während  der  eine  Strahl  in  seiner 
Lage  bleibt,  den  andern  um  den  gemeinschaftlichen  Anfangs- 
punkt immer  nach  derselben  Seite  hin  sich  schwenken,  also 
seine  Richtung  ändern,  bis  er  in  eine  bestimmte  Lage  kommt, 
so  ist  ein  Winkel  entstanden/'^) 


Beck,  Die  ebene  Geometrie  nach  Legendre.  —  Bern  1842. 

p.  4:  „Ein  Winkel  wird  gebildet,  wenn  zwei  gerade  Linien 
in  einem  Punkte  zusammentreffen,  ohne  eine  einzige  gerade 
Linie  zu  bilden." 

„Die  Grofse  des  Winkels  hängt  nur  von  der  gegenseitigen 
Neigung  der  Schenkel,  aber  nicht  von  ihrer  Länge  ab/' 


Francoeur,  Vollständiger  Lehrkurs  der  reinen  Mathematik. 
Ed.  Külp.  —  Bern  1843. 

')  Die  einleitende  Betrachtrmg  enthält  viel  Gutes,  beEOnders  hat 
uns  gefallen  der  Hinweis  auf  die  nur  in  Gedanken  mögliche  Unter 
Scheidung  der  zusammenfallenden  Strahlen.  Die  eigentliche  Erkl&rung 
leidet  an  dem  Fehler  der  allzu  äufserlichen  Auffassung  des  Gebildes. 
Wenn  es  hiefse,  der  Unterschied  der  Richtungen  komme  im  Winkel  zur 
Anschauung,  so  kOnnte  man  sich  damit  vielleicht  einverstanden  erklftren, 
obwohl  wir  auch  dann  keine  genetische  Definition  hätten. 

*)  Dieser  Zusatz  hätte  mit  der  Erklärung  zur  genetischen  Definition 
verwoben  werden  müssen;  jedenfalls  dient  er  aber  dazu,  die  vorher* 
gehende  Definition  zu  gröfserer  Klarheit  zu  bringen.  Eigentümlich  «t 
der  Ausdruck  „schwenken"  statt  „drehen".  Wenn  wir  nicht  irren, 
braucht  ihn  kein  anderer  Autor. 
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p.  5:  „Zwei  gerade  Linien  CB,  (7-4,  welche  nur  einen  ein- 
zigen Punkt  gemein  haben  ^  können  keinen  Raum  abgrenzen. 
Der  unbestimmte  zwischen  diesen  geraden  Linien  von  belie- 
biger Länge  eingeschlossene  Baum  wird  Winkel  genannt.''^) 

„Die  Erklärung  vom  Winkel  hat  wegen  der  Einfachheit 
des  Begriffs  gleichfalls  seine  grofsen  Schwierigkeiten.  Wir 
sagen  daher  auch  hier  kurz:  der  Winkel  ist  uns  durch  An- 
schauung gegeben."*) 

Bretschneider,  Lehrgebäude  der  niederen  Geometrie. 
—  Jena  1844. 

p.  26:  ,, Winkel  zweier  in  einer  £bene  von  demselben 
Endpunkte  ausgehender  halbbegrenzter  Geraden  ist  das  Mafs 
der  fortschreitenden  Drehung,  durch  welche  sich  die  eine  jener 
Geraden  von  der  andern  entfernt  hat."') 


')  Der  Verfasser  hält  einen  Hinweis  auf  die  Ebene  für  unnötig; 
darin  liegt,  wie  mir  scheint,  der  Gedanke  an  den  kleinsten  Raum  aus- 
gedrückt, der  zwischen  den  Geraden  möglich  ist,  die  unausgesprochene 
Annahme  eines  Abstandes  besonderer  Art. 

')  Das  wäre  jedenfalls  das  Bequemste;  aber  es  scheint  uns  doch 
nicht  snlässig,  die  Schwierigkeit  auf  diese  Weise  zu  umgehen.  Der 
mathematische  Winkel  ist  denn  doch  etwas  anderes  als  Winkel  im  ge- 
wöhnlichen Leben. 

^  Die  Erklärung  ist  vollsltodig  die  unsere,  nur  dafs  wir  an  Stelle 
der  fortschreitenden  Drehung  —  ein  Ausdruck,  der  mifsy erstanden  werden 
kann  —  den  Ausdruck  „stetige  Drehung"  gebraucht  haben.  Bei  der 
Abfassung  meines  Artikels  (in  H.  Z.  XX,  p.  481—601)  war  mir  Bret- 
Schneiders  Lehrgebäude  noch  nicht  bekannt.  Merkwürdig  bleibt 
immerhin,  dafs  eine  Beihe  vorzüglicher  Lehrbücher  —  wozu  auch  das 
hier  vorliegende  gehört  (Thibant,  Ulrich,  Kunze)  —  so  volktändig 
haben  verdrängt  werden  können  durch  zum  Teil  recht  zweifelhafte  Pro- 
dukte neueren  Datums.  Aber  andererseits  ist  es  auch  wieder  natürlich, 
dafs  in  dem  sich  überstürzenden  Strome  von  Lehrbüchern  die  alten  los- 
gerissen und  weggeschwemmt  wurden  —  gute  und  schlechte  unter- 
schiedslos. Den  Haupteinflufs  haben  natürlich  die  Veränderungen  in 
den  Lehrplänen  gehabt:  hier  ist  die  Thatsache  merkwürdig  und  auf- 
fallend, dafs  bei  der  Erweiterung  des  mathematischen  Unterrichts  die 
Lehrbücher  sich  verkürzten;  doch  mag  auch  der  Zeitgeist  mitsprechen, 
der  eine  behagliche  und  ach  so  wohlthuende  Vertiefung  in  den  Gegen- 
stand beim  Lernenden  kaum  noch  zuläfst.  Hastig  und  nach  Art  von 
Kraftfutter  wird  die  Wissenschaft  eingeflöfst;  ob  zum  Segen  der  Schüler? 
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Gehen  von  einem  Punkte  A  einer  Ebene  zwei  halbbe- 
grenzte  Gerade  AB  und  AC  aus,  yon  denen  AB  als  fest- 
liegend, AC  als  um  A  beweglich  gedacht  wird,  so  kann  AC 
durch  fortschreitende  Drehung  in  immer  andere  Lagen  gegen 
AB  gebracht  werden.  Das  Mafs  der  fortschreitenden  Drehung 
nun,  welche  erforderlich  ist,  um  AC  aus  derjenigen  Lage,  in 
welcher  sie  die  feste  Gerade  AB  deckt,  in  irgend  eine  andere 
bestimmte  Lage  zu  bringen,  heifst  der  zu  dieser  Lage  der 
beiden  Geraden  gehörige  Winkel,  oder  auch  schlechthin 
der  Winkel  beider  Geraden." 

„Der  zwischen  den  Schenkeln  liegende  Teil  der  unbe- 
grenzten Ebene  heifst  das  Winkelblatt.'^ 

„Da  übrigens  der  ebene  Winkel  nichts  als  die  Quantität 
der  erfolgten  Drehung  ist,  mithin  sich  als  eine  benannte 
Zahl  von  einer  eigentümlichen  Gattung  oder  Einheit  darstellt: 
so  ist  klar,  dafs  gleich  vielte  Teile  oder  Gleich  vielfache  eines 
und  desselben  Winkels  untereinander  stets  gleich  sein  müssen. 
Es  kann  daher  auch  niemals  yon  einer  Kongruenz,  sondern 
nur  von  einer  Gleichheit  zweier  Winkel  die  Rede  srin."*) 


*)  Diese  Bemerkimgen  sind  sehr  treffend.  Ich  will  übrigens  diese 
Gelegenheit  benutzen,  um  noch  einmal  auf  Bflrklens  Arbeit  snrück- 
zukommen.  Er  sagt  1.  c.  p.  2:  Oberhaupt  leiden  alle  von  Schotten 
(H.  Z.  XX)  angeführten  Definitionen  offenbar  an  dem  Fehler,  dafs  sie 
nur  die  GrOfse  und  in  dieser  nur  die  Quantität,  nicht  das  Quantum 
des  Winkels  zu  definieren  suchen.  Die  Gröfse  ist  aber  nur  eine  Seite 
des  Objektes,  durchaus  nicht  die  alleinige.*^ 

p.  6:  „.  .  .  beim  Winkel  ist  bei  gleicher  Gröfse  keine  yerschiedene 
Gestalt  möglich  und  es  kann  Kongruenz  von  Ähnlichkeit  nicht  mehr 
unterschieden  werden,  es  ist  bei  gleicher  Gestalt  immer  auch  gleiche 
Gröfse  vorhanden.  —  Hieraus  ist  auch  ersichtlich,  warum  bei  keinem 
geometrischen  Gebilde  aufser  beim  Winkel  die  Gröfse  als  Einteilungs- 
prinzip verwendet  wird.**  (ELierzu  ist  zu  bemerken:  Hätten  wir  bei  der 
Strecke  eine  natürliche  Mafseinheit,  wie  beim  Winkel  die  einmalige 
Drehung,  so  würden  wir  auch  dort  dieses  Einteilungsprinzip  ver- 
wenden.) 

Wegen  der  einheitlichen  Auffassung  und  Untersuchung  dürfte  aber 
auch  der  Winkel  nicht  mit  seiner  Grölse  identifiziert  werden.  „Wir 
haben  aber  zuerst  zu  fragen,  vtras  ist  grofs  am  Winkel,  dann  erst  wie 
grofs.  Die  erste  Frage  wird  gewöhnlich  nicht  nach  Gebühr  gewürdigt 
und  doch  ist  sie  die  wichtigere.** 
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Legendre,  Elemente  der  Geometrie.  Ed.  Grelle.  —  Berlin 
1844. 

p.  2:  ,,Wenn  sich  zwei  gerade  Linien  begegnen^  so  heifst 
die  geringere  oder  bedeutendere  Grofse,  um  welche  sie  ihrer 
Lage  nach  voneinander  entfernt  sind^  Winkel.''^) 

„Die  Winkel  sind,  wie  alle  GrÖfsen,  der  Vermehrung,  Ver- 
minderung, Vervielfältigung  und  Teilung  fahig.^^ 


J.H.T.  Müller,  Lehrbuch  der  Mathematik.  —  Halle  1844. 

p.  9:  ,,Denkt  man  sich  von  irgend  einem  Punkte  ans  im 
Räume  zwei  Strahlen  gezogen  und  in  der  dadurch  bestimmten 
Ebene  den  einen  derselben  um  jenen  Punkt  immer  nach  einerlei 
Richtung  so  lange  gedreht,  bis  er  mit  dem  andern  zusammen- 
fallt: so  heifst  die  Grö&e  dieser  Drehung  der  von  jenen  Strahlen 
gebildete  oder  eingeschlossene  WinkeV 


Recht,  Die  Elemente  der  Geometrie.  —  München  1844. 

p.  15:  „Die  Neigung  zweier  sich  schneidenden  geraden 
Linien  nennt  man  Winkel.'^ 

„Wenn  man  eine  Gerade  in  einem  Punkte  befestigt  denkt, 
so  kann  man  sie,  beständig  in  einer  Ebene  bleibend,  beliebig 
um  einen  Punkt  drehen.  Dasjenige  nun,  wodurch  sich  die  ver- 
schiedenen Stellungen  dieser  Geraden  voneinander;  unterscheiden, 
nennt  man  ihre  Neigungen  oder  ihre  Winkel.''^) 


Mahistre,  Lehrbuch  der  vergl.  Geometrie.  Ed.  Lorey.  — 
Weimar  1845. 

p.  15:   „Ein   ebener  Winkel   oder  blofs  Winkel,   ist  die 

^)  Eine  höchst  eigentümliche  Erklärung;  sollte  es  vielleicht  an  der 
Obersetznng  liegen? 

*)  Daa  Yomrieil  gestattet  noch  nicht,  die  Euklidische  Definition 
beiseite  zn  lassen;  doch  drängt  die  bessere  Erkenntnis  dazu,  im  erläuternden 
ZasatE  das  wahre  Wesen  des  Winkelbegriffes  klar  zn  legen :  aber  es  gelingt 
noch  nicht  völlig.  Der  letzte  Satz  bringt  noch  den  Begriff  der  Stellung 
in  die  Erörterung,  wodurch  sie  gerade  nicht  an  Klarheit  gewinnt. 
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gröfsere  oder  kleinere  Ofinung,  welche  zwischen  zwei  Geraden 
enthalten  ist,  welche  in  demselben  Punkt  endigen/^ ^) 
Auch  die  Drehung  wird  erwähnt. 


Erb,  Die  Probleme  der  geraden  Linie  etc.  —  Heidelberg 
1846. 

p.  35:  y,Winkel  ist  also  eine  aus  zwei  einseits  begrenzten 
geraden  Linien  in  ihren  Grenzen  derart  zusammengesetzte 
Linie,  dafs  keine  derselben  mit  der  anderen  oder  ihrer  Ver- 
längerung zusammenfallt,  beide  verlängert  auiser  dem  Yer- 
einigungspunkt  keinen  anderen  Punkt  mehr  gemeinschaftlich 
haben."*)  

Salomon,  Reine  Elementargeometrie.  —  Wien  1847. 

p.  12:  „Die  Abweichung  zweier  zusammenstofsenden  Linien 
von  dem  gemeinschaftlichen  Puukte  oder  die  Neigung  dieser 
zwei  Linien  zu  dem  gemeinschaftlichen  Punkte  heifst  Win- 
kel; ...  Man  könnte  den  Winkel  auch  als  den  Unterschied 
der  Bichtungen  zweier  Strahlen  betrachten." 


Steffenhagen,  Kompendium  der  Planimetrie.  — 
Parchim  1847. 

p.  23:  „Die  Neigung  zweier  ungleich  gerichteten  geraden 
Linien  in  derselben  Ebene  heifst  Winkel." 

„Der  Raum  zwischen  den  beiden  Schenkeln  heifst  Schenkel- 
weite." 

Tellkampf,  Vorschule  der  Mathematik.  —  Berlin  1847. 
p.  240:  „Eine  um  ihren  unbeweglichen  Anfangspunkt  in 

')  Diese  Erklärung  ist  sehr  unbestimmt;  denn  die  grölsere  oder 
kleinere  Öffnung  hängt  doch  von  der  Entfernung  vom  gemeinsamen 
Punkte  ab,  wobei  die  nahesa  völlige  oder  yoltständige  Gleichheit  der 
Schenkel  stillschweigend  voransgesetet  wird.  Derselbe  Winkel  kann 
uns  sehr  verschieden  offen  erscheinen. 

*)  Was  soll  man  zu  einer  solchen  Erklärung  eigentlich  sagen? 
Winkel  eine  ans  zwei  Linien  zusammengesetzte  Linie  11 
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einer  Ebene  gedrehte  Gerade  wird  während  ihrer  Umdrehung 
allmählich  sämtliche  Richtungen  durchlaufen^  welche  in  der 
Ebene  um  den  Punkt  möglich  sind.  Als  Gröfse  der  Drehung, 
durch  welche  sie  aus  einer  anfänglichen  Richtung  in  eine 
andere  stetig  übergeht^  entsteht  hierbei  der  Winkel.^ 


Knorr,  Elemente  der  Geometrie.  —  Kiew  1849. 

p.  18:  „Ein  ebener  geradliniger  Winkel  ist  ein  Teil  einer 
unbegrenzten  Ebene^  welcher  zwischen  zwei  einseitig  unbe- 
grenzten geraden  Linien  liegt,  die  einen  gemeinschaftlichen 
Anfangspunkt  haben/' 

„Ebene  geradlinige  Winkel  sind  untereinander  vollkommen 
gleichartig.'' ') 

„Wenn  der  Winkel  Gegenstand  geometrischer  Betrach- 
tungen sein  soll,  so  mufs  er  auch  als  geometrische  Grofse 
definiert  werden;  eine  geometrische  Gröfse  ist  aber  entweder 
Körper  oder  Fläche  oder  Linie;  der  ebene  Winkel  ist  nun 
weder  Körper  noch  Linie,  also  kann  er  nur  zu  den  Flächen 
gehören/'^)  

Ebensperger,  GemeinfafslicI^e  Geometrie.  —  Nürnberg 
1850. 

1)  Ein  UDTerständlicher  Zusatz. 

*)  Man  Tergleiche  zu  dieser  Bemerkung  die  im  Texte  im  Auszüge 
wiedergegebene  Abhandlung  von  Gerlach  (H.  Z.  XXII,  p.  1^13).  Gegen 
die  Voraussetzung,  wie  Schlufsfolgerung  hier  läfst  sich  nichts  einwenden. 
Aber  es  ist  doch  zu  bedenken,  dafs  wir  in  der  Geometrie  eine  ganze 
Grappe  von  GrOfsen  haben,  die  zwar  reine  Zahlengröfsen  sind,  aber  eine 
bestimmte  geometrische  Deutung  haben:  ich  meine  die  Funktionen  des 
Winkels.  Ganz  ähnlich  nun  ist  der  Winkel  eine  besondere  Art  Gröfse, 
wie  schon  daraus  heryorgeht,  dafs  er  uns  geometrisch  (durch  Anschauung) 
gegeben  sein  kann,  aber  auch  durch  Zahlen.  Wir  können  mit  ihm  geo- 
metrisch (als  Figur)  operieren,  aber  auch  rein  rechnerisch  —  z.  B.  Kon- 
struktion oder  Berechnung  des  Nebenwinkels.  Diese  besondere 
Eigentümlichkeit  weist  ihm  eine  Stellung  an  aufserhalb  der  geome- 
trischen Elemente,  wie  aufserhalb  der  Zahlenreihe,  und  doch  mit  beiden 
im  engsten  Zusammenhange.  Diese  doppelte  Wesenheit  wird  durch 
unsere  Definition  charakterisiert. 

Man  vergleiche  hierzu  einen  Aufsatz  inGrunerts  Archiv.  Bd.  64, 
p.  406:  Worpitzky,  tJber  die  Grandbegriffe  der  Geometrie. 
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p.  15:  „Wenn  zwei  gerade  Linien  in  einen  Punkt  zu- 
sammentrefiPen,  so  bilden  sie  einen  Winkel.  Ein  Winkel  ist 
also  die  Gröfse  der  Neigung  zweier  geraden  Linien  in  einen 
Punkt  oder  der  unterschied  in  der  Richtung  zweier  geraden 
Linien^  die  von  einem  Punkte  ausgehen/' 


Liibsen^  Ausführliches  Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie. 
—  Hamburg  1850. 

p.  23:  ,,Wenn  von  einem  Punkte  zwei  gerade  Linien  nach 
verschiedenen  Richtungen  ausgehen,  so  sagt  man:  sie  seien 
gegeneinander  geneigt  und  bilden  einen  Winkel  miteinander, 
und  man  versteht  daher  unter  Winkel  immer  die  Neigung 
zweier  geraden  Linien  gegeneinander.'' 

,;Einen  Winkel  kann  man  sich  durch  Bewegung  entstanden 
denken.  Die  Schenkel  haben  anfangs  aufeinander  gelegen, 
dreht  sich  der  eine,  so  entsteht  sogleich  ein  Winkel,  der  mit 
fortgesetzter  Drehung  immer  grofser  wird.'' 


Bartholomäi,  Geradlinige  Planimetrie.  —  Jena  1851. 

p.  14  im  §  22  wird  von  sich  schneidenden  Geraden  ge- 
sprochen. 

§  23:  ,,Der  flüchtigste  Blick  auf  das  eben  besprochene 
Gebilde  zeigt  sogleich,  dafs  es  ein  neues  ist.  Wir  nennen  es 
Winkel  und  definieren  demnach:  Winkel  ist  dasjenige  Ge- 
bilde^ welches  durch  zwei  sich  schneidende  Gerade 
entsteht." 

§  26:  „Wenn  sich  zwei  Gerade  ABy  CD  in  einem  Punkte 
0  schneiden,  so  gehen  von  diesem  Punkte  0  vier  Gerade  OAy 
OBy  OC,  OD  aus.  Je  zwei  von  ihnen  stellen  das  Gebilde  dar, 
welches  wir  jetzt  bestimmten  Winkel  nennen  wollen.  Wir 
können  also  die  Definition  des  §  23  bestimmter  so  fassen: 
Winkel  ist  dasjenige  Gebilde,  welches  durch  zwei  von 
einem  Punkte  ausgehende  Gerade  dargestellt  wird.^^) 

')  Bartholom&i  giebt  also  in  diesen  beiden  Paragraphen  die  rein 
änfserliche  Erklärung  des  Winkels  als  einer  Fignr,  ohne  auf  den  Zn- 
sammenhang der  konstituierenden  Elemente,  auf  das  Wesen  des  Winkels 
irgendwie  einzugehen. 
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§  27:  j^WolIen  wir  die  Abhängigkeit  der  Elemente  eines 
Winkels  ABC  kennen  lernen ,  so  müssen  wir  ans  der  einen 
Geraden  BC  in  die  andere  AB  übergehen.  Dieser  Übergang 
geschieht  zunächst  dadurch^  dafs  sich  der  eine  Schenkel  BC 
um  den  Scheitelpunkt  B  dreht,  bis  er  in  die  Lage  des  andern 
BA  kommt  Diese  Drehung  darf  nicht  willkürlich  sein.  Des- 
halb lassen  wir  den  drehenden  Schenkel  BC  auf  einer  Geraden 
AC,  welche  durch  zwei  beliebige  Punkte  A^  C  der  Schenkel 
geht^  hingleiten.    (Entstehung  der  Ebene.)  ^) 

§  32:  ^,1-  ^^^  beiden  Schenkel  des  Winkels  sind  ver- 
schiedene Richtungen.  Der  Unterschied  derselben  wächst,  wenn 
die  Drehung  fortgesetzt  wird.  Sobald  wir  also  blofs  auf  die 
Richtung  der  Schenkel  Rücksicht  nehmen,  kann  blofs  an  einen 
Unterschied  der  Richtungen  gedacht  werden.  Der  Winkel 
stellt  also  diesen  dar.  Daher  können  wir  die  Definition  auf- 
stellen: Winkel  ist  der  Unterschied  in  der  Richtung 
zweier  Geraden,  die  von  einem  Punkte  ausgehen."*) 

2.  Der  Winkel  erscheint  als  eine  Ebene,  welche  von 
zwei  Geraden,  welche  vom  Scheitelpunkt  ausgehen,  begrenzt 
und  einerseits  unbegrenzt,  und  mit  Geraden,  welche  vom 
Scheitelpunkt  ausgehen,  erfüllt  ist.  Daher  erhalten  wir  die 
Definition:  ein  Winkel  ist  eine  Ebene,  welche  von  zwei 
Geraden  begrenzt  wird,  welche  von  einem  Punkte  aus- 
gehen.'' 

§  34:  ,,Da  der  Winkel  von  doppeltem  Standpunkt  aus  an- 
gesehen werden  kann,  so  mufs  er  auch  immer  von  beiden 
Standpunkten  aus  angesehen  werden:  einmal  als  Richtungs- 
unterschied, das  andere  Mal  als  Ebene."*) 


*)  Hier  geht  uan  der  Verfasser  auf  das  Wesen  des  Winkels  ein, 
indem  er  davon  ausgeht,  die  Abhängigkeit  der  Elemente  kennen  zu 
lernen  —  die  meiner  Ansicht  nach  schon  aus  der  Definition  zu  erkennen 
sein  mfllste.  An  die  Stelle  der  kürzesten  Drehung  setzt  er  diejenige 
entlang  einer  Geraden,  was  nicht  ohne  weiteres  als  identisch  anschau- 
lich klar  ist.  Allerdings  stimmt  diese  Erzeugungsart  mit  der  bekannten 
der  Ebene  ja  überein. 

*)  Der  zuerst  gewählte  Ausdruck,  dafs  der  Winkel  den  unterschied 
der  Richtungen  (Strahlen)  darstelle,  scheint  uns  treffender. 

^)  Warum  wird  auf  §  27  nicht  rekurriert,  der  von  der  Abhängig . 
keit  der  Elemente  des  Winkels  handelt  und  damit  dasjenige  liefert,  was 
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Unter  der  Überschrift  „GrSfse"  wird  der  Winkel  in  Ver- 
bindung mit  dem  Kreis  gebracht  und  genaue  Untersuchungen 
angestellt  (§  39—59),  unter  der  Überschrift  ,yForm"  das  Re- 
sultat gefunden,  dafs  gleiche  Winkel  ähnlich  sind  und  umge- 
kehrt. Schliefslich  folgen  unter  „Lage^  die  Anwendungen,  die 
durch  die  Lehre  Yon  den  Parallelen  unterbrochen  werden. 


Kunze,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Jena  1851. 

p.  7:  „Der  Unterschied  in  der  Richtung  zweier  geraden 
Linien,  die  von  einem  Punkte  ausgehen,  heifst  ein  Linien- 
winkel oder  schlechthin  ein  Winkel." 

p.  8:  „Drehung  ist  Veränderung  der  Richtung.  Die 
Gröfse  eines  Winkels  wird  also  beschrieben  durch  diejenige 
Drehung,  welche  man  mit  dem  einen  Schenkel  in  der  Ebene, 
worin  der  Winkel  liegt,  Yornehmen  mufs,  um  stetig  in  die 
Lage  des  andern  Schenkels  überzugehen."^) 


Unger,  Die  Geometrie  des  Euklid.  —  Leipzig  1851. 

p.  18:  „Zu  Euklids  Definition  des  Winkels  bemerkt  der 
Verfasser:  „Diese  Erklärung  scheint  insofern  nicht  genau,  in- 
wiefern man  nach  dem  gewohnlichen  Sprachgebrauch  eine 
Linie  nur  dann  als  geneigt  gegen  die  andere  ansieht,  wenn 
sie  mit  ihr  einen  spitzen  Winkel  bildet."  Euklid  hebe  aber 
durch  den  Zusatz  „ohne  in  gerader  Linie  zu  liegen"  die  be- 
schränkte Bedeutung  auf. 


Kosack,  Beiträge  zu  einer  systematischen  Entwicklung 
der  Geometrie  aus  der  Anschauung.  —  Nordhausen  1852.  (Progr.) 

p.  8:  „So  findet  man  in  vielen  Kompendien  der  Geometrie, 
welche  im  allgemeinen  nichts  davon  wissen  wollen,  dafs  man  um 
von  der  Gröfse  eines  Winkels  im  allgemeinen  eine  Vorstellung  zu 

die  Wurzel  der  Definition  ist.  Die  beiden  andern  sogenannten  Defini- 
tionen des  §  32  sind  m.  E.  nur  erl&utemde  Zas&tze,  aber  von  keiner 
wesentlichen  Bedeutaog  gegenüber  den  Untersuchungen  des  §  27. 

')  Es  ist  nicht  recht  verständlich,  was  es  heifsen  soll,  die  Gröfse 
des  Winkels  werde  durch  Drehung  beschrieben;  es  müfste  dann  doch 
heifsen  gemessen. 
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gewinnen  sich  den  Winkel  überhaupt  durch  Drehung  einer 
Linie  um  einen  Punkt  entstanden  denken  mufs,  und  beim  Be- 
weise der  übrigen  Sätze  vom  Winkel  diese  Vorstellung  ver- 
meiden, den  Satz,  dafs  gestreckte  Winkel  einander  gleich  sind, 
dadurch  nachgewiesen,  dafs  gesagt  wird,  es  sei  zur  Entstehung 
des  gestreckten  Winkels  eine  ganz  bestimmte  Drehung  erfor- 
derlich. Wie  anderswo,  liegt  auch  hier  in  dem,  was  oft  als 
lastiger  Notbehelf  angesehen  wird,  das  Wesen  der  Sache. 
Denn  um  von  der  Gröfse  eines  Winkels  eine  klare  Vorstellung 
zu  gewinnen,  bedarf  man  notwendig  der  Vorstellung  des  Krei- 
ses, dessen  Entstehung  mit  der  des  Winkels  gleichzeitig  und 
notwendig  erfolgt,  wenn  man  sich  letztern  durch  Drehung  eines 
beweglichen  Schenkels  um  einen  seiner  Endpunkte  entstanden 

denkt"  0 

„Sieht  man  sich  demnach  gezwungen,  nicht  nur  zur  bes- 
sern, sondern  einzig  möglichen  Einsicht  in  die  Natur  des 
Winkels,  dessen  Entstehung  durch  Drehung  zu  Hülfe  zu  nehmen, 
so  mufs  auch  in  der  ganzen  Winkelgröfseulehre  dieses  Prinzip 
durchgeführt  werden." 

p.  13:  „Solche  zwei  Linien  verschiedener  Richtung,  welche 
miteinander  einen  Punkt  gemein  haben,  bilden  einen  Winkel." 
Es  wird  dann  noch  einmal  ausführlich  auf  die  Drehung  ein- 
gegangen. 

August,  Lehrbuch  der  Mathematik.  —  Berlin  1852. 
p.  17:  „Ein  Winkel  ist  die  ßichtungsabweichung  zweier 
geraden  Linien,  die  von  einem  Punkte  ausgehen.  . . .  Die  un- 


*)  Wir  können  nne  hier  mit  dem  Verfasser,  dessen  sonstige  Aus- 
fdhrnng^n  nnsem  vollen  Beifall  haben,  nicht  einverstanden  erkl&ren. 
Nicht  der  Kreis,  sondern  Drehung  ist  das  wesentliche  Moment  zur 
Definition  des  Winkels.  Es  geht  das  schon  daraus  hervor,  dals  wir  zur 
Erzeugung  des  Kreises  eines  begrenzten  Schenkels  benOtigen,  während 
doch  der  Winkel  von  der  Länge  der  Schenkel  völlig  unabhängig 
istu  Wäre  der  Kreis  ~  etwa  wie  die  Oerade  —  ein  völlig  eindeutiges 
Gebilde  y  dann  würde  des  Verfassers  Bemerkung  zutreffend  sein.  —  Das 
Vergleichen  von  Winkeln  mittelst  entsprechender  Bogen  darf  uns  aber 
nicht  Tcrführen,  die  Vorstellungen  von  Kreis  und  Winkel  in  der  vom 
Verfasser  beliebten  Weise  zu  identifizieren. 
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vollständig  begrenzte  Ebene  zwischen  den  Schenkeln  des  Winkels 
heifst  Winkelblatt/'      

Fresenius,  Die  Raumlehre  eine  Grammatik  der  Natur. — 
Frankfurt  a/M.  1853. 

p.  35:  ,,Da8  Drehungsstück,  welches  zwischen  zwei  yon 
einem  Punkte  ausgehenden  Richtungen  zurückzulegen  ist^  wenn 
man  yon  einer  zur  anderen  kommen  will,  heifst  Winkel.') 
Je  mehr  zwischen  zwei  Richtungen  gedreht  werden  muf^, 
desto  gröfser  ist  der  Winkel." 


Gernerth,  Grundlehren  der  ebenen  Geometrie.  —  Wien 
1857. 

p.  9:  „Es  seien  OÄ  und  OB  zwei  zusammenfallende 
gerade  Linien,  welche  denselben  Anfangspunkt  0  haben.  Dreht 
man  die  eine  derselben,  etwa  OjB,  in  einer  und  derselben 
Ebene  beliebig,  so  nimmt  sie  nach  und  nach  andere  Lagen 
an  und  fällt  zuletzt  wieder  mit  OÄ  zusammen.  Man  sieht, 
daDs  bei  dieser  Drehung  die  Richtung  der  Linie  OB  nach  und 
nach  immer  mehr  und  mehr  von  der  Richtung  der  Linie  OÄ 
abweicht. 

Die  Abweichung  der  Richtungen  zweier  von  demselben 
Punkte  0  auslaufender  gerader  Linien  OA  und  OB  heifst 
Winkel.'^ 

„Zwei  Yon  demselben  Punkte  ausgehende  gerade  Linien 
bilden  immer  zwei  Winkel." 


Snell,  Lehrbuch  der  geradlinigen  Planimetrie.  —  Leipzig 
1857. 

p.  19:  „Denkt  man  sich  zwei  ungleichlaufende  Linien  nach 
der  Zuneigungsseite  yerlängert,  so  entsteht  durch  ihr  Zusammen- 
treflfen   ein  Raumgebilde, ^)    welches   der  Winkel   heifst.     An 

^)  Eine  gute  Erklärung,  wenn  man  sich  über  den  Anadmck 
DrehangBstück  klar  ist;  dies  dürfte  aber  nicht  allgemein  yoransgesetzt 
werden  dürfen. 

')  Eb  geht  weder  aus  dieser  Erklärung  selbst,  noch  ans  den  er- 
läuternden Zusätzen,  die  sich  mit  den  Bestandteilen  des  Winkels  be- 
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dem  Winkel  unterscheidet  man  folgende  Bestandteile:  .  .  ., 
drittens  den  Unterschied  in  der  Richtung  beider  Schenkel  des 
Winkels;  derselbe  heifst  die  ÖfiFnung  des  Winkels.  Dieser 
letztere  Bestandteil,  der  Richtungsunterschied  beider  Schenkel 
oder  die  ÖfiFnung,  ist  der  wesentlichste,  da  von  ihm  allein  die 
Grofse  des  Winkels  abhängt.  Man  wird  sich  der  Grofse  des 
Richtungsunterschiedes  beider  Schenkel  oder  der  Grofse  der 
ÖfiTnung  des  Winkels  bewufst  durch  eine  drehende  Bewegung . . . 
Die  Grofse  dieser  drehenden  Bewegung  allein  macht  die  Grofse 
des  Winkels  aus." 

Ley,  Die  Planimetrie.  —  Bonn  1858. 

p.  8:  „Ebener  Winkel  heifst  die  Begrenzung  der  Ebene 
nach  einem  Punkte  hin.^)  Dieser  Punkt  heifst  der  Scheitel 
des  Winkels.  Die  nach  dem  Punkte  hin  begrenzte  Ebene  heifst 
die  Fläche  des  Winkels. 

Da  eine  Ebene  nur  durch  Linien  begrenzt  wird,  bei  einem 
ebenen  Winkel  aber  der  Punkt  bezeichnet  sein  mufs,  nach 
welchem  die  Ebene  begrenzt  ist,  so  gehören  zu  einem  ebenen 
Winkel  zwei  sich  schneidende  Linien." 

„Ein  Winkel  heifst  geradlinig,  wenn  seine  Schenkel  gerade 
Linien  sind,  krummlinig,  wenn  . . ." 

„Die  Grofse  des  Winkels  hängt  davon  ab,  wie  vielyon 
der  Ebene  nach  dem  Scheitel  hin  begrenzt  sei."^) 


P.  W.  Becker,  Lehrb.  d.  Elementargeometrie.  —  Oppen- 
heim a.  R.  1859. 

p.  4:  „Verlängert  man  zwei  konvergierende  Linien  bis  zu 
ihrem  Durchschnitte,  so  heilst  das  bestimmte,  aber  unbegrenzte 

Bchäftigen,  henror,  ob  Snell  das  BAumgebilde  nur  als  Liniengebilde 
anffafst  oder  ob  er  das  Ebenenstück  dazu  rechnet.  Es  scheint  zuerst, 
als  ob  er  der  ersteren  Ansicht  zuneige;  die  Hereinziehnng  der  Drehung 
aber,  die  die  Ebene  erzeugt,  dentet  doch  wohl  auf  das  zweite  bin. 

1)  Eine  eigenartige  Erklärung,  ans  der  ganz  gewifs  Niemand,  der 
nicht  schon  eine  anschauliche  Yorstellnng  von  dem  Winkel  hat,  einen 
klaren  Begriff  bekommt. 

*)  Aucli  dieser  Ausdruck  entbehrt  durchaus  der  Klarheit. 

Schotten,  der  planimetr.  Unterricht.    IL  10 
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Stück  der  ebenen  Fläche,  welches  sie  einschlie&en,  Winkel. 
Ein  Winkel  ist  also  das  bestimmte,  aber  unbegrenzte  Stück 
einer  ebenen  Fläche,  welches  von  zwei  sich  schneidenden  ge- 
raden Linien  eingeschlossen  wird/' 

,,Denkt  man  sich  den  Schenkel  hc  des  Winkels  abc  um 
den  Scheitel  b  aufgehoben,  so  wird  offenbar  der  Winkel  wachsen, 
keineswegs  aber  ist  dies  der  Fall,  wenn  die  Schenkel  des 
Winkels  beliebig  verlängert  werden,  ohne  ihre  Lage  zu  ändern. 
Es  geht  daraus  hervor,  dafs  die  Gröfse  eines  Winkels  nur  von 
dem  Richtungsunterschiede  der  Schenkel,  nicht  aber  von  der 
Länge  derselben  abhängf 

Heidenreich,  Die  Elemente  der  niederen  Geometrie.  — 
Leipzig  1859. 

p.  5:  „unter  Winkel  versteht  man  den  Unterschied  in  der 
Richtung  zweier  Geraden/' 

„Ein  Winkel  entsteht,  wenn  man  eine  Gerade,  um  den 
einen  ihrer  Endpunkte  drehend,  in  eine  andere  Richtung  über- 
gehen läfst.  Die  Gröfse  des  Winkels  wird  nicht  durch  die 
Länge  der  Schenkel,  auch  nicht  durch  den  Raum  zwischen  den 
beiden  Schenkeln  bestimmt,  sondern  durch  die  Gröfse  der 
Drehung,  die  nötig  ist,  um  aus  der  Richtung  des  einen  Schenkels 
in  die  des  andern  Schenkels  zu  gelangen/' 

„Will  man  für  die  Gröfse  dieser  Drehung,  also  für  die 
Gröfse  des  Winkels,  ein  bestimmtes  Mafs  einführen,  so  bietet 
sich  am  einfachsten  die  ganze  Umdrehung  dar.'' 

Franke,  Die  Elemente  der  ebn.  Geometrie.  —  Hannover 
1860. 

p.  8:  „Eine  Gerade  von  bestimmter^)  Länge  drehe  sieb 
um  einen  ihrer  Endpunkte.  Jede  neue  Lage  der  sich  drehen- 
den Geraden  wird  eine  gröfsere  oder  kleinere  Ablenkung  gegen 
die  ursprüngliche  Lage  bezeichnen.  Diese  Ablenkung  nennt 
man  allgemein  Winkel." 

Der  Kreis  als  Mafs  des  Winkels.     Drehung. 


')  Dies  ist  doch  ganz  unwesentlich;  deshalb  aber  sogar  eq  ver- 
werfen, weil  es  geeignet  ist,  eine  höchst  einschränkende  Bestimmung  in 
die  Erklärung  des  Winkelbegriffes  hineinzubringen. 
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Zerlang^  Beitrag  zu  einer  genetischen  Entwicklung  der 
Planimetrie.  —  Sorau  1860  (Progr.). 

p.  9:  ^yDreht  man  eine  gerade  Linie  um  einen  in  ihr  be- 
findlichen als  fest  angenommenen  Punkt,  der  Einfachheit  wegen 
z.  B.  einen  Strahl  um  seinen  Anfangspunkt  stetig  nach  einer 
Seite  hin  bis  in  eine  beliebige  andere  Richtung,  so  heifst  die 
Grofse  der  Drehung,  durch  welche  der  Strahl  von  seiner  ur- 
sprünglichen Richtung  in  die  neue  gelangte,  ein  Winkel/ 

„Denkt  man  sich  die  ursprüngliche  Richtung  des  Strahles 
durch  einen  zweiten  Strahl  yertreten,  so  kann  man  auch  sagen: 
„Ein  Winkel  ist  der  Richtungsunterschied  zweier  von  einem 
Punkte  ausgehender  Strahlen/' 


Gif f hörn,  Leitfaden  der  ebenen  Geometrie  etc.  —  Braun- 
schweig 1862. 

•  p.  12:  „Dreht  eine  Linie  von  unbestimmter  Länge  sich 
um  ihren  festliegenden  Anfangspunkt  aus  ihrer  ursprünglichen 
Lage  in  irgend  eine  andere  Lage,  so  nennt  man  den  Rich- 
tungsunterschied der  Linien  Winkel . . .  Die  Gröfse  des  Winkels 
hängt  demnach  nicht  von  der  Länge  der  Schenkel,  sondern 
von  der  Gröfse  der  Drehung  ab.*' 


Wiegand,  Planimetrie.  —  Halle  1863. 

p.  13:  „Die  Abweichung  der  Richtungen  zweier  geraden 
Linien  wird  ein  Winkel  genannt/' 

„Von  dem  wahren  Sinne  des  Wortes  „Abweichung" 
bekommt  man  erst  dann  einen  deutlichen  BegrifiP,  wenn  man 
sich  den  Winkel  als  durch  Drehung  eines  seiner  Schenkel, 
während  der  andere  als  festliegend  angenommen  wird,  ent- 
standen denkt."  '_ 

Dronke,  Die  Elemente  der  ebn.  Geometrie.  —  M.-Glad- 
bach  1864. 

p.  1:  „Ein  Winkel  ist  eine  ebene  Figur,  welche  von  zwei 
von  einem  Punkte  ins  Unendliche  fortlaufenden  Geraden-  be- 
grenzt wird."       ,  

10» 
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Funcky  Das  Euklidische  System  der  Greometrie  der 
Ebene.  —  Berlin  1864. 

p.  2:  ;^Wenn  zwei  gerade  Linien  sich  schneiden,  so 
nennt  man  die  grölisere  oder  geringere  Abweichung  in  der 
Lage  derselben  von  derjenigen  Lage,  in  welcher  die  eine 
auf  die  andere  fallt,  einen  ebenen,  geradlinigen  Winkel'' 


Weifsenborn,  Die  Elemente  der  Planimetrie. — Halle  1864. 

p.  19:  „Zwei  yon  demselben  Punkte  in  yerschiedener 
Richtung  ausgehende  von  dem  Punkte  einseitig  begrenzte 
Gerade  bilden  einen  Winkel." 

„Ein  Winkel  ist  der  Richtungsunterschied  zweier  Geraden." 

p.  22:  „Man  kann  sich  jeden  beliebigen  Winkel  auch 
dadurch  entstanden  denken,  als  hätten  in  der  einen  Geraden 
anfangs  zwei  Gerade  über  einander  gelegen,  und  als  sei  dann, 
während  die  eine  unverändert  liegexi  geblieben  sei,  die  andere 
um  den  festen  Punkt  so  lange  gedreht  worden,  bis  sie  in  die 
Lage  der  andern  gekommen  sei,  nachdem  sie  alle  dazwischen 
fallenden  Lagen  während  der  Drehung  eingenommen  habe.^ 


Sonndorfer,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Wien  1865. 

p.  12:  „Verlängern  wir  zwei  gerade  Linien  yerschiedener 
Richtung  so  lange,  bis  sie  sich  schneiden,  so  entsteht  durch 
ihren  Durchschnitt  ein  neues  geometrisches  Gebilde,  der 
Winkel.  Wir  nennen  nämlich  den  von  diesen  beiden  geraden 
Linien  dann  begrenzten  Teil  der  Ebene  einen  Winkel.  Nehmen 
wir  jedoch  auf  die  Richtung  der  beiden  Geraden  Rücksicht^ 
so  ergiebt  sich  für  dieses  neue  geometrische  Gebilde  folgende 
Definition: 

Ein  Winkel  ist  der  Richtungsunterschied  zweier  gerader 
Linien." 

Es  wird  dann  auch  noch  auf  die  „Grolise  der  Drehung" 
eingegan  gen.  

Sonnenburg,  Ebene  Geometrie.  —  Bremen  1868. 
p.  11:  „Ein  Winkel  ist  der  Richtungsunterschied  zweier 
geraden  Linien,  die  von  einem  Punkte  ausgehen." 
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Teirich,  Lehrbach  der  Geometrie.  —  Wien  1868. 

p.  6:  ,^Zwei  in  einer  Ebene  befindliche  Gerade,  die  nicht 
dieselbe  Richtung  haben,  werden  notwendig  in  einem  Punkte 
zusammentreffen.  Das  Stück  der  Ebene,  welches  dann  zwischen 
diesen  beiden  Geraden  liegt,  heilst  ein  Winkel.  Aus  der 
Gröfse  des  Winkels  beurteilt  man  die  Abweichung  der 
Richtung  der  einen  Geraden  von  der  Richtung  der  andern. 
Der  Winkel  erscheint  sonach  als  der  Unterschied  zwischen 
den  Richtungen  zweier  in  einem  Punkte  zusammenstofsenden 
oder  von  ihm  auslaufenden  geraden  Linien.''^) 

„Man  kann  sich  die  Entstehung  des  Winkels  auch  noch 
auf  eine  andere  Weise  denken,  welche  zwar  von  der  vorigen 
nicht  wesentlich  verschieden  ist,  aber  das  tiefere  Eingehen  in 
die  Natur  des  Winkels  sehr  erleichtert.^)  Man  lasse  eine 
Gerade  sich  um  ihren  unbeweglichen  Anfangspunkt  in  einer 
Ebene  drehen,  so  entsteht  ein  Winkel  und  giebt  die  Gröfse 
dieser  stetigen  Drehung  an.'' 


Adam,  Lehrbuch  der  eb.  u. korpl.  Geometrie.  —  Berlin  1869. 

p.  13:  „Durch  einen  Punkt  einer  Ebene  können  unzählig 
viele  gerade  Linien  gezogen  werden,  welche  sämtlich  ver- 
schiedene Richtung  haben. 

Der  Teil  der  Ebene,  welcher  zwischen  zwei  von 
einem  Punkte  ausgehenden  geraden  Linien  liegt,  heifst 
ein  (geradliniger)  Winkel," 

Beez,  Die  Elemente  der  Geometrie.  —  Plauen  1869. 

p.  13:  „Ein  Ausschnitt  einer  Ebene,  der  von  zwei 
in  einem  Punkte  0  sich  treffenden  Geraden  OA,  OB 
gebildet  wird,  heifst  ein  ebener  Winkel..." 

Rummer,  Elementargeometrie.  —  Heidelberg  1869, 

p.  3:   „Die   Linien   haben   verschiedene   Richtung,   dann 


^)  Nach  dem  Vorhergehenden  ist  das  nicht  richtig.  Wenn  man 
nach  der  Gröfse  des  Winkels  die  Abweichung  bearteilt,  so  ist  der 
Winkel  das  Mafs  für  den  Unterschied,  aber  nicht  der  Unterschied  selbst. 

")  Dies  Zugeständnis  hätte  dazu  führen  sollen,  den  hier  berührten 
Punkt  zum  Ausgangspunkte  der  Erklärung  des  Winkelbegriffes  zu 
machen. 
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schneiden  sie  sich  entweder  unmittelbar  oder  nach  gehöriger 
Verlängerung  und  bilden  einen  oder  mehrere  Winkel,** 

„Der  Winkel  ist  daher  der  Unterschied  der  Richtung 
zweier  Linien-'* 

F.  Becker,  Die  elementare  Geometrie  in  neuer  Anord- 
nung. —  Hanau  1870.   (Progr.) 

p.  9:  „Zwei  Strahlen,  welche  von  einem  Punkte  auslaufen, 
bilden  einen  Winkel;  die  Gröfse  eines  Winkels  hängt  von  dem 
Mafse  der  Drehung  um  den  Scheitel  ab,  durch  welche  man, 
in  einer  und  derselben  Ebene  bleibend  und  in  einerlei  Sinne 
fortschreitend  aus  der  Lage  des  einen  Schenkels  in  die  des 
andern  gelangt/' 

Frischauf,  Elemente  der  Geometrie.  —  Graz  1870. 

p.  3:  „Der  Unterschied  der  Lage*)  zweier  Strahlen  oder 
Halbstrahlen  wird  ein  Winkel  genannt.** 

„Ein  Winkel  entsteht,  indem  man  einen  Halbstrahl  um 
den  Mittelpunkt  in  einer  Ebene  dreht  Die  Grofse  dieser 
Drehung  wird  ebenfalls  Winkel  genannt.** 


Grunert,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  —  (6.  Aufl.) 
Brandenburg  a.  d.  H.  1870. 

p.  17:  „Wenn  zwei  nicht  zusammenfallende  gerade  Linien 
AB  und  JC  von  einem  Punkte  A  ausgehen,  so  sind  sie  offen- 
bar rücksichtlich  ihrer  Lage  verschieden  und  die  Gröfse  dieser 
Verschiedenheit  der  Lage,  die  Gröfse  der  Abweichung  der 
beiden  Linien  von  einander,  wird  durch  den  von  ihnen  ein- 
geschlossenen Winkel  bestimmt.  Ein  Winkel  ist  also  nichts 
anderes  als  die  Abweichung  zweier  von  einem  Punkte  A  aus- 
gehender geraden  Linien  AB,  AC  von  einander  in  Bezug  auf 
ihre  gegenseitige  Lage.***) 

^)  Lage  wird  nicht  erlclärt.  —  Strahl  wird  identisch  mit  Gerade 
gebraucht. 

■)  Wenn  durch  den  Winkel  die  Verschiedenheit  der  Lage  sweier 
Geraden  bestimmt  wird,  so  ist  doch  nicht  der  Winkel  die  Verschieden- 
heit.   Die  logische  Konsequenz  aus  dem  ersteren  ist,  dafs  der  Winkel 
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Zur  Yerdeutlichung  wird  dann  noch  auf  die  Drehung  ein- 
gegangen.   

Heis  und  Eschweiler^  Lehrbuch  der  Geometrie.  — 
Köln  1870. 

p.  5:  ,;Zwei  gerade  Linien^  welche  von  einem  Punkte  aus- 
gehen^  haben  eine  verschiedene  Lage.  Um  die  Qrdfse  dieser 
Verschiedenheit  zu  bestimmen,  hat  man  sich  vorzustellen,  die 
eine  dieser  Linien  drehe  sich  um  den  Punkt,  von  dem  beide 
auslaufen,  in  einer  und  derselben  Ebene  und  nach  einerlei 
Richtung  so  lange  um,  bis  sie  mit  der  andern  zusammenfallt. 
Die  Groljse  der  Umdrehung,  die  hierzu  erforderlich  ist,  wird 
Winkel  genannt.  Der  Winkel  ist  also  eine  Gröfse  eigener 
Art,^)  durch  welche  die  Verschiedenheit  der  Lage  zweier  von 
einem  Punkte  ausgehenden   geraden  Linien  bestimmt  wird/' 

Winkelraum  oder  Winkelebene. 


Job.  Müller,  Lehrbuch  der  elementaren  Planimetrie.  — 
Bremen  1870. 

p.  22:*)  „Zwei  Geraden,  welche  sich  durch  Drehung  ohne 
Verschiebung  zur  Deckung  bringen  lassen,  heifsen  geneigt/' 

„Die  von  zwei  geneigten  Geraden  gebildete  Figur  heifst 
ein  Linienkreuz.^' 

„Die  Lage  zweier  geneigten  Geraden  gegeneinander  (die 
Gestalt  eines*Linienkreuzes)  ist  nur  von  der  Grösse  der  Drehung 
abhängig,  welche  erforderlich  ist  um  die  beiden  Geraden  zur 
Deckung  zu  bringen." 

„Die  Veränderung  einer  Richtung  ohne  Veränderung  des 
Ortes  und  ohne  Veränderung  der  Ebene,  in  welcher  die  Rich- 
tung liegt,  nennen  wir  eine  einfache  Drehung/'^) 

das  Mafs  der  Verschiedenheit  ist.  Wenn  die  Länge  eines  Gegenstandes 
durch  einen  Stock  bestimmt  wird,  so  ist  der  Stock  weder  die  Länge 
noch  der  Gegenstand,  sondern  das  Mafs  für  die  Länge  des  Gegenstandes. 

')  Eine  Mafsgröfse,  wenn  ich  mich  dieses  Ausdracks  bedienen  darf. 

*)  Man  vergleiche  das  Zitat  aas  Joh.  Müller  im  zweiten  Kapitel. 

')  Das  ist  nicht  klar  ausgedrückt  Man  weifs  ja,  was  gemeint  ist, 
aber  die  Worte  „Veränderung  der  Richtung  ohne  Veränderung  des 
Ortes*^  sind  wenig  glücklich  gewählt. 
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Gröfse  desselben  hängt  nicht  von  der  Länge  der  beiden  ge- 
raden Linien,  sondern  von  ihrer  gegenseitigen  Abweichung 
(Auseinandersperrung)  ab. 

Ein  geradliniger  Winkel  ist  die  Grofse   der  Abweichung 
zweier  in  einem  Punkte  zusammentreffenden  geraden  Linien.^ 


Schlegel,  System  der  Baumlehre.  —  Leipzig  1872. 

p.  35:  7,Ein  von  zwei  Geraden  mit  ungleicher  Richtung 
eingeschlossener  Teil  der  Ebene  heilst  Ebenenwinkel.^ 

,,Um  die  Grofse  der  Bewegung  der  Geraden  bestimmen 
zu  können,  ist  ein  neuer  Begriff  erforderlich,  da  diese  Be- 
wegung nicht  mehr  eine  Schiebung,  sondern  eine  Drehung  ist 
Wir  bezeichnen  den  Richtungsunterschied  der  beiden  Geraden 
mit  dem  Namen  „Winkel."  —  Wie  die  Lagenunterschiede 
durch  die  Strecke,  so  werden  die  Richtungsunterschiede 
durch  den  Winkel  bestimmt.  Derselbe  hat  nur  die  Eigen- 
schaft der  Gröfse."  0         

Job,  Lehrbuch  der  Planimetrie.  —  Dresden  1873. 

p.  9:  „Unter  einem  Winkel  versteht  man  den  Grad*)  der 
Drehung  einer  geraden  Linie  um    einen   ihrer  festen   Punkte. 

Da  man  sich  die  Drehung  weiter  oder  weniger  weit  fort- 
gesetzt denken  kann,  so  kann  man  den  Winkel  vermehren  und 
vermindern,  woraus  folgt,  dafs  der  Winkel  eine  Gröfse  ist. 
Zum  Unterschied  von  den  übrigen  Gröfsen  wird  der  Winkel 
eine  Drehungsgröfse  genannt.'' 

„Die  unendliche  Fläche  zwischen  den  Schenkeln  wird 
Winkelraum  genannt." 

Nagel,  Lehrbuch  der    ebenen   Geometrie.  —  Ulm  1873. 

p.  2:  „Der  Winkel  ist  die  Verschiedenheit  der  Rich- 
tungen zweier  geraden  Linien,  welche  in  einem  Punkte  zu- 
sammentreffen." 


')  Man  vergleiche  meine  Ausfühmiigen  anf  Seite  128. 
')  Dieser  Aasdruck  stimmt  dem  Wesen  nach  mit  dem  von  mir  ge- 
wählten „Mafs  der  Drehung"  völlig  flberein. 


-     155    — 

Spieker,  Ebene  Geometrie.  —  Potsdam  1873. 

p.  6:  yyDie  Gröfse  des  Richtungsunterschiedes  zweier  in 
einer  Ebene  von  einem  Punkt  ausgehender  geraden  Linien 
heifst  Winkel;  der  Teil  der  Ebene ,  welcher  zwischen  diesen 
beiden  bis  ins  Unendliche  ausgedehnten  Geraden  liegt^  Win- 
kelraum, Winkelfläche,  oder  oft  auch  Winkel  schlechthin." 

„Wird  eine  halb  begrenzte  gerade  Linie  in  einer  Ebene 
am  ihren  Endpunkt  gedreht,  d.  h.  verändert  sie  stetig  ihre 
Richtung,  während  der  Endpunkt  festliegt,  so  beschreibt  sie 
einen  Winkelraum,  und  der  Winkel,  welchen  die  gedrehte 
Linie  mit  ihrer  anfänglichen  Richtung  bildet,  ist  das  Mafs 
der  Drehung." 

Baltzer,  Die  Elemente  der  Mathematik.  —  Leipzig  1874. 

p.  5:  „Eine  Ebene  wird  von  zwei  auf  ihr  sich  schneidenden 
Geraden  in  vier  Felder  geteilt,  welche  Winkel  heifsen." 

Die  Eindeutigkeit  der  Winkel  wird  dann  unter  ZuhQlfe- 
nähme  der  Drehung  und  der  Richtung  in  den  Geraden  be- 
stimmt. 

p.  7:  „Aus  der  Gröfse  des  von  zwei  Schenkeln  einge- 
schlossenen Winkels  beurteilt  man  die  Abweichung  der 
Richtung  des  einen  Schenkels  von  der  Richtung  des  anderen, 
sowie  die  scheinbare  Länge  einer  in  dem  Winkel  enthal- 
tenen und  durch  die  Schenkel  begrenzten  Linie,  wenn  diese 
vom  Scheitel  aus  betrachtet  wird." 

In  einer  Anmerkung  wird  hinzugefügt:  „Die  Definitionen 
,Winkel  ist  die  Neigung^  von  zwei  Linien  gegeneinander" 
(Eukl.  I)  oder  „der  Unterschied  ihrer  Richtungen"  oder  „die 
Gröfse  der  Drehung,  wodurch  der  eine  in  die  Richtung  der 
andern  gebracht  wird,"  machen  den  Winkel  zu  einer  intensiven 
Gröfse,  und  stimmen  nicht  zu  den  üblichen  Redeweisen^)  z.B. 
ein    Punkt   liegt   in   oder    aufser   dem    Winkel,    eine    Gerade 


')  Dies  ist  kein  Grund  gegen  eine  Definition.  Ist  die  Definition 
eines  Begriffes  sonst  richtig,  so  müssen  die  damit  nicht  in  Überein- 
stimmang  stehenden  Redensarten  eben  geändert  werden.  So  ist  z.  B. 
von  den  hier  genannten  jedenfalls  die  zweite  völlig  zn  verwerfen,  da 
das  Dreieck  vorzugsweise  als  jAgnr  (Liniengebilde),  nicht  als  Feld  za 
betrachten  ist. 
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schneidet  von  dem  Winkel  ein  Dreieck  ab,  u.  dergl.  Als  Aus- 
schnitt der  Ebene  ist  der  Winkel  von  Bertrand  (Developpe- 
ment  nouveau  de  la  partie  ^lem.  des  Math.  —  Geneve  1778 
II  p.  6)  aufgefafst  wordeih" 


Helmes,  Planiometrie.  —  Hannover  1874. 

p.  14:  „Der  Unterschied  der  Richtungen  zweier  von 
einem  Punkte  ausgehender  gerader  Linien  OA,  OB,  welcher 
Unterschied  gebildet  und  gemessen  wird  durch  die  Gröfse 
der  Drehung,  die  man  in  der  Ebene  der  beiden  geraden 
Linien  mit  der  einen  um  den  gemeinschaftlichen  Durchschnitts- 
punkt beider  vornehmen  mufs,  um  sie  in  die  Lage  oder  Richtung 
der  anderen  zu  bringen,  heilst  der  von  den  beiden  geraden 
Linien  gebildete  Winkel." 

,,Winkelflache  ist  der  Teil  der  Ebene  zwischen  den 
Schenkeln." 

Kober,  Leitfaden.  —  Leipzig  1874. 

p.  8:  „Die  Richtung  einer  Linie  läfst  sich  stetig  andern 
durch  Drehung  um  einen  Punkt  in  ihr;  am  anschaulichsten 
verwendet  man  hierzu  einen  Strahl,  d.  h.  eine  (durch  den 
Drehungspunkt)  einseitig  begrenzte  Linie.  Durch  diese  Drehung 
wird  die  Abweichung  der  veränderlichen  Richtung  gegen  die 
ursprüngliche,  der  Richtungsunterschied,  stetig  ver- 
gröfsert    Dieser  Richtungsunterschied,  meisbar  gemacht,  heilst 

Winkel."^ 

„Als  Mals  des  Winkels  dient  die  ganze  Drehung.'*^) 


Hub.  Müller,  Leitfaden  der  eb.  Geometrie.  —  Leipzig  1874. 
p.  2:   „Zwei   Gerade,   welche   sich    schneiden,   teilen  die 
Ebene  in  vier  Felder,  welche  Winkel  genannt  werden." 

^)  D.  h.  mit  anderen  Worten,  der  Winkel  ist  das  Mafs  des  Bich- 
tangsunterBchiedes. 

*)  Nicht  als  MaTs,  sondern  als  Mafseinheit.  Besser  würde  man 
ferner  sprechen  von  einer  ,, vollen  Umdlehang*^  Die  ganze  Drehung  iai 
unendlich.    Vergleiche  Seite  12S. 
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;^iii  Winkel  wird  als  Maus  für  den  Bichtnngsunterschied 
seiner  Schenkel  betrachtet  oder  als  Mafs  für  die  Qröfse  der 
Drehung,  welche  einer  seiner  Schenkel  (Anfangsschenkel) 
machen  mufs,  um  mit  dem  andern  Schenkel  (Endschenkel)  zu- 
sammenzufallen/' 

Diesen  Sätzen  stehen  die  analogen  über  die  Strecke  duaP) 
gegenüber:  ;yZwei  Punkte  einer  Geraden  begrenzen  ein  Stück 
derselben,  welches  Strecke  genannt  wird/' 

„Eine  Strecke  wird  als  Mafs  für  den  Abstand  ihrer  End- 
punkte betrachtet  oder  als  Mafs  für  den  geradlinigen  Weg, 
welchen  der  eine  Punkt  (Anfangspunkt)  zurücklegen  mufs, 
um  mit  dem  anderen  (Endpunkte  im  engeren  Sinne)  zusam- 
menzufallen/' 


Schlömilch,  Geometrie  des  Mafses.  —  Leipzig  1874. 

p.  11:  ,,Sind  zwei  Geraden  von  verschiedener  Richtung 
soweit  verlängert,  dafs  sie  in  einem  Punkte  zusammentreffen, 
so  entsteht  an  diesem  Punkte  ein  neues  geometrisches  Gebild: 
der  Winkel.  Dieser  zeigt  an,  um  vieviel  die  Richtungen  der 
Geraden  voneinander  abweichen;  ein  Winkel  bestimmt 
also  den  Unterschied  zwischen  den  Richtungen  zweier 
Geraden,  welche  in  einem  Punkte  zusammentreffen  oder  von 
letzterem  ausgehen/' 

p.  12:  „Man  kann  sich  die  Entstehung  des  Winkels  noch 
auf  eine  andere  Weise  denken,  welche  zwar  von  der  vorigen 
nicht  wesentlich  verschieden  ist,  aber  die  Einsicht  in  die  Natur 
des  Winkels  sehr  erleichtert.*)  Lassen  wir  nämlich  eine  Ge- 
rade sich  um  ihren  Anfangspunkt  drehen,  bis  sie  in  eine 
zweite  Lage  gelangt  ist,  so  entsteht  ebenfalls  ein  Winkel; 
man  kann  daher  sagen:  der  Winkel  ist  bestimmt  durch 


^)  Dafs  das  fimchtbare  Prinzip  des  Dualismus  schon  im  Anfangs- 
unterricht  mit  Erfolg  verwertet  werden  kann,  ist  auch  meine  Ansicht. 
Gerade  bei  Strecke  und  Winkel  erweist  es  sich  als  für  die  Definition 
äufserst  vorteilhaft.  Man  vergleiche  meine  entsprechenden  Ausführungen 
Seite  121  f. 

*)  Worin  überhaupt  die  Natur  des  Winkel  begründet  liegi 
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die  Gröfse  der  Drehung/)  welche  erfordert  wird,  um  die 
Gerade  in  die  zweite  Lage  zu  bringen.'^ 


Wagner,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  —  Hamburg  1874. 
p.  9:  „Die  Abweichungsgrofse  zweier  Strahlen  heifst  ihr 
Winkel."  

Worpitzky,  Planimetrie.  —  Berlin  1874. 

p.  10:  „Jede  aus  zwei  geraden  Teilen  bestehende  Linie 
heifst  ein  Winkel."«) 

p.  39:  „Jedes  dnrch  einen  Winkel  begrenzte  Stück  einer 
übrigens  unbegrenzten  Ebene  heifst  ein  Winkelfeld  oder  auch 
schlechthin  ein  Winkel." 


Hablüzel,  Lehrbuch  der  synthetischen  Geometrie.  — 
Leipzig  1875. 

p.  8:  „Ein  Winkel  wird  beschrieben,  wenn  ein  Ab- 
schnitt einer  zweiteiligen  Geraden  in  einer  Ebene  sich  um 
ihren  (unveränderlichen)  Schnittpunkt  so  weit  stetig  dreht^ 
dafs  jener  dem  andern  Abschnitte  sich  mehr  oder  weniger 
nähert,  ohne  mit  diesem  zu  koinzidieren,  während  jeder  andere 
Punkt  der  konstruktiven  (sich  bewegenden)  Strecke  einen 
Bogen  durchläuft,  welcher  die  Gröfse  der  Drehung  in  sich 
schliefst,  —  mithin  ist  die  Gröfse  eines  Winkels  durchaus  un- 
abhängig von  der  Länge  seiner  Radialen,  abhängig  dagegen 
von  der  Richtung,  welche  dieselben  haben."^) 


Kruse,  Elemente  der  Geometrie.  —  Berlin  1875. 
p.  6:    „Wenn   zwei  Gerade  in   einem   Punkte  zusammen- 
treffen,  so   heifst  die  Gröfse  der  Drehung  der  einen  Geraden 

^)  Und  umgekehrt;  d.  h.  im  Winkel  wird  die  GrOiBe  der  Drehong 
veraDBchaolicht,  er  ist  das  Mafs  ffir  die  Drehong. 

')  Man  y ergleiche:  Worpitzky,  Über  die  GrnndbegrifFe  der  Geo- 
metrie; Grunerts  Archiv,  Bd.  56,  p.  405  f. 

')  Eine  etwas  gewundene  Erklärung,  die  aber  im  wesentlichen  das 
Richtige  trifft,  da  sie  den  richtigen  Ausgangspunkt  nimmt.    - 
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am  den  gemeinsamen  Endpunkt  und  in  der  Ebene  beider  Ge- 
raden, durch  welche  sie  in  die  Lage  der  anderen  Geraden  ge- 
langt, ein  Winkel  beider  Geraden."    (Nach  v,  Münchow.) 
Drehungssinn.  

Kroger,  Leitfaden  f.  d.  Geometrie -Unterricht.  —  Ham- 
burg 1876. 

p.  4:  „Zwei  ungleich  laufende  Gerade,  die  von  einem  Punkte 
ausgehen,  haben  verschiedene  Richtung.  Wenn  man  die  Groise 
dieser  Verschiedenheit  beurteilen  will,  so  denke  man  sich,  die 
eine  der  Geraden  drehe  sich  um  den  Schnittpunkt  so  weit,  bis 
sie  die  andere  deckt.  Die  Grofse  einer  solchen  Drehung 
heifst  Winkel."  

Schur  ig,  Elemente  der  Geometrie.  —  Plauen  1876. 
p.  4:  „Winkel  ist  der  Teil  der  unendlichen  Ebene,  welcher 
zwischen  zwei  von  einem  Punkte  ansgehenden  Strahlen  liegt." 


Zmurko-Fabian,  Lehrbuch  der  Mathematik.  —  Lemberg 
1876. 

p.  19:  „Die  Grofse  der  Abweichung  einer  Geraden  von 
der  Richtung  einer  anderen  Geraden  heifst  Winkel."^) 

Es  schliefsen  sich  Betrachtungen  über  den  Zusammenhang 
mit  der  Drehung  an. 

J.  K.  Becker,   Lehrbuch  d.  Elem.-Geom.  —  Berlin  1877. 

p.  14:  „Das  Gebilde  aus  zwei  in  einem  gemeinschaftlichen 
Endpunkte  0  zusammentreffenden  Strecken  OÄ,  OB  heifst  ein 
Winkel;  ...  vielmehr  betrachtet  man  den  Winkel  als  unver- 
ändert, wenn  man  die  Schenkel  beliebig  verlängert.  Es  kann 
mithin  als  das  zu  Vergleichende  nur  noch  der  Unterschied  in 
der  Stellung  der  Schenkel,  d.  h.  die  Grofse  der  Drehung 
übrig  bleiben,  durch  welche  der  eine  Schenkel  in  die  Lage  des 
andern  gebracht  werden  kann." 


^)  Das  anbegrenzte  Winkelblatt  wird  hier  Sektor  genannt  und  auch 
wohl  Sektor  mit  Winkel  identifiziert.  „Der  Sektor  DAC  stellt  den  von 
den  Geraden  A  C  and  A  D  eingeschlossenen  Winkel  vor.** 
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Besprechung  des  doppelten  Drehungssinnes. 

,,Den  Teil  der  Ebene^  durch  welchen  man  sich  den  einen 
Schenkel  bewegt  denkt,  damit  er  in  die  Lage  des  anderen 
kommt,  bezeichnet  man  als  die  Winkelfläche.  Die  Gröfse 
der  dazu  erforderlichen  Drehung  betrachtet  man  als  die  Grofse 
des  Winkels." 

J.  E.  Becker/)  Die  Elemente  d.  Geom.  auf  neuer  Grund- 
lage. —  Berlin  1877. 

p.  16:  „Treffen  zwei  gerade  Strecken  oder  2  Halbgerade 
in  einem  Punkte  zusammen,  so  sagt  man,  sie  bilden  einen 
Winkel  ...  Ursprünglich  ist  wohl  unter  einem  Winkel,  wie 
schon  daraus  hervorgeht,  dafs  man  von  seinem  Scheitel  und 
seinen  Schenkeln  spricht,  nichts  anderes  verstanden  worden, 
als  die  Figur,  welche  er  darstellt 

Die  Veränderung  der  Länge  der  Schenkel  hat  keinen  £in- 
flufs  auf  die  Gröfse  des  Winkels.  „Da  aber  durch  diese  Ver- 
änderung der  Schenkel  die  Figur  eine  andere  wird,  bleibt  als 
Inhalt  des  Begriffes  Winkel  nur  noch  eine  von  der  Länge  der 
Schenkel  unabhängige  Eigenschaft  dieser  Figur  übrig.'^ 

p.  34:  „Da  man  bei  der  Vergleichung  der  Winkel  von  der 
Länge  ihrer  Schenkel  abstrahiert,  so  bleibt  als  unterscheidendes 
Merkmal  derselben  nur  noch  die  Gröfse  der  Drehung  übrig, 
die  der  eine  Schenkel  in  der  Ebene  um  den  Scheitel  als  Mittel- 
punkt ausführen  mufs,  um  in  die  Lage  des  anderen  zu  ge- 
langen. Denn  nur  mit  der  Gröfse  dieser  Drehung  ändert  sich 
die  Figur  des  Winkels,  wenn  die  Länge  der  Schenkel  aufser 
Betracht  bleibt.  Denken  wir  uns  einen  Winkel  dadurch  ent- 
standen, dafs  wir  uns  die  beiden  Schenkel  ursprünglich  in 
eine  Gerade  zusammenfallend  vorstellen  und  dann  den  einen 
um  den  Scheitel  so  in  Drehung  versetzt,  dafs  er  immer  in 
derselben  Ebene  bleibt,  so  können  wir,  was  wir  an  dem  Winkel 
noch  betrachten,  auch  als  den  Drehungsabstand  zwischen 
den  beiden  Schenkeln  bezeichnen,  und  dies  macht  auch  den 
ganzen  Inhalt  dessen  aus,  was  wir  unter  einem  Winkel  ver- 
stehen, wenn  wir  ihn  als  selbständige  Figur  d*  h.  unabhängig 


^)  Auf  dieses  Zitat  möchte  ich  ganz  beBOnders  anfmerksam  machen. 
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von   dem  Teil  der  Ebene ,  zu   dessen  Begrenzung  er  gehört, 
betrachten/' 

Es  folgen  dann  noch  Betrachtungen  über  ganze  und  halbe 
Umdrehung. 

Behl,  Die  Darstellung  der  Planimetrie.  —  Hildesheim  1877. 

p.  8:  „Wenn  von  einem  Punkte  zwei  gerade  Linien  nach 
verschiedenen  Richtungen  hin  ausgehen,  oder  wenn  sich  zwei 
gerade  Linien  in  einem  Punkte  treiSen,  so  entsteht  ein  Winkel.'' 

,,Der  Raum  zwischen  den  Schenkeln  heifst  der  Winkel- 
raum und  die  Entfernung  der  beiden  Schenkel  nennt  man  die 
Schenkelweite  oder  die  Neigung  der  Schenkel.  Die  Grofse 
eines  Winkels  wird  bedingt  durch  die  Neigung  der  Schenkel 
zu  einander,  und  zwar  ist  ein  Winkel  um  so  gröfser,  je  weiter 
die  Schenkel  voneinander  entfernt^)  sind  und  umgekehrt-,  von 
der  Länge  der  Schenkel  ist  die  Oröfse  des  Winkels  unab- 
hängig." 

Boymann,  Lehrbuch  der  Mathematik  I.  Köln  u.  Neufs  1877. 

p.  6:  ,,Haben  zwei  Gerade  einen  Punkt  gemeinsam^  so 
haben  sie  verschiedene  Richtung;  haben  beide  Geraden 
verschiedene  Richtung,  so  sind  sie  ungleich  laufend,  schneiden 
sich  verlängert  in  einem  Punkte  und  bilden  an  dem  Durch- 
schnittspunkt durch  ihr  Zusammentreffen  einen  Winkel." 

p.  11:  ,,Ein  Winkel  entsteht  dadurch,  dals  zwei  gerade 
Linien  von  einem  Punkte  nach  verschiedener  Richtung 
auslaufen.  Die  Gröfse  des  Richtungsunterschiedes  hierbei 
ist  es,  was  man  Winkel  nennt 

Unter  Winkel  versteht  man  daher  die  Grofse  der  Drehung, 
welche  die  eine  von  zwei  von  einem  Punkte  ausgehenden  Ge- 
raden um  den  gemeinsamen  Punkt  hätte  machen  müssen,  um 
aus  der  Lage  der  anderen  in  ihre  Lage  zu  gelangen." 


Gilles,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  —  Heidelberg 
1877. 


')  Ein  höchst  unklarer  AuBclrack. 

Schotten,  der  plMiimetr.  Unterricht.    IL  11 
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p.  10:  ^yAlle  möglichen  Beziehungen  zweier  sich  schnei- 
denden Geraden  zu  einander  werden  erhalten,  wenn  sich  eine 
Gerade  um  einen  ihrer  Punkte  dreht,  bis  sie  in  die  ursprüng- 
liche Lage  zurückkehrt.  Bei  dieser  Drehung  verändert  sie  be- 
ständig ihre  Richtung,  welche  Richtungsänderung  von  der 
Gröfse  der  Drehung  abhängt/' 

„Der  Richtungsunterschied  wird  Winkel  genannt 


Heinz e,  Die  Elementargeometrie.  —  Berlin  1877. 
p.  20:  Winkel  und  Richtungsabweichung  werden  einfach 
identifiziert;  Verfasser  braucht  immer  das  zweite  Wort. 


Wohlgemuth,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Libau  1877. 

p.  3:  „Die  Abweichung  einer  Richtung  von  einer  andern 
nennt  man  den  Winkel  zwischen  diesen  beiden  Richtungen.'' 

p.  4:  „Die  GroDse  eines  Winkels  wird  abhängig  sein  von 
der  Abweichung  der  beiden  Schenkel.'' 

p.  5:  ,yWir  können  den  Winkel  auch  noch  in  anderer 
Weise  erklären:  Denken  wir  eine  beliebige  Gerade  um  einen 
ihrer  Endpunkte  gedreht,  so  wird  sie  nach  und  nach  immer 
verschiedene  Richtungen  annehmen,  und  in  jeder  neuen  Lage 
wird  sie  mit  ihrer  ersten  Lage  einen  bestimmten  Winkel  bilden, 
und  zwar  wird  dieser  Winkel  um  so  gröfser  sein,  je  weiter 
die  Gerade  aus  ihrer  ursprünglichen  Richtung  herausgedreht 
ist.  Der  Winkel  ist  also  hiernach  das  Mafs  für  die  Grofse 
der  Drehung  ..."  

Polster,  Geometrie  der  Ebene.  —  Würzburg  1877/78. 
(Progr.) 

p.  15:^)  „Jeder  von  den  beiden  Ausschnitten,  in  welche 
eine   Ebene   durch   zwei   von   demselben   Punkte   auslaufende 


^)  Im  Vorwort  sagt  der  VerfasserJ^  ^^Da  ich  Euklids  Definition 
des  Winkels  für  unfruchtbar  halte,  so  habe  ich  mich  der  Definition 
Bertrands  angeschloBsen,  wodurch  mit  Hälfe  der  modifizierten  Fassung 
des  9.  Axioms  das  11.  Axiom  Euklids  (oder  ein  Äquivalent  desselben) 
als  Axiom  entbehrlich,  als  Theorem  streng  beweisbar  wird/' 
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Strahlen  geteilt  wird,  heifst  ebener  Winkel   oder  Linien- 
Winkel." 

jfier  Winkel  ist  das  Mafs  für  die  Divergenz  seiner  Schenkel.'^ 


Focke  nnd  Erafs,  Lehrbacli  der  Geometrie.  —  Münster 
1878. 

p.  2:  yySchneiden  sich  zwei  gerade  Linien  in  einem  Punkte 
Ay  so  mufs  die  eine,  nm  in  die  Lage  der  anderen  zu  kommen, 
eine  bestimmte  Drehung  machen.  Die  Qröfse  dieser  Drehung 
heü38t  Winkel."  

Schmitz-Dumont,  Die  mathematischen  Elemente  der 
Erkenntnistheorie.  —  Berlin  1878. 

p.  275:  ,,Was  die  Richtung  anbelangt,  so  können  zwei 
Richtungen,  wie  zwei  Qualitäten  überhaupt,  nicht  absolut  mit 
einander  verglichen  werden,  sondern  nur  dadurch,  dafs  sie  auf 
eine  dritte  bezogen  und  das  Mafs  ihrer  Unterschiede  von^dieser 
dritten  verglichen  wird."*) 

„Der  einfachste  Fall  zweier  zu  vergleichenden  Richtungen 
findet  statt,  wenn  zwei  Richtungen  denselben  Ausgangspunkt 
haben.  In  diesem  Falle  kann  man  die,  einer  von  diesen  Rich- 
tungen kontradiktorisch  entgegengesetzte,  als  die  dritte  feste 
Richtung  annehmen,  von  welcher  aus  die  Richtungsunter- 
schiede zu  messen  sind.^  Ein  Gebilde,  dessen  Elemente  einen 
gemeinsamen  Punkt  haben,  wobei  aber  die  Ausdehnungen  un- 
bestimmt bleiben,  gleichgültig  für  die  jeweilige  Betrachtung, 
nennt  man  Winkel."") 

Unverzagt,*)  Der  Winkel  etc.  —  Wiesbaden  1878. 


')  Man  vergleiche  meine  AiufQhrangen  aof  Seite  107. 

*)  Wozu  dieser  Umweg,  der  idem  per  idem  zu  erklären  Veran- 
lassmig  giebt. 

*)  So  Bahr  ich  sonst  in  vielen  Beziehungen  mit  dem  Verfasser 
übereinstimme,  bei  dieser  Definition  scheint  er  mir  in  Künstelei  ver- 
fallen zu  sein  und  darüber  das  eigentliche  Wesen  des  za  erklärenden 
Begriffs  übersehen  zu  haben. 

*)  Auf  dieses  Zitat  möchte  ich  besonders  hinweisen. 

11* 
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p.  11:  ,yDie  Definition  eines  Winkels  kann  verschieden  ge- 
geben werden.  Es  kann  dieser  zweite  Eonstruktionsbegriff 
geometrischer  Betrachtung  —  die  Strecke  als  ersten  an- 
genommen —  aufgefafst  werden  als  das  Lagengebilde  zweier 
Strahlen,  die  von  einem  Punkte  aus  gezogen  sind,  oder  als 
ein  Ausschnitt  aus  einer  Ebene.  Wie  man  aber  die  Strecke 
als  Stellendifferenz  ihrer  Endpunkte  behandeln  darf,  so  kann 
man  den  Winkel  als  die  Richtungsdifferenz  seiner  Schenkel  defi- 
nieren. Wir  werden  ihn  im  folgenden  vorwiegend  als  die 
Grofse  der  Drehung  auffassen,  die  sein  einer  Schenkel  be- 
schreiben mufs,  bis  er  mit  dem  andern  zusammenfallt.  Dafs 
dabei  zugleich  die  kürzeste  Drehung  gemeint  ist,  und  nicht 
etwa  eine  konische,  mag  noch  hinzugesetzt  werden/' 


Jungh  ans,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  —  Berlin  1879. 

p.  4:  „Ein  Winkel  entsteht,  wenn  swei  gerade  Linien  von 
demselben  Punkte  ausgehen.'' 

„Ein  Winkel  ist  der  ebene,  nach  einer  Seite  hin  an- 
begrenzte Raum  zwischen  zwei  beliebig  langen  geraden  Linien, 
welche  von  demselben  Punkte  ausgehen.  Er  giebt  die  Grofse 
der  Abweichung  an,  welche  zwischen  den  Richtungen  der 
beiden  Geraden  stattfindet." 


Eorneck,  Genetische  Behandlung  der  Planimetrie.  — 
Kempen  1879.   (Progr.  125.) 

p.  12:  „Ein  Winkel  ist  ein  Teil  der  Ebene,  welcher  von 
zwei  Strahlen  begrenzt  wird,  die  einen  gemeinsamen  Anfangs- 
punkt haben."  ^) 

Leesekamp,  Die  Elemente  der  ebenen  Geometrie.  — 
Kassel  1879. 

p.  6:  „Den  Richtungsunterschied  zweier  Strahlen  mit  ge- 
meinschaftlichem Strahlenpunkte  neunt  man  einen  Winkel/' 

*)  Einer  solchen  Definition  in  einer  aasdrücklich  als  genetisch  be- 
zeichneten Planimetrie  zu  begegnen,  ist  eigentlich  wunderbar. 


-     165    - 

^,Em  Winkel  kann  dadurch  entstanden  gedacht  werden, 
dafs  ein  Strahl  um  seinen  Strahlenpunkt  gedreht  wird/' 

„Der  leichteren  Vorstellung  halber  erklärt  man  auch  den 
Winkel  als  die  von  den  Schenkeln  teilweise  begrenzte  Ebene/' 


Mink^  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Elberfeld  1879. 

p.  5:  „Ein  Winkel  ist  ein  Teil  einer  unbegrenzten  Ebene, 
der  durch  zwei  von  einem  Punkte  ausgehenden  Geraden  un- 
vollständig begrenzt  wird/' 

„Ein  Winkel  kann  entweder  gedacht  werden,  indem  man 
sich  vorstellt,  der  eine  von  den  beiden  Schenkeln  sei  fest- 
liegend und  der  andere  werde  von  jenem  aus  durch  Drehung 
um  den  Scheitelpunkt  in  seine  Lage  übergeführt.  Je  weiter 
diese  Drehung  fortgesetzt  werden  mufs,  desto  gröfser  ist  der 
Winkel.  Es  hängt  daher  die  Gröfse  eines  Winkels  nicht  von 
der  Länge  der  Schenkel,  sondern  von  dem  Mafse  der  Drehung 
oder  von  der  Entfernung  der  beiden  Schenkel  ab.^' 


Schlegel,  Geometrie.  —  Wolfenböttel  1879. 

p.  23:  „Wenn  ein  Punkt  auf  einer  Geraden  seine  Lage 
ändert,  so  wird  die  Gröfse  der  Bewegung  durch  die  von  dem 
Punkte  zurückgelegte  Strecke  veranschaulicht  und  gemessen.  — 
Wenn  dagegen  eine  Gerade  in  einer  Ebene  sich  bewegt,  so 
kann  die  Gröfse  der  Bewegung  nicht  durch  die  Gröfse  des 
Flächenstückes  bestimmt  werden,  welches  von  der  Geraden 
beschrieben  wird.  Denn  dieses  Flächenstück  ist,  wie  die  Ge- 
rade selbst,  von  unbestimmter  (unendlicher)  Gröfse.^)  — Während 
aber  die  Gröfse  der  Verschiebung  einer  Geraden  wenigstens 
durch  die  von  einem  ihrer  Punkte  zurückgelegte  Strecke  ver- 
anschaulicht oder  gemessen  werden  kann,  findet  für  die  Gröfse 
der  Drehung  einer  Geraden  nichts  ähnliches  statt.    Li  ihrer 


')  Meinea  EracMens  macht  das  für  die  Yorstellbarkeit  nichts  ans. 
Es  hätte  also  wohl  gesagt  werden  können,  dafs  die  Gröfse  der  Be- 
wegung in  dem  Flächenstack  (besser:  Ebenenstück)  yeranschanlicht 
wird  —  allerdings  nur  insofern  als  man  auf  die  begrenzenden  Schenkel 
seine  Anfinerksamkeit  richtet,  nicht  auf  die  wirkliche  Gröfse  des  Stückes : 
yieUeicht  könnte  man  von  der  Breite  des  Ebenenstückes  sprechen. 
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Beurteilung  mufs  das  Auge  sich  ebenso  üben,  wie  in  derjenigen 
der  Bewegungsgrofse  eines  Punktes ,  wenn  nur  Anfangs-  und 
Endstellung  desselben,  nicht  aber  die  yerbindende  Gerade  ge- 
geben ist/'^) 

„Die  Drehungsgröfse  zwischen  zwei  Geraden  heifst  ihr 
Winkel."*) 

(„Anm.  Ein  Schenkel  des  Winkels  beschreibt  bei  einer 
Drehung  einen  Teil  der  Ebene.*') 

,,Ebenso  hat  der  Winkel  (wie  die  Strecke)  eine  doppelte 
Bedeutung.  Er  ist  erstens  das  Mafs  ftlr  die  Drehung  einer 
Strecke  in  einer  Ebene,  zweitens,  insofern  man  darunter  das 
von  den  Schenkeln  eingeschlossene  Ebenenstück  versteht,  ein 
Teil  der  Ebene  selbst."') 

Schweder,  Lehrbuch  der  Planimetrie.  —  Riga  1879. 

p.  5:  „Gehen  von  einem  Punkte  zwei  verschiedene  Gerade 
aus,  so  haben  sie  verschiedene  Richtung  und  bilden  einen 
Winkel.  Ein  Winkel  ist  die  Abweichung  der  Rich- 
tungen zweier  Geraden  von  einander." 

„Die  Grofse  des  Winkels  ist  von  der  Länge  seiner  Schenkel 
unabhängig,  und  es  kommt  dabei  nur  auf  die  Verschiedenheit 
der  Richtungen  an.  Von  dieser  erhält  man  am  besten  eine 
deutliche  Vorstellung,  wenn  man  sich  den  Winkel  durch 
Drehung  entstanden  denkt" 


Henrici  und  Treutlein,  Lehrbuch  der  Elementar-Geo- 
metrie.  —  Leipzig  1881. 

p.  10:  „Ein  zwischen  zwei  Halbstrahlen  eines  Punktes 
befindlicher  (unvollständig  begrenzter)  Teil  der  Ebene  heilst 
ein  Winkel . . .  Der  Winkel  giebt  die  Neigung  oder  den 
Richtungsunterschied  der  beiden  Halbstrahlen  an." 

^)  Was  doch  nicht  schwer  ist. 

')  Worom  weicht  der  Verfasser  von  der  daalen  GegenühereteUung 
mit  der  Strecke  ah?  Dann  wäre  wohl  das  Resultat  gewonnen  worden: 
Die  Drehungsgröfse  wird  gemessen  etc.  Man  heachte  die  weiteren 
Auseinandersetzungen. 

^  Ich  glauhe  jetzt  in  meinen  Ausführungen  auf  Seite  121  f.  das  wahre 
Verhältnis  zwischen  diesen  beiden  Bedeutungen  klargelegt  zu  haben, 
indem  ich  die  Yergleichung  mit  der  Strecke  konsequent  durchführte. 


—     167     — 

^^in  Winkel  kann  aufgefafst  werden  als  durch  Drehung 
eines  Halbstrahles  entstanden/' 


Menger,  Grundlehren  der  Geometrie.  —  Wien  1881. 

p.  8:  ;;Die  unbegrenzte  Ebene  wird  durch  eine  Gerade  in 
zwei  halbbegrenzte  Ebenen  (Halbebenen)  geteilt;  zwei  parallele 
Gerade  begrenzen  einen  Streifen  (ein  Band),  zwei  sich  schnei- 
dende Gerade  teilen  die  unbegrenzte  Ebene  in  vier  Winkel. 

Ein  ebener  Winkel  ist  ein  Teil  der  EbenC;  der  von  zwei 
Strahlen  begrenzt  wird.'' 

yyDreht  sich  ein  Strahl  um  seinen  Anfangspunkt,  so  be- 
schreibt er  einen  Winkel;  man  kann  sich  jeden  Winkel  durch 
Drehung  eines  Strahles  entstanden  denken." 

y,Man  betrachtet  daher  den  Winkel  als  ein  Mals  des 
Richtungsunterschiedes  zweier  Strahlen." 


Milinowskiy  Die  Geometrie.  —  Leipzig  1881. 

p.  1 :  „Das  MaTs  für  den  Bichtungsunterschied  zweier  Ge- 
raden heilst  Winkel." 

ffEin  Winkel  entsteht  auch,  wenn  eine  Gerade  sich  um 
einen  ihrer  Punkte  dreht;  daher  ist  der  Winkel  das  Mafs  für 
die  Drehung  einer  Geraden." 


Petersen,  Lehrbuch  der  elementaren  Planimetrie.  — 
Kopenhagen  1881. 

p.  9:  ,,Dreht  sich  eine  Gerade  um  einen  ihrer  Punkte, 
bis  sie  wieder  in  ihre  Anfangslage  zurückkehrt,  so  sagt  man, 
daCs  sie  eine  ganze  Umdrehung  gemacht  hat;  dreht  sie  sich 
nicht  um  so  yiel,  so  bestimmt  man  ihre  Lage  dadurch,  dafs 
man  angiebt,  einen  wie  grofsen  Teil  der  ganzen  Umdrehung 
sie  zurückgelegt  hat.  Man  sagt,  dafs  die  Linie  einen  gewissen 
Winkel  mit  ihrer  ursprünglichen  Lage  bildet,  und  der 
Winkel  zwischen  zwei  Geraden  ist  also  der  Teil  einer 
ganzen  Umdrehung,  den  die  eine  Gerade  zurücklegen 
mufs,  um  die  andere  zu  decken." 
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Ziegler,  GrundriTs  der  ebenen  Geometrie.  —  Landshnt  1881. 
p.  1:  y^Durch  zwei  auf  einer  Ebene  sich  schneidende  Ge- 
rade entstehen  vier  Felder,  welche  Winkel  heilsen" 


FeauXy  Lehrbuch  der  elem.  Planimetrie.  —  Paderborn  1882. 

p.  10:  „Die  gegenseitige  Lage  zweier  Linien  führt  zu  der 
Vorstellung  des  Winkels.  Unter  Winkel  versteht  man  nämlich 
den  Unterschied  der  Richtung  zweier  Geraden/' 

Es  wird  dann  die  Drehung  erwähnt  und  es  ist  auch  yon 
einem  Mafs  der  Drehung  die  Rede,  das  durch  die  Grofse  des 
Kreisbogens  gegeben  sei.  ^    « 


Heger,  Leitfaden  für  den  geometrischen  Unterricht.  — 
.Breslau  1882. 

p.  3:  „Zwei  in  demselben  Punkte  einseitig  begrenzte  Ge- 
rade einer  Ebene  teilen  die  Ebene  in  zwei  Felder,  welche 
Winkel  genannt  werden." 

„Die  Abweichung  der  Richtungen  zweier  sich  schneidenden 
Geraden  wird  durch  den  Winkel  gemessen,  den  die  Geraden  ein- 
schliefsen;  je  gröfser  dieser  Winkel  ist,  umsomehr  sind  die 
Richtungen  verschieden." 


Eommerell-Fink,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  — 
Tübingen  1882. 

p.  7:  „Zwei  Gerade  teilen  die  Ebene  in  vier  Teile,  welche 
man  Winkelräume  oder  kurz  Winkel  nennt;  da  jede  Ge- 
rade eine  Richtung  bezeichnet,  so  ist  ein  Winkel  der  Rich- 
tungsunterschied zweier  Geraden." 


Löser,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  —  Weinheim  1882. 

p.  11:  „Zwei  Strahlen,  die  von  demselben  Punkte  aus- 
gehen, teilen  die  Ebene,  in  welcher  sie  liegen,  in  zwei  Teile. 
Jeder  dieser  Teile  heifst  ein  Winkel." 

„Man  erhält  eine  Vorstellung  von  der  Grofse  eines  Win- 
kels, wenn  man  sich  einen  der  beiden  Schenkel  in  der  Ebene, 
worin  er  liegt,  um  den  Scheitelpunkt  dreht  oder  stetig  gedreht 
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denkt,  bis   er  mit  dem  andern  zusammenfallt;  je  gröfser  die 
Drehung,  desto  gröfser  ist  der  Winkel  und  umgekehrt'* 

J.  E.  Becker,  Die  Mathematik  als  Lehrgegenstand  des 
Gymnasiums.  —  Berlin  1883. 

p.  56:  ,,. . .,  so  kann  der  Winkel  und  der  Drehungsabstand 
zwischen  seinen  Schenkeln,  damit  zugleich  der  Kreis  und  dessen 
Benutzung  zur  Messung  der  Winkel  angenommen  werden.'' 

Schindler,  Die  Elemente  der  Planimetrie.  —  Berlin  1883. 

p.  14:  ,,Wenn  die  eine  von  den  beiden  sich  schnei- 
denden Geraden,  durch  welche  die  Ebene  bestimmt  ist,  sich 
um  einen  ihrer  Punkte  dreht,  so  wird  die  Richtungsverschie- 
denheit  zweier  von  dem  festen  Drehpunkte  ausgehenden  Rich- 
tungen durch  entsprechende  Drehung  des  Auges  etc.  wahrge- 
nommen/' 

„Winkel  heifst  die  Richtungs-Verschiedenheit  zweier  von 
einem  Punkte  ausgehenden  Richtungen." 

„Der  Winkel  ist  eine  Drehungsgröfse." 


Hoch,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  —  Halle  1884. 

p.  10:  „Bewegt  sich  ein  Punkt  auf  einer  Geraden,  so  wird 
die  Gröfse  der  Bewegung  durch  die  von  dem  Punkte  zurQck- 
gelegte  Strecke  gemessen.  . . .  Dreht  sich  eine  Gerade  um  einen 
in  ihr  liegenden  Punkt,  so  kann  diese  Drehung  mit  den  bisher 
bekannten  Bestimmungsstücken  nicht  gemessen  werden,  es  muCs 
deshalb  eine  neue  Gröfse  eingeführt  werden,  welche  bestimmt 
ist,  Drehungen  zu  messen." 

„Unter  einem  Winkel  versteht  man  das  Mals  der  Drehung 
zwischen  zwei  Geraden."^) 


^)  Völlig  unsere  Ansicht.  Auch  Hoch  kommt  zu  diesem  Besnltat, 
indem  er  von  den  Betrachtrngen  bei  der  Strecke  ausgeht  and  sie  analog 
anf  den  Winkel  überträgt.  Ich  benutze  diese  Gelegenheit,  nm  noch 
darauf  hinzuweisen,  wie  bei  dieser  Betrachtungsweise  Strecke  und 
Winkel  zwar  yOllig  analoge  Eesultate  geben,  aber  doch  insofern  gegen- 
überstehen, als  die  eine  ein  Gebilde  erster  Stufe,  der  andere  ein  solches 
zweiter  Stufe  darstellt.  Sie  sind  zugleich  die  beiden  einzigen  Elemente 
der  geradlinigen  Figuren,  sodafs  sie,  wenn  man  nur  noch  den  Kreis 
hinzunimmt,  das  gesamte  Material  der  Planimetrie  darbieten. 
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„Denkt  man  sich  die  beiden  Schenkel  eines  Winkels 
durch  Fortbewegung  eines  Punktes  entstanden  (und  zwar  ist 
der  Scheitelpunkt  dann  immer  der  Anfangspunkt),  so  giebt  ein 
Winkel  auch  den  Unterschied  der  Richtung  an,  welcher  zwischen 
den  Bewegungen  eines  Punktes  längs  der  Schenkel  stattfindet.^ 


Eambly,    Die   Elementar-Mathematik.  —  Breslau  1884. 

p.  5:  Wenn  man  aus  einem  Punkte  zwei  gerade  Linien 
(nach  verschiedenen  Richtungen)  zieht,  so  entsteht  ein  gerad- 
liniger Winkel. 

Ein  geradliniger  Winkel  ist  also  der  Richtungsonterschied 
(die  Abweichung)  zweier  von  einem  Punkte  ausgehenden  ge- 
raden Linien.^' 

„Dreht  man  den  einen  Schenkel  um  den  Scheitel,  bis  er 
in  die  Richtung  des  anderen  Schenkels  fallt,  so  giebt  diese 
Drehung  die  Gröfse  der  Abweichung  der  beiden  Schenkel  an/' 


Gaufs,  Die  Hauptsätze  etc.  I.  —  Bunzlau  1885. 

p.  81:  ,,Jede  der  beiden  Teile,  in  welche  die  Ebene  durch 
zwei  von  einem  Punkte  ausgehende  Strahlen  zerlegt  wird,  heifst 
ein  Winkel."  

Koppe,  Planimetrie.  —  Essen  1885. 

p.  5:  ,,Wenn  man  in  einer  unbegrenzten  Ebene  von  einem 
beliebigen  Punkte  aus  zwei  Linien  zieht  und  sich  dieselben  un- 
begrenzt  fortlaufend  denkt,  so  schneiden  diese  beide  Linien 
von  der  unbegrenzten  Ebene  ein  Stück  aus,  welches  sich  nach 
einer  Seite  hin  ins  Unendliche  erstreckt,  nach  zwei  Seiten  aber 
durch  die  Linien  begrenzt  wird.  Man  nennt  dasselbe  einen 
Winkel." 

„Ein  Winkel  entsteht  durch  Drohung  eines  Strahles  um 
seinen  Ausgangspunkt." 

Recknagel,  Ebene  Geometrie.  —  München  1885. 
p.  11:   „Beschränkt   man   die  Betrachtung  auf  zwei  von 
eiuem  Punkt  ausgehende  Strahlen,  so  ist  deutlich,  dafs  man  den 
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einen  derselben  am  ihren  gemeinschaftlichen  AusgangspuDkt 
drehen  kann,  bis  er  in  die  Lange  des  anderen  kommt.  Die 
Groüse  dieser  Drehong  heifst  der  Winkel,  den  die  beiden 
Strahlen  mit  einander  bilden.'' 

,,Der  zwischen  den  Schenkeln  eines  Winkels  enthaltene 
unbegrenzte  Ausschnitt  der  Ebene  heifst  Winkeleben^/' 


Stegmann,  Die  Grundlehren  d.  eb.  Geometrie.  —  Kempten 
1886. 

p.  8:  „Gehen  von  einem  Punkte  zwei  Strahlen  aus,  so 
heifst  die  Gröfse  der  Drehung  um  den  gemeinsamen  End- 
punkt, durch  welche  der  eine  Strahl  in  die  Lage  des  anderen 
übergeführt  wird,  Winkel/' 

„Der  Winkel  giebt  den  Richtuugsunterschied  zweier 
Strahlen  an.'' 

F.  Fischer,  Anfangsgründe  der  Mathematik.  IL  —  Leipzig 
1887. 

p.  10:  „Zwei  Strahlen  AB  und  ÄC,  welche  von  demselben 
Punkte  Ä  nach  verschiedenen  Richtungen  auslaufen,  bilden 
einen  Winkel." 

„Der  Winkel  mifst  den  Richtungsuuterschied  zwischen 
seinen   beiden   Schenkeln." 


Lieber  und  von  Lühmann,  Planimetrie.  —  Berlin  1887. 

p.  4:  „Ein  Winkel  entsteht^  wenn  man  von  einem  Punkte 
nach  verschiedenen  Richtungen  hin  gerade  Linien  zieht" 

„Durch  einen  Winkel  wird  der  Richtungsunterschied 
zweier  von  einem  Punkte  ausgehenden  Geraden  gemessen,  d.  h. 
er  giebt  an,  um  wie  viel  eine  Gerade  der  Richtung  nach  von 
der  anderen  abweicht." 


Rausenberger,  Die  Elementargeometrie.  —  Leipzig  1887. 

p.  29:  „Wir  nennen  nun  ein  aus  zwei  von  einem  Punkte 

ausgehenden  SLalbgeraden  zusammengesetztes  Gebilde,  insofern 
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es  durch  eine  Drehung  bestimmter  Art^)  erzeugt  ist,  einen 
Winkel." 

Es  wird  dann  vom  Vergleichen  und  Messen  der  Winkel 
gesprochen  und  auf  die  Analogie  mit  den  Strecken  hinge- 
wiesen. 

p.  30:  „Bemerkt  zu  werden  verdient,  dafs  alle  Winkel- 
messungen erst  nach  Einführung  der  Ebene  einen  Sinn  haben, 
wenn  auch  das  Winkelgebilde  selbst  von  der  Ebene  anab- 
hängig erscheint;*)  denn  das  Addieren  zweier  Winkel  durch 
Auseinanderlegen  hat  nur  dann  einen  präzisen  Sinn,  wenn 
dabei  die  Winkel  in  dieselbe  Ebene  gebracht  werden."') 

Naturgemäfse  Einheiten  des  Messens. 

Seeger,  Die  Elemente  der  Geometrie.  —  Wismar  1887. 

p.  8:  „Zwei  von  einem  Punkte  auslaufende  gerade  Linien 
bilden  einen  Winkel." 

„Einen  Winkel  kann  man  sich  immer  dadurch  entstanden 
denken,  dafs  ein  ursprünglich  mit  dem  einen  Schenkel  zn- 
sammenfallender  Halbstrahl  sich  um  den  Scheitelpunkt  so 
lange  gedreht  hat,  bis  er  in  die  Lage  des  anderen  Schenkels 
gelangt  ist,  und  nach  der  Grofse  der  hierzu  erforderlichen 
Drehung  hat  man  die  Grofse  des  Winkels  zu  beurteilen.^ 


Wernicke,  Die  Grundlage  der  Euklidischen  Geometrie. 
—  Braunschweig  1887.  (Prog.  638.) 

p.  30:  „Zwei  Halbstrahlen,  welche  in  ihren  Grenzpunkten 
zusammenstofsen,  sollen  in  ihrer  Vereinigung  Winkelstrahl 
genannt  werden." 

p.  32:  „Da  ein  Winkelstrahl  stets  eine  Ebene  bestimmt^ 
so  liegt  es  nahe,  den  Teil  der  Ebene,  welcher  durch  den  Win- 

^)  Nämlich  die  kürzeste  Drehimg. 

*)  Dann  müfsten  StreckenmeBSUDgen  erst  nach  EinfÜhrang  der 
Geraden  Sinn  haben  und  andererseits  die  Strecke  von  der  Geraden 
unabhängig  erscheinen.  Es  scheint  doch,  als  ob  der  Zusammenhang 
zwischen  Winkel  und  Ebene  nicht  genügend  klar  erfafst  sei 

^)  So,  wie  die  Strecken  in  dieselbe  Gerade  gelegt  werden  müssen, 
wenn  wir  sie  addieren  wollen.  —  Die  Addition  muTs  allerdings  derartige 
Yotaussetzungen  machen,  aber  nicht  die  Vergleichong  überhaupt 
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kelstrahl    begrenzt   wird,    in   gewisser  Weise    auszuzeichnen: 
wir  nennen  denselben  einen  Winkel/' 

^^ntstehung  des  Winkels  durch  Drehung  eines  Schenkels/' 


BeeZ;  Über  Euklidische  und  Nicht-Euklidische  Geometrie. 
—  Plauen  1888. 

p.  11:  „Nach  der  Definition  der  Ebene  folgt  bei  Euklid 
die  des  Winkels:  ^Ein  geradliniger  Winkel  ist  die  Neigung 
zweier  Geraden,  die  in  einer  Ebene  in  einem  Punkte  zusam- 
mentreffen/ Da  der  Winkel  um  so  kleiner  ist,  je  grofser  die 
Neigung,  so  würde  der  Begriff  Neigung  durch  einen  anderen 
z.  B.  Abweichung,  welche  mit  dem  Winkel  ab-  und  zunimmt, 
zu  ersetzen  sein.  Mit  dieser  Erklärung  ist  jedoch  der  Sprach- 
gebrauch nicht  allenthalben  im  Einklang.  Man  sagt  z.  B.  ein 
Punkt  liegt  in  einem  Winkel,  zwei  Winkel  lassen  sich  zur 
Deckung  bringen,  vier  rechte  Winkel  erfßllen  die  Ebene  und 
meint  damit  etwas  Anderes  als  eine  blofse  Abweichung  zweier 
Geraden.^)  Der  Ausdruck  Winkel  hat  offenbar  eine  doppelte 
Bedeutung,  zuerst  die  einer  Baumgröfse,  eines  Ausschnittes 
aus  der  Ebene,  der  durch  zwei  in  einem  Punkte  zusammen- 
treffende Gerade  gebildet  wird  und  zweitens  die  in  einer  Lagen- 
beziehung zwischen  denselben  Geraden,  von  denen  jede  durch 
eine  gewisse  Drehung  mit  der  anderen  zur  Deckung  gebracht 
werden  kann.  Die  Grofse  dieser  Abweichung  oder  Drehung, 
durch  welche  sie  zum  Zusammenfallen  gebracht  werden  können, 
wird  ebenfalls  Winkel  genannt.  Die  Definition  des  Winkels 
als  Unterschied  zweier  Richtungen  ist  eine  unklare  Bezeichnung 
für  dieselbe  Beziehung/'^) 


Feld  und  Serf,  Leitfaden  für  den  geometrischen  Unter- 
richt. —  Wiesbaden  1888. 

p.  1:  „Ein  Winkel  ist  die  Richtungsverschiedenheit®) 
zweier  von  einem  Punkte  ausgehenden  Geraden.'' 


^)  Man  vergleiche  das  Zitat  aus  Baltzers  Elementen. 
')  Diese  letzte  Bemerkung  ist  sehr  treffend. 

')  Dafs  damit  d.  h.  statt  Unterschied  Verschiedenheit  zu  setzen, 
nicht  ?iel  oder  nichts  gewonnen  ist,  habe  ioh  gezeigt. 
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Reidt,  Planimetrie,  —  Berlin  1888. 

p.  5:  „Gehen  zwei  Gerade  (Strahlen)  von  einem  gemein- 
schaftlichen  Punkte  aus,  so  heifst  die  Gröfse  der  Drehung 
um  diesen  Punkt,  welche  die  eine  Gerade  machen  mafs,  um 
in  die  Lage  der  anderen  zu  gelangen,  der  Winkel  dieser  Ge- 
raden. Derselbe  giebt  die  Neigung  der  beiden  Strahlen  zu 
einander  oder,  mit  anderen  Worten,  den  unterschied  ihrer 
Richtungen  an."  

Rottok,  Lehrbuch  der  Planimetrie.  —  Leipzig  1888. 

p.  3:  „Dreht  man  eine  nach  einer  Seite  hin  unbegrenzte 
gerade  Linie  um  einen  festen  Punkt  so  in  einer  Ebene,  da£s 
sie  aus  einer  Richtung  in  eine  andere  gelangt,  so  nennt  man 
die  Gröfse  der  dabei  vollbrachten  Drehung  Winkel." 

„Die  Gröfse  eines  Winkels  ist  unabhängig  von  der  Uuige 
seiner  Schenkel,  aber  abhängig  von  dem  Richtungsuntersckiede 
derselben.  Den  Richtungsunterschied  zweier  Schenkel  nennt 
man  auch  ihre  Neigung  zu  einander.  Ein  Winkel  ist  daher 
auch  das  Mafs  für  die  Neigung  zweier  Geraden  zu  einander." 


Spitz,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  —  Leipzig  1888. 

p.  12:  „Denkt  man  sich  von  zwei  zusammenfallenden  und 
sich  in  ihren  Anfangspunkten  deckenden  Strahlen  den  einen 
um  diesen  Punkt  stets  in  gleichem  Sinne  und  in  einerlei  Ebene 
in  irgend  eine  andere  Lage  gedreht,  so  nennt  man  die  Gröfse 
der  jedesmaligen  Drehung  den  von  den  beiden  Strahlen  ge- 
bildeten Winkel."  

Frankenbach,  Lehrbuch  der  Mathematik.  L  —  Liegnitz 
1889. 

p.  10:  „Nimmt  man  einen  von  zwei  im  Punkte  0  sich 
schneidenden  Strahlen  OÄ  als  festliegend  an,  so  kann  der  zweite 
Strahl  OB  durch  Drehung  um  den  gemeinsamen  Endpunkt  0 
mit  OÄ  zur  Deckung  gebracht  werden.  Der  hierbei  von  dem 
Strahl  zurückgelegte  Weg  heifst  WinkeL"^ 

i)  Man  vergleiche,  um  sich  £[larheit  za  verschaffen,  die  betreffen- 
den Betrachtangen  bei  zwei  gegebenen  Ponkten.   Man  würde  wohl  auch 
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;yDie  Grofse  eines  Winkels  hängt  von  der  Grolse  der 
Drehung;  nicht  aber  von  der  Länge  der  Schenkel  ab/' 

y^Die  Schenkel  eines  Winkels  bestimmen  zwei  verschiedene 
Sichtungen;  daher  kann  der  Winkel  als  ein  Mals  des  Bich- 
tungsunterschiedes  zweier  Strahlen  angesehen  werden.^' 


Eochy  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  —  Bavens- 
burg  1889. 

p.  9:  ^Durch  zwei  Strahlen ,  die  von  einem  Punkte  aus- 
gehen ^  wird  ein  Stück  der  Ebene  abgegrenzt:  der  Winkel/' 

y^Dreht  sich  ein  Strahl  um  seinen  Anfangspunkt  von  einer 
ersten  zu  einer  zweiten  Lage,  so  durchläuft  er  einen  Winkel/' 


H.  Müller,  Über  den  ersten  planimetrischen  Unterricht. 
—  Berlin  1889  (Progr.  68). 

p.  15:  „Ein  Winkel  ist  ein  von  zwei  Strahlen,  die  von 
einem  Punkte  ausgehen,  begrenzter  Teil  der  unendlichen  Ebene.^' 

,yDie  Grofse  hängt  nur  davon  ab,  wie  weit  sich  der  zweite 
Schenkel  vom  ersten  bei  der  Drehung  um  den  gemeinsamen 
Punkt  entfernt  hat." 

Schräm  und  Schüssler,  Vorschule  der  Mathematik.  — 
Wien  1889. 

p.  125:  ,;Unter  dem  Winkel  zweier  Geraden,  die  von 
einem  Punkte  ausgehen,  versteht  man  die  Grofse  der  Drehung 
nm  diesen  Punkt,  durch  welchen  die  eine  Gerade  in  die  Lage 
der  andern  gelangt.^ 

„Der  durch  die  Drehung  des  einen  Schenkels  beschriebene 
Teil  der  Ebene  heilst  das  Winkelblatt  des  Winkels." 

„Durch  den  Winkel  wird  der  Bichtungsunterschied  zweier 
Geraden  näher  bestimmt" 


dort  nicht  sagen,  der  Weg,  den  der  eine  Punkt  zurücklegt,  heiTst 
Strecke,  sondern,  der  Weg  kommt  in  der  Strecke  zur  Anschannng,  wird 
darch  die  Sirecke  gemessen.  Danach  ist  der  Ausdruck  auch  hier  zu 
modifizieren. 
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Uth,  Leitfaden  der  Planimetrie.  —  Kassel  1889. 

p.  4:  „Der  Bichtungsunterscliied  zweier  Strahlen  mit  dem- 
selben Anfangspunkte^  gemessen,^)  heifst  der  Winkel^  welchen 
die  Strahlen  miteinander  bilden.''  99!^^^  von  den  Sehenkeln 
des  Winkels  begrenzte  Teil  der  Ebene  heilst  Winkel  fläche 
(Winkelfeld)."  

Haller  yon  Hallerstein,  Lehrbuch  der  Elementar- 
Mathematik.  —  Berlin  1890. 

p.  5:  „Dreht  sich  ein  Strahl  um  seinen  Endpunkt  P  aus 
seiner  ursprünglichen  Lage  PÄ,  so  sagt  man,  der  Strahl  be- 
schreibe einen  Winkel;  wenn  er  sich  z.  B.  bis  in  die  Lage 
PB  gedreht  hat,  so  hat  er  den  Winkel  APB  beschrieben. 
Dieser  Winkel  ist  um  so  gröfser,  je  weiter  sich  PA  um  P 
gedreht  hat.  Daher  ist  der  Winkel  das  Mafs  für  die 
Drehung  eines  Strahles  um  seinen  Endpunkt,  d.  h.  er 
giebt  die  Gröfse  der  Drehung  an,  welche  ein  Strahl  ausführen 
mufs,  um  in  die  Lage  eines  andern  zu  gelangen.'' 


Mar  tu  8,  Raumlehre  L  —  Bielefeld  1890. 

p.  10:  „Zieht  man  von  einem  Punkte  aus  zwei  gerade 
Linien  nach  verschiedenen  Richtungen,  so  entsteht  ein  Winkel.'^ 

„Von  der  Verschiedenheit  der  Richtung  des  zweiten  Schenkels 
gegen  die  des  ersten  hängt  die  Gröfse  des  Winkels  ab." 

„Ein  Zirkel,  den  man  immer  weiter  öffnet,  zeigt  uns  das 
Wachsen  des  Winkels  mitzunehmender  Richtungsänderung." 


Mo r off,  Das  Winkelfeld.  —  Hof  1890.    (Progr.) 
Der  Verfasser  ist  zu  seiner  Arbeit  durch  die  Winkelariikel 
im    20.   Jahrgänge    der   Hoffmannschen   Zeitschrift    angeregt 
worden.     Den   vom  Verfasser  des  vorliegenden  Werkes  her- 


^)  Womit  oder  wodurch  F  Wie  ist  es  zu  erklären,  dalJB  etwu,  wenn 
es  gemessen  wird  —  wobei  es  doch  weder  sein  Wesen  noch  sonst  irgend 
etwas  ändert  — ,  einen  neuen  Namen  erM>lt?  Denn  nur  darum  würde 
es  sich  nach  dieser  Erklärung  handeln.  Was  hätte  es  andererseits  aber 
auch  für  einen  Zweck,  den  Namen  zu  wechseln? 
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rührenden  charakterisiert  er  mit  der  liebenswürdigen  Wendung: 
^,ünd  was  ist  es  wieder  für  eine  unglückliche,  unselige  Hand, 
welche  die  Frage  einfädelt/*^) 

p.  10:  ;,Tre£Pen  sich  die  Geraden,  schneiden  sie  sich,  und 
zerfallen  dabei  in  Halbgerade,  so  zerlegen  sie  im  Verein  die 
Ebene  in  vier  völlig  gesonderte  Felder,  in  Winkel.  Die 
Ausdehnung  eines  Winkels  ist  unendlich 'grofs  und  dabei  ver- 
gleichbar mit  der  eines  andern  oder  einer  Halbebene  beziehungs- 
weise der  ganzen  Ebene/' 

Der  Verfasser  übersieht  bei  seinen  Angriffen  auf  die 
Meinungen  andrer,  dafs  es  sich  bei  seiner  Auffassung  nicht 
um  das  einfache  Unendliche  handelt,  sondern  darum,  dafs 
sich  für  oo  :  cx>  ein  bestimmter  endlicher  Wert  angeben  läfst. 
Ob  aber  derartige  Betrachtungen  für  Schüler  geeignet  sind, 
dürfte  billig  bezweifelt  werden.  Hiermit  sind  auch  des  Ver- 
fassers gegen  mich  gerichteten  Worte  auf  Seite  5  als  hinfällig 
gekennzeichnet.  So  ganz  ohne  Überlegung,  wie  Hr.  Moroff 
annimmt,  pflege  ich  nicht  zu  arbeiten.') 


Herm.  Müller-Zwerger,  Geometrie.  —  München  1890. 

p.  3:  „Unter  einem  Winkel  versteht  man  das  Mafs  der 
stetigen  Drehung,  durch  welche  der  eine  von  zwei  sich 
schneidenden  Strahlen  in  die  Lage  des  andern  gebracht  wird.'' 
„Mafseinheit  ist  die  volle  Drehung.'' 


Noack,  Leitfaden  der  Elementar- Mathematik.  —  Berlin 
1890. 

p.  48:  „Das  Stück  der  Ebene,  welches  durch  zwei  vom 
nämlichen  Punkte  ausschneidende  Strahlen  unvollständig  be- 
grenzt wird,  heifst  ein  Winkel.'^ 


Raschig,  Erkenntnistheoretische  Einleitung  in  die  Geo- 
metrie. —  Schneeberg  1890  (Progr.  537). 

^)  Ich  habe  weiter  oben  (Seite  112)  Gelegenheit  genommen,  eine 
Besprechang  der  Moroff  sehen  Abhandlung  zu  zitieren,  deren  VerfaBser 
trotz  dieser  Worte  sich  für  meine  Definition  ausspricht  resp.  dieselbe 
der  Horo  ff  sehen  vorzieht. 

*)  Man  vergleiche  aach  meine  Aosfiihrangen  auf  Seite  112  u.  113. 

Schotten,  der  pUnimetr.  Unterricht.    II.  12 
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p.  32:  ;,An  die  vorstehenden  Axiome  (Oerade,  S.  28)  wird 
nun  in  einer  Anzahl  neuerer  und  einigen  älteren  Arbeiten  auf 
diesem  Gebiete  bereits  eine  Definition  des  Winkels  ange- 
schlossen^ insbesondere  eine  Eongruenzbedingung  für  Winkel 
ausgesprochen  und  —  etwa  unter  ausdrücklicher  Verwahrung 
dagegen,  dafs  man  sich  zwischen  den  Seiten  etwas  wie  eine 
Fläche  ausgespannt  denke  —  das  Axiom  von  der  Geraden  und 
Ebene  abgeleitet 

Es  werden  dann  Becker  und  Frischauf  zitiert  und  ein> 
gewendet,  ,,daf8  aber  mit  der  Starrheit  und  Festigkeit  der 
Linien  noch  nicht  die  Starrheit  und  Festigkeit  des  Winkels 
als  eines  Raumgebildes  gegeben,  wenn  nicht  noch  ein  die 
Grofse  des  Winkels  bestimmendes  Element  hinzukommt.  Dies 
kann  zunächst  nicht  das  übliche  Winkelmafs  sein,  weil  die 
Definition  des  Winkels,  sowohl  als  Ausschnitt  bez.  als  Teil  der 
Ebene,  welches  die  ursprüngliche,  als  auch  als  Drehungsgrofse, 
welches  nur  die  aus  jener  durch  das  wissenschaftliche  Be- 
dürfnis hervorgegangene  erweiterte  Auffassung  sein  dQrfte, 
beidemal  der  Ebene  als  Grundlage  bedarf.  So  ist  allein 
Baltzers  Einwand  gegen  die  oben  erwähnte  Darstellung  zu 
verstehen,  denn  er  sagt  ausdrücklich,  dafs  man  Winkel  nicht 
vergleichen  könne,  bevor  die  Kongruenz  ihrer  Ebenen  fest- 
gesetzt ist.  Dies  darf  nicht  ohne  Einschränkung  gesagt 
werden;  richtig  ist  aber:  Es  kann  der  Winkel  als  eine 
selbständige  Grofse  nicht  definiert  werden  vor  der 
Definition  der  Ebene"^) 

„Hiermit  wird  dem  Rechnung  getragen,  dafs  er  indirekt 
definiert  werden  kann  und  dies  zunächst  durch  ein  Strecken- 
dreieck,  in  dem  er  eine  gegen  jene  Strecken  bestimmte  Lage 
hat;  die  Bezeichnung  „WinkeP'  wird  hiermit  streng  genommen 
entbehrlich.'* 

„Somit  richtet   sich   unser  Einwand  . . .  gegen   diejenige 


*)  Wie  die  YorstelloDg  der  Strecke  erst  sekundär  sich  zu  der- 
jenigen der  unendlichen  Geraden  erweitert,  so  dürfte  wohl  analog  der 
Winkel  als  erzeugendes  Element  der  Ebene  anfgefalst  werden  können  — 
unbeschadet  der  Auffassung  von  Gerade  und  Ebene  als  apriorischer  Ge- 
bilde. Es  handelt  sich  hier  um  verschiedene  Gesichtspunkte,  von  denen 
man  ausgeht. 
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Darstellung  der  Elemente  ^  welche  eine  yorausgehende  Defi- 
nition des  Winkels  als  einer  selbständigen  Grofse  für  not- 
wendig und  möglich  erachtet/' 


Rose,  Elementargeometrie.  —  Wismar  1890. 

p.  2:  „Zwei  yerschieden  gerichtete  Geraden  in  der  Ebene 
haben  bei  gehöriger  Verlängerung  einen  Punkt  gemein,  d.  h. 
sie  schneiden  einander.  Den  Unterschied  in  den  Richtungen 
zweier  üngleichlaufenden  in  der  Ebene  nennen  wir  Winkel/' 

,,Wenn  eine  gerade  Linie  in  der  Ebene  sich  so  fort- 
bewegt, dafs  ein  Punkt  derselben  in  Ruhe  bleibt,  so  hat  diese 
Linie  in  jeder  neuen  Lage  eine  andere  Richtung  als  in  der 
ursprünglichen,  und  der  Winkel  wird  immer  gröfser,  je  weiter 
man  die  Drehung  fortsetzt.'' 


Scholim,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Kreuzburg  O.-S. 
1890. 

p.  7:  „Wir  haben  gesehen,  dafs  man  zwei  Strahlen, 
welche  von  demselben  Punkte  ausgehen,  durch  Drehung  zur 
Deckung  bringen  kann.  Diese  Drehung  wird  um  so  gröfser 
sein  müssen,  je  weiter  die  beiden  Strahlen  ursprünglich  von 
einander  abgedreht  waren.  Diese  Abdrehung  nennt  man  den 
Winkel  der  beiden  Strahlen/* 

Simon,  Die  Elemente  der  Geometrie.  —  Strafsburg  1890. 

p.  2:  „Zwei  sich  schneidende  Geraden  teilen  ihre  Ebene 
in  yier  Teile,  Winkel  genannt.  Jeder  von  ihnen  ist  das 
Stück  der  Ebene  zwischen  zwei  Strahlen,  welche  vom  selben 
Punkte  ausgehen." 

p.  48:  „Von  den  verschiedenen  Erklärungen  des  Winkels 
ist  diese  die  einzige,  welche  gestattet  sich  den  Winkel  als 
aus  gleichartigen  Teilen  zusammengesetzt  d.  h.  also  als  Gröfse 
zu  denken.  Die  Erklärung  ,Winkel  ist  der  Richtungsunter- 
schied zweier  Geraden'  hat  den  Fehler,  dafs  sie  von  einem 
unterschiede  spricht,  ohne  die  Gleichheit  zu  definieren,  und 
die  Gleichheit  kann  nur  mittelst  des  Parallelenaxioms  definiert 
werden,   bezw.   müssen  Linien   als   gleichgerichtet  angesehen 

12* 
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werden,  wenn  ihr  Abstand  unveränderlich  ist;  es  ist  auch  nur 
schwer  oder  gar  nicht  verständlich,  wie  man  einen  Richtungs- 
unterschied teilen  kanu.^)  Richtung  ist  im  gewöhnlichea 
Sinne  nichts  anderes  als  Geradlinigkeit,  und  die  Erklärung 
lautet  übersetzt:  ,Zwei  sich  schneidende  Gerade  sind  zwei 
verschiedene  Gerade/  wo  sie  dann  zwar  sehr  richtig,  aber 
doch  wenig  fruchtbar  ist.  Die  schlechteste  Erklärung  ist 
wohl  den  Winkel  als  Drehungsgröfse  zu  definieren.  Diese 
kehrt  unlogischer  Weise  die  Beziehung  um;  gleiche  Drehungen 
können  nur  durch  die  Gleichheit  der  Winkel  oder  Bogen  er- 
kannt werden,  aber  nicht  umgekehrt;^)  sonst  müfste  man  auch 
noch  die  Zeit  zur  Hülfe  nehmen  und  sagen:  Drehungen  sind 
gleich,  wenn  sie  bei  gleichförmiger  Bewegung  in  gleichen 
Zeiten  ausgeführt  werden,  und  bei  der  Definition  der  gleich- 
formigen  Bewegung  müfste  man  doch  wieder  auf  die  Gleich- 
heit der  Winkel  oder  Bogen  zurückkommen.  Was  den  Ein- 
wurf betrifft,  dafs  die  hier  gegebene  Erklärung  dem  Schüler 
das  Unendliche  zumutet,  so  bemerke  ich,  dafs  es  sich  nur  um 
das  Unendliche  im  Werden  handelt  und  der  Quartaner  die 
Schwierigkeit,  dafs  das  Unendliche  im  Werden  ein  Unendliches 
im  Sein  voraussetzt,  durchaus  nicht  wahrnimmt;  er  geht  über 
den  Begriff  des  Unendlichen  weg,  wie  der  Reiter  über  den 
Bodensee."^) 

E.  Fischer,  Die  Geometrie.  —  Berlin  1891. 

p.  3:  „Gehen  von  einem  Punkte  zwei  Gerade  aus,  so  wird 


^)  Diese  Bemerkung  ist  sehr  treffend. 

')  p.  2:  „Ein  Winkel  kann  wiedererzengt  werden  dadurch,  dafs 
der  eine  Schenkel  oder  Strahl  sich  in  der  Ebene  um  den  Scheitel  dreht, 
bis  er  in  die  Lage  des  andern  kommt.  Der  Winkel  dient  zugleich  aLi 
Mafs  für  die  Drehungsgröfse." 

')  An  andererstelle  äufsert  sich  Simon:  ,,Die  allgemeinen  Grund- 
begriffe: Körper,  etc ,  wie  die  besonderen:  Punkt,  Gerade,  Ebene  (Ab- 
stand, Richtung,  Winkel)  sind  Grenzbegriffe,  welche  sich  im  Laufe 
der  Jahrtausende  aus  der  sinnlichen  Erfahrung  entwickelt  haben.** 

„Der  Grundbegriff  Winkel  wird  am  einwandfreiesten  erklärt  als 
Stück  der  Ebene  zwischen  zwei  Strahlen,  die  von  demselben  Punkte 
ausgehen,  d.  h.  also  Grenze  des  Kreissektors  bei  über  jedes  Mafs 
wachsendem  Radius.'* 
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der  Unterschied  ihrer  Richtungen  als  der  Winkel  bezeichnet^ 
welchen  sie  mit  einander  bilden/' 

Auch  auf  die  Drehung  wird  eingegangen,  wobei  eine  dritte 
die  Schenkel  schneidende  Gerade  zu  Hülfe  genommen  wird. 


Hocevar,  Lehrbuch  der  Greometrie.  —  Wien  1891. 

p.  6:  „Ein  Winkel  ist  jener  Teil  der  Ebene,  welcher 
zwischen  zwei  von  einem  Punkte  ausgehenden  Halbstrahlen 
liegt« 

Hüll,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Stuttgart  1891. 

p.  14:  „Wenn  zwei  gerade  Linien  (Strahlen)  von  einem 
Punkte  in  verschiedener  Richtung  ausgehen,  so  sagt  man,  sie 
seien  gegen  einander  geneigt  und  sie  bilden  einen  Winkel.« 

„Ein  Winkel  ist  der  Richtungsunterschied  (oder  die  Neigung) 
zweier  Linien,  die  von  einem  Punkte  ausgehen." 

„Die  Grofse  des  Winkels  hängt  nicht  von  der  Länge 
der  Schenkel,  sondern  von  der  Richtung  derselben  (ihrer 
Neigung,  Öflfnung)  ab  und  wird  bestimmt  durch  die  Grofse 
des  Bogens,  welcher  um  den  Scheitel  als  Mittelpunkt  zwischen 
den  Schenkeln  beschrieben  wird.  Die  Zahl  der  Grade  etc.  des 
Bogens  ist  zugleich  Mafszahl  für  den  Winkel,  der  dieselbe 
Anzahl  von  Graden  etc.  hat.  Es  ist  hierbei  gleichgültig,  ob 
eine  gröfsere  oder  kleinere  Zirkelöffiaung  angewendet  wird,  da 
die  in  den  Winkelraum  fallenden  Bogen  immer  gleich  viele 
Grade  haben."  

H.  Müller,  Die  Elementar-Planimetrie.  —  Berlin  1891. 

p.  14:  ,;Durch  die  Drehung  eines  Strahles  um  seinen 
Ausgangspunkt  entsteht  noch  ein  ebenes  Gebilde.  Ist  FA 
die  ursprüngliche  Lage  des  Strahles  und  FB  eine  zweite, 
während  der  Bewegung  eingenommene  Lage,  so  wird  durch 
die  beiden  Strahlen  FA  und  FB  die  Ebene  in  zwei  von  ein- 
ander getrennte  Gebilde  geteilt.  Jeder  dieser  beiden  Teile 
wird  Winkel  genannt.« 

„Erklärung.  Ein  Winkel  ist  ein  Teil  der  Ebene,  der 
durch  zwei  von  einem  Punkte  ausgehende  Strahlen  begrenzt  wird.« 
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,,Da  die  Schenkel  (die  bestimmenden  Strahlen)  unbegrenzt 
sind,  so  ist  jeder  Winkel  ein  unbegrenzt  grofses  Flachen- 
stück; es  ist  deshalb  nicht  möglich;  die  wirkliche  Grofse  eines 
Winkels  auszumessen/' 

Dagegen  ist  Vergleichung  von  Winkeln  mittelst  Drehung 
möglich. 

,;Wenn  aach  die  wirkliche  Grofse  eines  Winkels  nicht 
bestimmt  werden  kann,  so  ist  es  doch  möglich,  auszumessen, 
welchen  Teil  der  Ebene  er  beträgt."^) 


Rofsmanith,  Die  Elemente  der  Geometrie. —  Wien  1801. 

p.  17:  ;,Dreht  man  einen  Halbstrahl  SA  um  seinen  End- 
punkt S,  so  schliefst  er  in  jeder  seiner  weiteren  Lagen  mit 
der  Anfangslage  einen  Winkel  ein.  Derselbe  wird  um  so 
gröfser,  je  weiter  die  Drehung  fortgesetzt  wird." 

„Der  Winkel  zweier  Halbstrahlen,  welche  von  einem 
Punkte  ausgehen,  kann  somit  als  die  Grofse  der  Drehung  be- 
trachtet werden,  welche  erforderlich  ist,  um  den  einen  derselben 
in  die  Lage  des  andern  zu  bringen." 


y.  Schmidt,  Euklids  11.  Axiom.  —  Moskau  1891. 

p.  16:  ,;Zwei  gerade  Linien,  die  sich  schneiden,  haben 
nicht  dieselbe,  sondern  verschiedene  Richtung,  was 
schon  daraus  hervorgeht,  dafs  sie  zu  ihrer  Konstruktion,  weil 
sie  nicht  zusammenfallen,  zwei  Ausdehnungen  notig  haben. 
Der  grofsere  oder  geringere  Unterschied  ihrer  Richtung 
gegen  einander  heifst  Neigung  oder  Winkel." 


Fenkner,  Ebene  Geometrie.  —  Braunschweig  1892. 

p.  6:  ;,Gehen  von  einem  gemeinschafklichen  Punkte  zwei 
Halbstrahlen  aus,  so  heilst  die  Grofse  der  Drehung,  welche 
einer  der  Halbstrahlen  machen  mufs,  um  in  die  Lage  des 
andern  zukommen,  der  von  den  Halbstrahlen  gebildete  Winkel.' 


^)  Höchfit  bedenkliche  Erkl&nmgen,  besonders  in  einem  Schulbuch. 
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Her  eher,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Leipzig  1893. 

p.  5:  „Man  vergleicht  zwei  sich  schueidende  Gerade 
hinsichtlich  ihrer  Richtung,  indem  man  die  eine  soweit 
um  den  Durchschnittspunkt  dreht,  bis  sie  mit  der  andern 
zasammenfallt.  Die  Drehung,  welche  eine  Gerade  machen 
mufs,  um  in  die  Lage  einer  andern  zu  kommen,  ist  das  Mafs 
für  den  Bichtungsunterschied  der  beiden  Geraden.  Der  Rieh- 
tungsunterschied  von  zwei  sich  schneidenden  Geraden  heilst 
der  Winkel  der  beiden  Geraden/' 


in.  Kapitel. 

Die  Lehre  vom  Farallelismiis. 

Wer  es  heutzutage  unternimmt,  zur  Parallelenfrage  das 
Wort  zu  ergreifen,  der  mufs  es  in  dem  Bewnfstsein  thun,  dafs 
es  unmöglich  ist,  neues  Material  zur  Losung  des  Problems 
herbeizuschaffen.  Aber  der  Zweck  des  vorliegenden  Werkes 
setzt  den  Verfasser  in  die  glückliche  Lage,  die  Behandlung 
von  einem  andern,  gewissermafsen  neutralen  Standpunkte  aus 
in  Angriff  zu  nehmen;  es  gilt  ja  nicht  eine  neue  Darstellung, 
einen  neuen  „Versuch '',  wie  deren  so  mannigfache  vorliegen; 
es  gilt  das  Vorhandene  zu  zergliedern,  zu  gruppieren  und  da- 
durch zu  klarer  Erkenntnis  zu  bringen,  es  gilt  das  reichlich 
vorhandene  Material  kritisch  zu  beleuchten  und  auf  diese  Weise 
einen  gesicherten  Stand  gegenüber  der  Frage  zu  gewinnen,  es 
gilt  vor  allem  zu  imtersuchen,  welche  Behandlung  der  Paral- 
lelenlehre für  die  Schule  sich  als  die  beste    ergeben  dürfte. 

Im  47.  Bande  von  Grunerts  Archiv  (1867)  stellt  sich 
der  Herausgeber  eine  ähnliche  Aufgabe,  wie  sie  uns  hier  vor- 
liegt. Er  beginnt  seine  Abhandlung  „Ueber  den  neuesten 
Stand  der  Frage  von  der  Theorie  der  Parallelen'*  mit  den 
Worten  (p.  307):  „Seit  den  Zeiten  des  Euklid  es  hat  die 
Frage  von  der  Theorie  der  Parallelen  die  Geometer,  wenn 
auch  teilweise  mit  längeren  Unterbrechungen,  doch  immer 
wieder  von  Neuem  lebhaft  beschäftigt,  viele  Abhandlungen 
sind  verfafst  worden,  in  denen  man  diese  Versuche  ge- 
sammelt und  einer  eingehenden  Kritik  unterworfen  hat.    Schon 
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in  einer  im  Jahre  1763  erschienenen  yerdienatlichen  Schrift 
von  KlügeP)  sind  achtundzwanzig  mehr  oder  weniger  von 
einander  verschiedene  Parallelen theorien  gesammelt  und  be- 
urteilt worden,  und  wer  wollte  alle  die  übrigen  in  den  ver- 
schiedensten Sprachen  und  Ländern  erschienenen  Schriften 
ähnlicher  Art  aufzählen,  die  in  den  seit  jener  Zeit  verflossenen 
hundert  Jahren  verfafst  worden  sind/' 

In  der  That,  das  vorliegende  Material  ist  ein  ungeheures! 
Hier  Vollständigkeit  auch  nur  einigermafsen  zu  bieten,  würde 
ein  Studium  für  sich  allein  bedingen,  nun  gar,  wenn  man  das 
Neueste,  was  hierher  gehört,  mit  in  die  Frage  hineinziehen 
wollte.  Und  doch,  ganz  läfst  es  sich  nicht  vermeiden,  und 
wir  werden  hier  und  da  genötigt  sein,  diese  neuesten  Unter- 
suchungen wenigstens  zu  streifen,  bei  welcher  Gelegenheit  zur 
Vervollständigung  auf  die  wichtigsten  litterarischen  Erschei- 
nungen dieser  Art  hingewiesen  werden  wird. 

Schon  im  §  3  des  ersten  Kapitels  wurde  bei  der  Be- 
trachtung der  Lagen  zweier  Geraden  das  hier  zu  behandelnde 
Thema  berührt:  als  ersten  Fall  zweier  Geraden  nahmen  wir 
den,  dafs  die  beiden  Geraden  keinen  Punkt  gemeinsam  hatten 
und  setzten  fest,  dafs  solche  Gerade  Parallelen  genannt  würden. 

Hier  wollen  wir  einen  andern  Ausgangspunkt  für  unsere 
Untersuchungen  wählen,  indem  wir  zuerst  von  einem  allge- 
meineren Gesichtspunkte  ausgehen  und  eine  Definition  eines 
allgemeinen  Begriffs  des  Parallelismus  versuchen.  So  viel 
ist  wohl  von  vornherein  klar,  dafs  wir  Parallelismus  auch 
im  allgemeinern  Sinne  auf  Flächen  und  Linien  einzuschränken 
haben,  von  parallelen  Korpern  zu  sprechen  würde  widersinnig 
erscheinen. 

Es  fragt  sich  nun,  wovon  wir  bei  diesen  allgemeinen  Be- 
trachtungen auszugehen  haben,  resp.  welche  Idee  vnr  zu  Grunde 
legen  müssen.     Offenbar  kommen   zwei   der   gebräuchlichsten 


^)  Zu  meinem  Bedaaem  habe  ich  die  Schrift  selbst  nicht  einsehen 
können.  Bei  dem  Mangel  jeglicher  öffentlichen  Bibliothek  an  hiesigem 
Orte  nnd  bei  den  Weitläufigkeiten,  die  beim  Verkehr  mit  auswärtigen 
Bibliotheken  erwachsen,  war  es  mir  nicht  mehr  möglich,  die  genannte 
Schrifb  selbst  zu  benutzen. 
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Definitionen  für  parallele  Gerade  sofort  aufser  Berücksich- 
tigung: weder  können  wir  das  Nichlgemeinsamhaben  von 
Punkten  als  entscheidendes  Merkmal  benutzen^)  noch  die 
Definition  von  der  y;gleichen  Richtung''  her  ableiten.  Das  erstere 
würde  die  wirkliche  Parallelität  nur  als  einen  Spezialfall  ent- 
halten^ die  zweite  Erklärung  keinen  Sinn  haben,  wenn  nicht 
schon  die  Definition  paralleler  Geraden  vorangegangen  wäre. 
Es  würde  also  als  das  einzig  Brauchbare  für  den  allgemeineren 
Begrifi'  des  Parallelismus  von  Flncheu  und  Linien  nur  übrig 
bleiben  das  Merkmal  des  konstanten  Abstandes.  Nach  viel- 
faltiger  Erwägung  und  Prüfung  scheint  mir  die  folgende  De- 
finition einwandsfrei  zu  sein:  Liegen  zwei  ßaumgebilde 
—  Flächen  resp.  Linien^)  —  so,  dafs  je  zwei  gegen- 
seitige Nachbarpunkte  konstanten  Abstand  von  ein- 
ander haben,  so  heifsen  die  beiden  Gebilde  parallel.^) 
Die  Prüfung  an  besondern .  Fällen  hat  mir  wenigstens 
keinen  widersprechenden  Fall  ergeben.  Nehmen  wir  z.  B.  eine 
Ebene  und  eine  Gerade,  so  ist  die  Richtigkeit  der  Definition 
anschaulich  evident,  es  leuchtet  aber  auch  ein,  dafs  wir  aus- 
drücklich von  „gegenseitigen  Nachbarpuukten''  sprechen  müssen. 
Nimmt  man  nämlich  einen  beliebigen  Punkt  in  der  Ebene  au 
und  denkt  sich  den  zugehörigen  Nachbarpunkt  auf  der  Geraden, 
so  ist  natürlich  nicht  vice  versa  auch  der  beliebig  gewählte 
Punkt  der  Ebene  notwendig  der  Nachbarpunkt  des  betrefienden 
Punktes  auf  der  Geraden:  zu  jedem  Punkte  der  Ebene  gehört 
ein  ganz  bestimmter  Nachbarpunkt  auf  der  Geraden,  aber  es 


')  Ja  selbst  für  Gerade  gilt  diese  Definition  ja  nur  in  der  Ebene, 
nicht  allgemein  im  Baume. 

')  und  zwar  sowohl  Fläche  und  Fläche,  als  Fläche  und  Linie,  als 
Linie  und  Linie. 

^  Magnus  giebt  in  seiner  „Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehr- 
sätzen aus  der  analytischen  Geometrie^S  Berlin  1883,  p.  427,  folgende 
Definition:  „Einer  Kurve  BCB  ist  eine  andere  Kurve  'B  C D'  parallel, 
wenn  diejenigen  Stücke  BB'^  CC,  DD'  u.  s.  w.  der  an  jener  Kurve  ge- 
zognen Normalen,  welche  zwischen  beiden  Kurven  liegen,  sämtlich  ein- 
ander gleich  sind.**  Daran  schliefst  sich  die  Entwickelang  einer  Reihe 
interessanter  Sätze,  die  das  Wesen  der  parallelen  Kurven  völlig  zur 
Klarheit  bringen.  —  Mir  scheint  die  Definition  mit  der  meinigen  im 
wesentlichen  identisch. 
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giebt  unzählig  viele  Punkte  auf  der  Ebene,  die  denselben  Punkt 
der  Geraden  zum  Nachbarpunkt  haben  —  und  zwar  ist  der 
Träger  dieser  Punktreihe  eine  Gerade  — ;  dagegen  zu  jedem 
Punkte  der  Geraden  giebt  es  nur  einen  Nachbarpunkt  auf 
der  Ebene  und  jedem  einzelnen  Punkte  der  Geraden  entspricht 
ein  ganz  bestimmter  Punkt  der  Ebene  als  Nachbarpunkt.  Es 
giebt  nicht  mehrere  Punkte  auf  der  Geraden  —  wie  vorher  in 
der  Ebene  -— ,  die  denselben  Punkt  der  Ebene  zum  Nachbar- 
punkt  hätten.  Diese  beiden  letzteren,  eindeutig  bestimmten 
zugehörigen  Nachbarpunkte  sind  diejenigen,  die  als  ,,gegen- 
seitige  Nachbarpunkte'^  bezeichnet  worden  sind.  Die  Richtig- 
keit der  aufgestellten  Definition  ist  in  dem  gewählten  Beispiel 
anschaulich  evident.  Es  wird  übrigens  nicht  überflQssig  sein, 
darauf  hinzuweisen,  dafs  nach  unserer  Definition  zwei  beliebige 
ebene  Kurven,  deren  Ebenen  zu  einander  parallel  sind,  deshalb 
noch  nicht  selbst  parallel  zu  sein  brauchen,  was  mit  dem  ge- 
wohnlichen Sprachgebrauch  übereinstimmt.^) 

Als  andres  Beispiel  sei  erwähnt: 

Konzentrische  Kugelschalen  fallen  unter  unsre  Definition 
und  sind  demnach  als  parallel  zu  bezeichnen. 

Gehen  wir  nun  ohne  weiteres  zu  den  Linien  über,  so 
können  wir  unsere  Untersuchungen  unter  drei  Gesichtspunkten 
anfassen,  wir  können  nämlich  betrachten  zwei  Linien 

1)  im  Räume, 

2)  auf  Flächen,  a.  verschiedenen,  b.  derselben, 

3)  speziell,  a.  in  zwei  Ebenen  oder  b.  in  ein  und  der- 
selben Ebene. 

Bei  der  Erörterung  dieser  verschiednen  möglichen  Fälle-) 
würden  z.  B.  unter  2)  b.  die  Parallelkreise  auf  der  Kugel  zu 
besprechen  sein  oder  auf  einem  Zylinder  oder  einem  Kegel. 
Der    wichtigste    Fall   ist   natürlich   3)  b.,    da   wir    uns    hier 


')  Überhaupt  wird  sich  ergeben,  dafs  Parallelsein  im  Sinne  nnsrer 
Erklärung  nur  vorkommen  kann  bei  gleichartigen  Baumgebilden 
derselben  Stufe,  mit  alleiniger  Ausnahme  davon,  dafs  Gierade  und 
Ebene  parallel  sein  könuen. 

')  Hierbei  ist  wohl  bu  beachten,  dals  auch  schon  bei.  der  Erörterimg 
des  Falles  1)  die  spezielle  Annahme,  dafs  die  beiden  Linien  Gei-aden 
sind,  in  Betracht  gezogen  werden  muTs. 
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unserm  eigentlichen  Ziele  schon  wesentlich  nähern.  Ein 
hierhergehörendes  Beispiel  würden  zwei  konzentrische  Kreise 
sein.  Schliefslich  wäre  die  Untersuchung  auf  Geraden  zu 
spezialisieren  und  hier  ebenfalls  wieder  wie  vorhin  die  ver- 
schiedenen Möglichkeiten  in  Erwägung  zu  ziehen.^)  Als 
speziellster  Fall  ergäbe  sich  zum  Schlufs  deijeuige  unsrer 
gewöhnlichen  Parallelen. 

Es  ist  natürlich,  dafs  eine  solche  allgemeine  Betrachtung 
nicht  in  die  Schule  gehört,  wenigstens  nicht  in  den  Anfang 
des  planimetrischen  Unterrichts,  da  wo  zuerst  von  Parallelen 
die  Rede  ist.  Mir  schien  es  aber  von  Wichtigkeit,  durch 
diese  Yerallgemeinerung  den  wesentlichen  Kern  herauszuschälen, 
das  eigentlich  charakteristische  Merkmal  für  den  Parallelismus 
darzulegen.^)  Wer  den  vorliegenden  Erörterungen  einige  Be- 
deutung beilegt,  wird  mit  uns  zu  dem  Resultat  kommen,  dals 
die  Konstanz  des  Abstandes  als  das  wesentliche  Merkmal  des 
Parallelismus  aufzufassen  ist,  und  dafs  deshalb  die  Definition 
hierauf  sich  zu  stützen  hat.  Von  methodischer  Seite  steht 
dem  auch  nicht  das  geringste  im  Wege. 

Wenn  man  die  verschiedensten  Werke  auf  ihre  Definition 
der  Parallelen  —  und  die  daraus  resultierende  Behandlung  der 
Parallelenlehre  —  ansieht  (die  beigefügten  Zitate  werden  dem 
Leser  die  Möglichkeit  hierzu  gewähren),  so  zeigen  sich  im 
wesentlichen  drei  Arten  der  Auffassung: 

^)  Selbstverständlich  können  dann  im  Fall  2)  nur  Regelflächen  in 
Betracht  kommen.  Hier  ist  es  nun  interessant,  dafs  bei  2)  b.  die  Existenz 
solcher  Geraden  zur  Unmöglichkeit  werden  kann,  die  bei  2)  a.  vor- 
kommen. 

*)  Die  Berechtigung  zu  einer  derartigen  Verallgemeinerung  liegt 
meines  Erachtens  darin,  dafs  man  eine  teilweise  Verallgemeinerung 
schon  in  den  Parallelkreisen  einer  Engel  ganz  allgemein  als  richtig  an- 
erkannt hat.  Auch  in  diesem  Beispiele  ist  übrigens  die  Eonstanz  des 
Abstandes  der  Nachbarpunkte  —  mag  man  den  Abstand  im  absoluten 
Sinne  räumlich  auffassen  oder  in  eingeschränktem*  Sinne  Abstand  auf 
der  Eegelfläche  —  das  wesentliche  Merkmal.  Ereise,  die  keinen  Punkt 
gemeinsam  haben,  giebt  es  auf  der  Kugel,  ohne  dafs  sie  deshalb  parallel 
zu  sein  brauchen,  und  die  Verwendung  des  Begriffs  der  Richtung  wfirde 
doch  zu  weitläufigen  und  nicht  ganz  leichten  Erörterungen  führen.  Man 
TergL  den  weiter  unten  näher  zu  besprechenden  Aufsatz  in  Grunerts 
Archiv  XV,  p.  361. 
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1)  Die  Geraden  haben  keinen  Punkt  gemeinsam;  hierbei 
sind  zugleich  diejenigen  Definitionen  zu  erörtern,  die  das 
Nichtschneiden  zu  Grunde  legen  oder  die  Geraden  sich* im  Un- 
endlichen schneiden  lassen.  Die  letztere  Erklärnngsweise  fQhrt 
uns  hinüber  zu 

2)  Die  Geraden  haben  ^^gleiche  Richtung'^  oder  ^^gleiche 
Richtungen^^  wozu  auch  diejenigen  Erklärungen  gehören,  die 
eine  Transversale  und  die  Gleichheit  der  Schnittwinkel  zu 
Htllfe  nehmen. 

3)  Die  Geraden  haben  konstanten  Abstand,  eine  Erklärung, 
die  viel  Verwandtes  mit  No.  1  hat,  zu  ihr  wieder  zurückf&hrt 
und  so  den  Zirkel  der  Erklärungen  schliefst. 

Des  Weiteren  ist  dann  der  Versuch  zu  besprechen,  die 
Parallele  als  den  geometrischen  Ort  zu  erklären  aller  Punkte, 
die  von  einer  Geraden  gleichen  Abstand  haben. 

Daran  wird  sich  schliefslich  die  Besprechung  der  Versuche 
anreihen,  das  Problem  dadurch  zu  lösen,  dafs  andere  gleich- 
wertige an  seiner  Stelle  erörtert  werden,  wie  z.  B.  die  Winkel- 
summe im  Dreieck  beträgt  zwei  Rechte. 

Da  die  Zitate  auch  bei  diesem  Kapitel  historisch  geordnet 
sind,  so  ist  dadurch  die  Möglichkeit  geboten,  einen  Überblick 
Qber  die  historische  Entwicklung  zu  gewinnen  und  zu  er- 
kennen, welche  der  Erklärungen  zeitweilig  die  Herrschaft  ge- 
habt hat.O 

Die  drei  hauptsächlich  von  einander  verschiedenen  Defini- 
tionen der  parallelen  Linien  stehen  nicht  soweit  von  einander 
ab  ihrem  Wesen  nach,  wie  dies  z.  B.  bei  den  drei  gebrauch- 
liefasten  Winkeldefinitionen  der  Fall  ist.  Ich  habe  schon 
darauf  hingedeutet,  will  aber  der  gröfseren  Klarheit  wegen 
noch  einmal  den  Zusammenhang  deutlich  hervorheben. 

Das  „keinen  Punkt  gemeinsam  haben''  führte,  weil  es 
nicht  befriedigte,  hinüber  zu  dem  „einen  Punkt  im  Unendlichen 


')  Hier  liefsen  aich  vielleicht  lehrreiche  Betrachtungen  über  den 
„Geschmack  in  der  Mathematik''  anstellen,  wie  sie  von  anderem  Gesichts- 
punkte  aus  Engel  in  seiner  Antrittsvorlesung  „der  Geschmack  in  der 
neueren  Mathematik"  geboten  hat.  Allerdings  würde  sich  bei  dieser 
Auffassung  Geschmack  und  Mode  nahezu  decken,  womit  im  aUgemeioen 
vielleicht  nicht  Jedermann  einverstanden  sein  dürfte. 
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gemeinsam  haben'^  —  resp.  war  es  der  Einflafs  der  modernen 
Geometrie,  der  die  yerschiedenen  Fälle  unter  einheitlichem 
Gesichtspunkte  ordnete  — ;  diese  letztere  Erklärungsweise 
wiederum  zeigte  sich  identisch  mit  der  ^^gleiche  Richtung 
(Richtungen)  haben'^  Andererseits  kam  man  von  der  ersten 
Erklärung  dazu,  den  ,,konstanten  Abstand''  ins  Auge  zu  fassen, 
da  nach  unserem  natürlichen  Denken  zwei  Gerade,  die  keinen 
Funkt  gemeinsam  haben,  sich  nicht  nähern  können,  weil  sie 
sonst  schliefslich  einen  Punkt  gemeinsam  haben  würden:  also 
immer  gleichweit  von  einander  entfernt  sein  müssen.  Es 
wird  sich  daher  bei  der  Besprechung  der  drei  Erklärungen 
nicht  umgehen  lassen,  hier  und  da  von  dem  einen  in  das 
andere  Gebiet  hinüberzugreifen. 

1)  Die  Geraden  4iaben  keinen  Punkt  gemeinsam 
oder  sie  schneiden  sich  nicht 
oder  sie  treffen  sich  im  Unendlichen 
oder  sie  haben  im  Unendlichen   einen   Punkt  ge- 
meinsam. 

Zunächst  möchte  ich  gegen  die  letztere  Ausdrucksweise 
Einwendungen  erheben.  Abgesehen  davon,  dafs  das  Unendliche 
unnützerweise  in  die  Erörterung  hineingezogen  wird,  ist  doch 
andererseits  die  Erklärung  deshalb  zu  verwerfen,  weil  sie 
etwas  bestimmtes  aussagt,  ohne  dafs  wir  durch  unsere  An- 
schauung oder  sonst  woher  irgendwelche  Aufklärung  resp.  Er- 
kenntnis davon  gewonnen  hätten.^)  Woher  wissen  wir  denn, 
dafs  die  Geraden  sich  im  Unendlichen  schneiden  resp.  treffen 
resp.  dort  einen  Punkt  gemeinsam  haben?  Die  Ausdrucks- 
weise ist  aus  Zweckmäfsigkeitsgründen  zu  gunsten  einer  ein- 
heitlichen Auffassung  der  Lage  zweier  Geraden  geschaffen 
worden  ohne  jede  innere  Berechtigung.  Die  höhere  Geometrie 
hat  sich  der  Freiheiten  der  Auffassung  bedient,  deren  sie  sich 
ohne  weiteres  bedienen  darf,  nicht  aber  dürfen  wir  derartige 
Betrachtungett'direkt  in  die  elementare  Planimetrie  hineintragen. 
Wenn  Gauss  in  einem  Brief  an  Schumacher  sagt:  9,Der 
endliche  Mensch  darf  sich  nicht  vermessen,  etwas  Unendliches 


')   Man  vergleiche  H.  Z.  YU,  p.  469,  f.  (aber  auch  H.  Z.  VUI, 
p.  220,  1). 
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möchte  ich  gegen  den  Gebrauch  der  vorliegenden  Parallelen- 
definition im  Schulunterricht  sein.  Der  Schüler  wird  die  Er- 
klärung^ die  Geraden  haben  keinen  Punkt  gemeinsam,  völlig 
verständlich  finden ^  das  Hereinziehen  des  Unendlichen  kann 
nur  dazu  dienen  ihn  verwirrt  zu  machen,  wenn  man  dort 
plötzlich  etwas  anderes  annimmt  als  im  Endlichen.') 

Um  den  erörterten  Skrupeln  zu  entgehen,  haben  viele 
Verfasser  Ausdrücke  gewählt  wie  die  folgenden:  „Die  Geraden 
haben  keinen  Punkt  gemeinsam,  so  weit  man  sie  auch  ver- 
längern mag''  oder  ,,Die  Geraden  haben  im  Endlichen  keinen 
Punkt  gemeinsam'',  Ausdrücke,  gegen  die  sich  nichts  einwenden 
läfst,  die  aber  auch  keinen  wesentlichen  Vorzug  verdienen  vor 
dem  einfachen  ,;Die  Geraden  haben  keinen  Punkt  gemeinsam". 

Die  vorliegende  Erklärung  der  Parallellinien  läfst  sich  nun 
auf  das  natürlichste  mit  der  dritten  verknüpfen,  denn  es  ist 
evident,  dafs  zwei  Gerade,  die  keinen  Punkt  gemeinsam  haben, 
sich  nicht  einander  nähern  dürfen,  sondern  immer  —  d.  h. 
soweit  sie  unserer  Anschauung  resp.  unserem  anschaulichen 
Vorstellen  zugänglich  sind  —  gleichen  Abstand  von  einander 
haben  müssen.  Alle  Nachbarpunkte  haben  gleichen  Abstand  und 
somit  kann  man  auch  davon  sprechen,  dafs  die  Geraden  selbst 
einen  Abstand  haben,  nämlich  den  konstanten  der  Nachbar- 
punkte. Hier  ist  ein  wesentlicher  Unterschied  mit  zwei  Geraden, 
die  einen  Punkt  gemeinsam  haben.  Bestimmen  wir  nämlich  bei 
zv?ei  sich  schneidenden  Geraden  zu  einem  beliebigen  Punkte 
auf  der  einen  Geraden  den  Nachbarpunkt  auf  der  anderen, 
so  ist  nicht  umgekehrt  auch  der  erstere  der  Nachbarpunkt 
des  zweiten,  während  dieser  Fall  eintritt  bei  parallelen  Geraden.^) 


*)  Ganz  analog  wie  bei  der  Zahlenreihe:  aach  hier  kann  immer 
wieder  1  addiert  und  dadurch  eine  neue  Zahl  gewonnen  werden,  die  iür 
unser  anschauliches  Denken  eine  Zahl  wie  die  frühere  ist,  d.  h.  eine 
endliche;  erst  wenn  dieser  Prozefs  fiber  jede  Vorstellung  hinaus 
fortgesetzt  wird,  gelangen  wir  zum  Unendlichen  als  etwas  Unvorstell- 
barem: so  weit  wir  die  beiden  Geraden  anschaulich  verfolgen  können, 
haben  sie  keinen  Punkt  gemeinsam,  geht  aber  ihre  Verlängerung  über 
alles  Vorstellen  hinaus,  so  fehlt  uns  auch  jede  Vorstellung  davon,  ob 
sie  einen  Punkt  gemeinsam  haben  oder  nicht. 

*)  Man  könnte  hierauf  sogar  eine  Definition  der  Parallelen  gründen : 
^tt  bei  zwei  Geraden  ein  Punkt  Nachbarpunkt  seines  Nachbarpunk^^* 
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als  etwas  von  ihm  mit  seiner  gewohnteu  Anschauang  zu  Um- 
spannendes  betrachten  zu  wollen'^,  so  gilt  das  ganz  speziell 
im  vorliegenden  Falle.  Wir  können  darüber,  wie  die  beiden 
Geraden  sich  zu  einander  im  Unendlichen  verhalten,  gar  nichts 
aussagen,  weder  dafs  sie  sich  schneiden,  noch  dafs  sie  sich 
nicht  schneiden  —  obwohl  uns  das  letztere  wegen  seiner 
Analogie  mit  dem  Endlichen,  mit  dem  unserer  Anschauung 
Zugänglichen  als  das  Natürlichere  erscheinen  muls.  Der 
„unendlich  ferne''  Punkt  ^)  also,  den  zwei  Gerade  gemeinsam 
haben,  ist  lediglich  ein  Wort,  ein  leerer  Begriff,  da  ihm  in 
der    Anschauung    nichts    entspricht^)      Aus    diesen    Gründen 

^}  Der  AuBdrnck  „unendlich  entfernter"  Pankt  findet  sich  bei 
Steiner,  Systematische  Entwicklnog  etc.  Kap.  1,  §  8.  —  Aber  schon 
Desargues  1630  und  Newton  1687  haben  seiner  Erwähnung  gethan. 

')  Bei  Steiner  1.   c.   heifst   es   (ich   zitiere   nach   Steiner,    Ge> 
sammelte  Werke,  Bd.  I,  p.  240,  f.):    „Man  lasse  den  Strahl  p  .  .  .  sich 
bewegen,  so  wird  der  Pankt  p  die  Gerade  so  durchlaufen,  dafs  er  nach- 
einander in  die  Stellen  b,  a,  f,  q,  1^,  c,  h  gelangt  und  folglich  sich  etets 
nach  einer  und  derselben  Richtung  hin  bewegt.     Nur  in  der  ein- 
zigen besonderen  Lage  des  Strahles,  wo  er  nämlich  mit  der  Geraden  A 
parallel  ist,  welches  etwa  bei  q  der  Fall  sein  mag,  findet  kein  wirk- 
liches Schneiden  desselben  mit  der  Geraden  statt;  da  aber  sowohl  Tor 
als  nach  dieser  Lage  stets  ein  wirkliches  Schneiden  stattfindet,    nod 
zwar,   da   der   unmittelbar  vorhergehende  Durchschnitt  in  der  grölst- 
möglichsten  Ferne  auf  der  Seite  über  ^  hinaus,  und  der  unmittelbar 
nachfolgende  Durchschnitt  in  der  gröfstmöglichsten  Ferne  auf  der  anderen 
Seite  über  f  hinaus  liegt,   so  soll  in  der  Folge  der  Übereinstimmang 
wegen  gesagt  werden,   der  Strahl  q  sei   nach  dem  unendlich  ent- 
fernten Punkte  der  Geraden  Ä  gerichtet,  und  es  soll  dieser  unend- 
lich entfernte  Punkt,  wenngleich  derselbe  in  der  Figur  nicht  wirklich 
anzutreffen  ist,  durch  q  bezeichnet  werden.    Demnach  hätte  die  Gerade 
Ä  nur  einen  unendlich  entfernten  Punkt  q,  uod  man  kann  sich  den- 
selben sowohl  nach  der  einen  Seite  (über  ^  hinaus)  als  nach  der  andern 
(über  f. hinaus)  hin  liegend  vorstellen.     Auch  folgt  hiemach,  dafs  um- 
gekehrt  ein  Strahl,   der   nach   dem   unendlich   entfernten   Punkte    der 
Geraden  Ä  gerichtet  ist,  notwendigerweise  mit  ihr  pfffallel  sein  mufs.** 
Ich  mache  noch  besonders  darauf  aufmerksam,  dafs  Steiner  sagt,  dafg 
die  Parallele  nach  dem  unendlich  entfernten  Punkte  gerichtet 
ist,   nicht  etwa  dafs  sie  ihn  treffe  oder  mit  der  Geraden  gemein  habe; 
ja  er  schliefst  dies  durch  seine  Betrachtungen  geradezu  aus.    Mir  scheint, 
als  sei  die  Darstellung  Steiners  an  dieser  Stelle  nicht  mit  genügender 
Schärfe  beachtet  worden. 
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mochte  ich  gegen  den  Gebranch  der  vorliegenden  Parallelen- 
definition im  Schulunterricht  sein.  Der  Schüler  wird  die  Er- 
klarung;  die  Geraden  haben  keinen  Punkt  gemeinsam,  völlig 
verBtandlich  finden^  das  Hereinziehen  des  Unendlichen  kann 
nur  dazu  dienen  ihn  verwirrt  zu  machen,  wenn  man  dort 
plötzlich  etwas  anderes  annimmt  als  im  Endlichen.^) 

Um  den  erörterten  Skrupeln  zu  entgehen^  haben  viele 
Verfasser  Ausdrücke  gewählt  wie  die  folgenden:  ,,Die  Geraden 
haben  keinen  Punkt  gemeinsam ,  so  weit  mau  sie  auch  ver- 
längern mag''  oder  ,,Die  Geraden  haben  im  Endlichen  keinen 
Punkt  gemeinsam''.  Ausdrücke,  gegen  die  sich  nichts  einwenden 
läfsi^  die  aber  auch  keinen  wesentlichen  Vorzug  verdienen  vor 
dem  einfachen  ,,Die  Geraden  haben  keinen  Punkt  gemeinsam". 

Die  vorliegende  Erklärung  der  Parallellinien  läfst  sich  nun 
auf  das  natürlichste  mit  der  dritten  verknüpfen,  denn  es  ist 
evident;  daüs  zwei  Gerade,  die  keinen  Punkt  gemeinsam  haben, 
sich  nicht  einander  nähern  dürfen,  sondern  immer  —  d.  h. 
soweit  sie  unserer  Anschauung  resp.  unserem  anschaulichen 
Vorstellen  zugänglich  sind  —  gleichen  Abstand  von  einander 
haben  müssen.  Alle  Nachbarpunkte  haben  gleichen  Abstand  und 
somit  kann  man  auch  davon  sprechen,  dafs  die  Geraden  selbst 
einen  Abstand  haben,  nämlich  den  konstanten  der  Nachbar- 
punkte. Hier  ist  ein  wesentlicher  Unterschied  mit  zwei  Geraden, 
die  einen  Punkt  gemeinsam  haben.  Bestimmen  wir  nämlich  bei 
zwei  sich  schneidenden  Geraden  zu  einem  beliebigen  Punkte 
auf  der  einen  Geraden  den  Nachbarpunkt  auf  der  anderen, 
so  ist  nicht  umgekehrt  auch  der  erstere  der  Nachbarpunkt 
des  zweiten,  während  dieser  Fall  eintritt  bei  parallelen  Geraden.^) 


*)  Ganz  analog  wie  bei  der  Zahlenreihe:  aach  hier  kann  immer 
wieder  1  addiert  und  dadurch  eine  neue  Zahl  gewonnen  werden,  die  für 
unser  anBchanliches  Denken  eine  Zahl  wie  die  frühere  ist,  d.  h.  eine 
endliche;  erst  wenn  dieser  Prozefs  fiber  jede  Vorstellung  hinaus 
fortgesetit  wird,  gelangen  wir  zum  Unendlichen  als  etwas  Unvorstell- 
barem: so  weit  wir  die  beiden  Geraden  anschaulich  verfolgen  kOnnen, 
haben  sie  keinen  Punkt  gemeinsam,  geht  aber  ihre  Verlängerung  über 
alles  Vorstellen  hinaus,  so  fehlt  uns  auch  jede  VorstelluDg  davon,  ob 
sie  einen  Punkt  gemeinsam  haben  oder  nicht 

*)  Man  könnte  hierauf  sogar  eine  Definition  der  Parallelen  gründen : 
„Ist  bei  zwei  Geraden  ein  Punkt  Nachbarpunkt  seines  Nachbarpunktes, 
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Kehren  wir  za  dem  ersteren  Gedanken  zurück,  so  ist  ak 
ganz  sicher  festzusetzen,  dafs  wir  in  unserem  anschaulichen 
Denken  mit  dem  Ansschliefsen  eines  gemeinsamen  Punktes 
der  zwei  Geraden  die  Eonstanz  des  Abstandes  eo  ipso  (gemäfs 
den  Gesetzen  unseres  Denkens)  verbinden.  Es  ist  nicht  denkbar, 
dafs  der  Abstand  sich  verkleinere  oder  vergrolsere,  ohne  dafs 
wir  zugleich  ein  Näherkommen  oder  ein  Weiterabweichen  der 
beiden  Geraden  uns  dabei  vorstellen  und  mit  dieser  Vorstellung 
ist  diejenige  eines  gemeinsamen  Punktes  wiederum  untrennbar 
verbunden. 

Von  hierzugehörigen  Aufsätzen  ist  es  zunächst  einer  von 
Sturm  „Die  neuere  Geometrie  auf  der  Schule^  in  Hoffinanns 
Zeitschrift^  Bd.  I,  p.  474 — 490,  der  für  die  hier  behandelte 
Frage  von  Wichtigkeit  ist.  Er  ist  geschrieben  mit  besonderer 
Rücksicht  auf  Geisers  bekannte  „Einleitung  in  die  synthe- 
tische Geometrie'^  p.  478  heifst  es:  „Mit  hohem  Interesse 
habe  ich  die  schöne,  so  vorsichtig  einschränkende  Art  und  Weise 
kennen  gelernt,  wie  der  Verfasser  die  ge wohnlich  grofse 
Schwierigkeiten  bereitenden  transcendenten  Gebilde  —  den 
unendlich  entfernten  Punkt  etc.  —  als  notwendige  Konsequenzen 
gewisser  allgemeiner  Sätze  ableitet^)  Wenn  bei  den  Defini- 
tionen der  parallelen  Geraden  (als  solcher  Geraden  derselben 
Ebene,  welche  sich  in  einem  nicht  erreichbaren  Punkte  treifen . . . .) 
auf  diese  Gebilde  hingearbeitet  wird,  so  werden  dieselben  viel- 
leicht der  Einführung  in  den  Schulunterricht  nicht  so  erheb- 
liche Schwierigkeiten  darbieten:  der  Versuch  wenigstens  mufs 
mehrfach  gemacht  und  es  darf  nicht  von  vornherein  darüber 
abgesprochen  werden.'^ 

Auf  den  Einwurf  der  Redaktion,  dafs  „in  einem  uner- 
reichbaren  Punkte  treffen''  eine  contradictio  in  adjecto 
und  gleichbedeutend  mit  „gar  nicht  treffen"  sei,  erwidert 
Sturm:  „Nur  gegen  eins  mufs  ich  mich  unbedingt  erhebeO; 
gegen   die   Abfertigung    der   Parallelentheorie.      Das    einzige 


80  gilt  dies  für  alle  Pnnktepaare  oder  so  haben  die   beiden  Geraden 
konstanten  Abstand  oder  so  sind  die  Geraden  parallel.** 

^)  Man  vergl.  das  Zitat  aus  Steiner  selbst;  uns  sagt  dessen  Dar- 
Uong  weit  mehr  zu,  als  die  Geiser^sche. 
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Wort,  das  darin  vou  mir  herrührt^  ist  ,^unerreiclibar''  statt 
^yUnendlich  eDtfemt^';  die  Anschauung  selbst  ist  jetzt  Gemein- 
gut aller  produktiven  Geometer/' 

Sturm  gesteht  zu^  selbst  die  grofsten  Schwierigkeiten  bei 
dieser  Vorstellung  gehabt  zu  haben,  hebt  aber  dagegen  ihre 
Vorteile  hervor  und  meint,  dafs  sie  vorsichtig  gebraucht  nie 
zu  einem  Irrtume  f&hre.  Das  Wort  ,,unerreichbar^  solle  nur 
als  Übergangswort  zu  „unendlich  entfernt^'  dienen.  Er  sagt 
dann:  ^^Äber  auch  bei  diesem  Worte  muTs  ich  gegen  die  con- 
tradictio  in  adjecto  protestieren;  dieselbe  fände  doch  nur  statt, 
wenn  die  treffenden  zugleich  die  erreichen  sollenden 
wären,  was  eben  nicht  der  Fall  ist.  Die  sich  treffenden  sind 
die  beiden  unendlich  langen  geraden  Linien,  die  erreichen 
sollenden  sind  wir  Menschen.  Sie  geben  doch  wohl  zu,  dafs 
jede  einzelne  Linie  für  uns  unerreichbare  Punkte  hat, 
warum  können  zwei  Linien  nicht  einen  dieser  uner- 
reichbaren Punkte  gemein  haben?  In  diesem  würden 
sie  sich  dann  auch  treffen.^'  „Der  Einwand  der  sich  stets 
gleich  bleibenden  Entfernung  läfst  sich  doch  sehr  leicht  für 
den,  der  mit  unendlicher  GroUse  zu  operieren  versteht,  durch 
die  Bemerkung  widerlegen,  dafs  in  der  Unendlichkeit  diese 
endliche  Distanz  verschwindet.^'^) 

Hierzu  möchten  wir  zunächst  bemerken,  daCs  allerdings 
nichts  dagegen  spricht,  dafs  zwei  Gerade  einen  Punkt  im  Un- 
endlichen (Unerreichbaren)  gemeinsam  haben  können,  aber 
ebensowenig  dafür,  dals  sie  einen  solchen  Punkt  in  der  That 
gemeinsam  haben  müssen  oder  haben.  ^)  Was  dann  das  Ver- 
schwinden der  endlichen  Distanz  im  Unendlichen  betrifft,   so 

')  Auf  diescD  Pankt  werden  wir  bei  der  Besprechmig  eines  weiteren 
Aufsatzes  von  Sturm  noch  zurückkommen. 

')  „Gerade  Linien  sind  parallel,  weim  sie  Bich  im  Endlichen  nicht 
schneiden.  Man  ist  nicht  befugt,  die  Negation  vom  Yerbnm  wegzunehmen 
und  mit  dem  Begriffe  endlich  zu  verschmelzen.  Müssen  denn  zwei 
Linien,  welche  sich  im  Endlichen  nicht  schneiden,  sich  im  Unendlichen 
schneiden?  Kann  im  Unendlichen  nicht  dasselbe  stattfinden,  wie  im 
Endlichen?  Könnten  die  beiden  Geraden  im  Unendlichen  nicht  zusammen- 
fallen? Wäre  auf  alle  Fälle  nicht  mit  dem  Schnitt-  oder  Treffpunkte 
im  Unendlichen  das  Unendliche  fixiert?*^ 
Zerlang  in  H.  Z.  Bd.  III.  p.  265. 

Schotten,  der  plAzdmetr.  Unterricht.    II.  t3 
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würde  ich  die  Schüler  beklagen^  denen  man  am  Anfang  des 
planimetrischen  Unterrichts  den  Kopf  mit  derartigen  mathe- 
mati3ch-philosophi8chen  Abstraktionen  anfüllte.^)  Man  würde 
ihnen  damit  eine  völlig  unverdauliche  Speise  vorsetzen,  an  der 
sie  sich  sehr  leicht  für  alle  Zeit  gründlich  den  Geschmack 
an  der  Geometrie  verderben  würden.  Dem  jugendlichen  Geist 
mufs  man  anschaulich  kommen.^) 

Im  übrigen  enthält  der  fragliche  Artikel  sehr  viel  Gutes 
und  Beherzigenswertes.  Seine  ausführlicher  zitierten  Stellen 
haben  nun  eine  B>eihe  von  Entgegnungen  gezeitigt^  die  wir 
ebenfalls  einer  genaueren  Betrachtung  würdigen  müssen. 

An  erster  Stelle  repliziert  Eober  im  selben  Bande  der 
H.  Z.  p.  491  in  seinem  Artikel  „lieber  die  Definition  des 
Parallelismus^.     Dort  heÜBt  es: 

„Mit  den  Worten  „erreichbar"  oder  „unerreichbar"  meint 
er  ohne  Zweifel ^  nicht  was  dem  physischen  Menschen  oder 
dem  sinnlichen  Auge,  sondern  was  dem  denkenden  Verstände 
erreichbar  oder  unerreichbar  ist.  Trotzdem  behauptet  der 
Verfasser,  dafs  dieser  unerreichbare  Punkt  wirklich  existiere, 
und  beruft  sich  dabei  auf  die  Auffassung  der  höheren  Geometrie." 

„Den  Gegensatz  zwischen  „parallel"  und  ,, schneidend" 
macht  aber  nicht  die  niedere  Geometrie,  d.  h.  der  oder  jener 
Geometer,  sondern  der  allgemein  menschliche  Verstand.  Es 
handelt  sich  nicht  um  eine  willkürliche  Definition,  sondern 
um  die  im  menschlichen  Verstände  vorhandenen  Begriffe.  Die 
Frage  ist,  ob  Linien  denkbar  sind,  die  selbst  im  Unendlichen 
nicht  zusammentreffen,  sondern  stets  in  gleicher  Richtung  oder 

gleicher  Entfernung  neben  einander  herlaufen Sie  sind 

denkbar,  trotzdem  daCs  sie  die  Methode  der  höheren  Mathe- 


^)  Übrigens  giebt  ea  doch  noch  genug  Mathematiker,  die  oo  -j-  a  =»  oo 
ein  „bedenkliches  Prinzip"  nennen. 

')  „Wer  die  Parallelentheorie  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte 
einleitet,  begeht  den  Fehler,  den  Schüler  von  seiner  gewohnten  An- 
schauung und  seinem  natürlichen  Denken  zu  entfernen.  In  Folge  solcher 
Fehler  glaubt  der  Schüler  endlich,  dafs  die  Wissenschiift  zu  seiner  his- 
herigen  Erkenntnis  im  Gegensätze  stehe  und  wird  irre  an  sich  selbst." 

J.  Eober,  „üeber  das  Unendliche  und  die  neuere  Geometrie"  in 
H.  Z.  III.  p.  261. 
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matik  nicht  brauchen  und  nicht  behandeln  kann^  sondern  sie 
Yorkommenden  Falls  als  wirklich,  wenn  auch  im  unendlichen^ 
zusammentreffend  behandelt.  Ob  solche  Linien  in  der  Natur, 
im  Weltall,  vorkommen,  ist  völlig  gleichgültig;  es  existiert 
ja  überhaupt  keine  gerade  Linie  ....  in  der  äufseren  Wirklich- 
keit, sondern  nur  in  unserm  Denken.  Denken  wir  uns  eine 
Eisenbahn  ins  Unendliche  hinausgebaut,  so  wird  doch  Niemand 
sagen  wollen,  dafs  die  Schienen,  wenn  auch  im  Unendlichen, 
je  zusammentreffen  würden?  dafa  also  die  Lokomotive  auf 
ihnen  nicht  mehr  würde  stehen  können?  Hierin  läge  in  der 
That  eine  contradictio  in  adjecto.  Ob  unser  sinnliches  Auge 
die  Lokomotive  als  einen  Punkt  oder  gar  nicht  sieht,  hat 
damit  nicht  im  Mindesten  zu  thun.^' 

Auch  die  weiteren  Einwendungen  Eober's  gegen  Sturm 
verdienen  alle  Beachtung,  vor  allen  Dingen,  wenn  er  sagt,  auf 
Wahrheit  kommt  es  an,  nicht  auf  ein  methodisches  Prinzip. 

Ebenfalls  gegen  Sturm  wendet  sich  J.  C.  Becker  in 
H.  Z.  Bd.  IL  p.  89.    Er  sagt: 

„Ich  gebe  zwar  zu,  dafs  die  Geometrie  der  Lage  berechtigt 
ist,  von  dem  unendlich  fernen  Punkte  einer  Geraden  zu 
sprechen  und  zwei  Parallele  als  Linien  zu  definieren,  die  diesen 
Punkt  gemein  haben  ....  Aber  darum  ist  der  „unendlich  ferne 
Punkt"  doch  nur  —  eine  blofse  Fiktion^),  und  ebenso  wenig 
reell,  wie  die  imaginären  Schnittpunkte  zweier  Kurven,  die  sich 
wirklich  schneiden.'^ 

Becker  weist  dann  nach,  wie  man  zu  dieser  Fiktion  ge- 
kommen, worüber  wir  bei  der  zweiten  Definition  zu  sprechen 
haben  werden,  und  führt  an,  dafs  Beye  die  unendlich  ent- 
fernten Elemente  der  Baumgebilde  als  „uneigentliche  Ele- 
mente'^ bezeichne«  Man  müsse  sich  davor  hüten,  durch  die 
Fiktionen  der  höheren  Mathematik  die  Grundbegriffe  der 
Elemente  sich  trüben  zu  lassen. 

Becker  selbst  will  die  Definition  des  Parallelismus  auf  den 
Begriff  der  Stellung  stützen. 


')  Ganz  im  Sinne  St  ein  er  *s,  gemäfa  seiner  weiter  oben  zitierten 
DarBtellong. 

Man  vergl.  H.  Z.  Bd.  XVI.  p.  81, 

18* 
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Auf  eine  Bemerkung  E oberes  kommt  Bolze  zurück  in 
H.  Z.  II.  p.  334:  y^Zwei  Parallellinien  sind  nach  rechts  ebenso 
parallel^  wie  nach  links,  also  müssen  sie  sich  nach  liuks 
ebenso  gut  in  einem  unendlich  entfernten  Punkte  schneiden, 
wie  nach  rechts;  folglich  haben  sie  zwei  Punkte  miteinander 
gemein." 

Dieser  Einwand  ist  hinfallig,  denn  die  neuere  Geometrie 
nimmt   ausdrücklich   nur   einen  unendlich   entfernten    Punkt 
auf  der  Geraden  an  resp.  sie  identifiziert  die  unendlich   ent- 
fernten Punkte.     Man  kann  auf  folgende  Weise  zu  dieser  Vor- 
stellung gelangen.     Gegeben  sei  ein  Strahl  und   eine  Gerade 
der  Einfachheit  halber  in  solcher  Lage,  dafs  der  Strahl  durch 
den   Nachbarpunkt    seines   Anfangspunktes   auf  der   Geraden 
gehe.      Denkt   man   sich   nun   den    Strahl  in    drehender    Be- 
wegung, 80  wird  er  auf  der  Geraden  alle  Punkte  nach   der 
einen  Seite  hin  stetig  durchlaufen  (passieren):   in  zwei   auf- 
einanderfolgenden Lagen   des  Strahles   werden   zwei   benach- 
barte (endlich  oder  unendlich  benachbarte)  Punkte  der  Geraden 
getroffen.     Der  Schnittpunkt  rückt  immer  weiter  hinaus,  ohne 
dafs  diese  Beziehungen  sich  ändern.  Ist  nun  der  Strahl  parallel 
zur  Geraden  und  nimmt  man  an,  dafs  er  in  diesem  Falle  einen 
unendlich   fernen   Punkt   mit   der  Geraden  gemeinsam   habe, 
so  kann  er  nun  eine  halbe  YoUdrehung  machen,  ohne  daCs   er 
mit    der    Geraden    einen    Punkt    im   Endlichen    gemein    hat. 
Während  dieser  ganzen  Bewegung  aber  hat  er  einen  unend- 
lich fernen  Punkt  mit  der  Geraden  gemeinsam.     Dreht  man 
dann  noch  etwas  weiter,  so  haben  Strahl  und  Gerade  wieder 
einen   Punkt    im   Endlichen    gemein.     Wie    man    nun    dazu 
kommt,  die  unendlich  vielen  unendlich  entfernten  Punkte  als 
einen  einzigen  zu  betrachten,  wird  sofort  klar,  wenn  wir  drei 
aufeinanderfolgende   Lagen    des    Strahles    im   Endlichen    be- 
trachten.   Die  drei  zugehörigen  Punkte  der  Geraden  sind  Nach- 
barpunkte, reihen  sich  stetig  aneinander.  Dies  gilt  ausnahmslos 
im  Gebiete  des  Endlichen.    Übertragen  wir  diese  Betrachtung 
auf  den  Grenzfall  so  liegt   zwischen   dem  äufsersten  Punkte 
nach  der  einen  Seite  hin  und  dem  äufsersten  Punkte  nach  der 
andern  Seite  hin  nur  ein  Punkt,  „der''  unendlich   entfernte 
Punkt  der  Geraden.     !Noch,  fast  mochte  ich  sagen,  anschlau- 


~     197    — 

lieber  gestaltet  sich  diese  Untersuchung,  wenn  wir  nicht 
einen  Strahl  und  eine  Gerade  nehmen,  sondern  zwei  Gerade. 
Hier  haben  wir  direkt  äufsersten  Punkt  nach  der  einen  Seite, 
unendlich  entfernten  Punkt,  äufsersten  Punkt  nach  der  andern 
Seite.  Alle  drei  reihen  sich  stetig  aneinander  in  völliger 
Analogie  mit  den  Betrachtungen  im  Endlichen,  es  liegen 
sozusagen  nebeneinander  äufserster  Punkt  nach  rechts,  unend- 
lich entfernter  Punkt,  äufserster  Punkt  links.  Die  Singularität 
des  unendlich  entfernten  Punktes  ist  also  hier  noch  ein- 
leuchtender.^) 

Es  geht  aus  diesen  Betrachtungen  zugleich  hervor,  wie 
man  zu  der  Fiktion  des  unendlich  entfernten  Punktes  der 
Geraden  gekommen  ist:  es  ist  eben  die  einheitliche  Auffassung, 
die  zu  dem  methodisch  notwendigen  unendlich  fernen  Punkt 
geführt  hai  Aber  auch  nur  aus  diesem  Gesichtspunkte  ist 
die  Einführung  des  unendlich  fernen  Punktes  erklärlich  und 
gestattet;  nicht  aber  ist  es  etwa  zwingende  Wahrheit,  da  wir 
ja  die  Analogie  des  Endlichen  und  unendlichen  gar  nicht  ohne 
weiteres  postulieren  dürfen.  Es  ist  also  bei  der  eben  be- 
schriebnen  Betrachtung  sehr  wohl  der  eine  Fall  als  Grenzfall  ^) 
auszunehmen  imd  als  solcher  zu  bezeichnen,  indem  wir  sagen, 
dafs  die  beiden  Geraden  da  keinen  Punkt  gemeinsam  haben. 

Den  verschiedenen  Angriffen  tritt  nun  Sturm  in  einem 
zweiten  Aufsatze  —  H.  Z.  Bd.  11.  p.  391  —  „Ueber  die  un- 
endlich entfernten  Gebilde'^  entgegen,  in  dem  er  leider  anföng- 
lich    den   vornehmen  Ton   objektiver   wissenschaftlicher   Dis- 


*)  Auch  hier  muia  ich  wieder  auf  Steiner 's  Daratellang  selbst 
verweisen,  mit  der  die  meinige  ja  im  wesentlichen  übereinstimmt.  Ich 
mofs  jedoch  hervorheben,  dafs  meine  Darstellung  von  der  Steiner'schen 
völlig  unabhängig  entstanden  ist;  das  Zitat,  obwohl  an  früherer  Stelle, 
ist  doch  erst  später  von  mir  hinzugefügt  worden. 

^  „Parallel  sein  heilst  also  zunächst  nur  weder  konvergent  noch 
divergent  sein.  —  Nimmt  man  zu  dem  Zwecke  in  einer  von  zwei  kon- 
vergenten Geraden  einen  festen  Punkt  an  und  dreht  um  ihn  die  Gerade, 
bis  der  früher  konvergente  Strahl  divergent  ist,  so  mufs  eine  Über, 
gangsrichtung  als  gemeinschaftliche  Grenze  vorhanden  sein,  welche  weder 
konvergent  noch  divergent  d.  b.  parallel  ist,  ebenso  sicher,  wie  ein  schwin- 
gendes Pendel  einmal  sich  in  der  senkrechten  Richtung  befinden  mufä/* 

Z erlang  in  H.  Z.  Pd.  III.  p.  266. 
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kussion  fallen  läfst,  obwohl  er  zageben  rnnfs:  ^cb  selbst  bin, 
seitdem  ich  die  Angriffe  erfahren,  erst  tiefer  in  die  Ansebaamig 
eingedrungen,  deren  hohen  Wert  als  Qberaas  kräfldgea  6e- 
weisinstmment  ich  bei  meinen  nan  doch  schon  ziemlich  aus- 
gedehnten geometrischen  Untersuchungen  erkannt^  über  deren 
innere  Wahrheit  und  Berechtigung  oder  vielmehr  Notwendig- 
keit ich  aber  noch  wenig  nachgedacht  hatte.^ 

Was  zunächst  das  Wort  „unerreichbar^  betreffe,  so  habe 
er  gemeint  dem  „physischen  Menschen  unerreichbar^  wegen 
der  endlosen  Zeit,  die  zum  Erreichen  notig  sein  würde.  Er 
habe  es  nur  als  Übergangswort  zu  unendlich  entfernt  ge- 
braucht, ohne  besondern  Wert  darauf  zu  legen.  Es  handle 
sich  um  eine  Definition  der  Parallelen,  die  der  neuen  An- 
schauung sich  anbequeme,  ihr  wenigstens  nicht  widerspreche. 
„Das  scharfe  Bewufstsein,  was  parallele  Linien  sind,  bekommt 
der  Schüler  bald,  trotzdem  die  Definition  nicht  vollkommen 
ist/^^)  Vielleicht  sei  deshalb  eine  Definition  in  Tertia  oder 
Sekunda  nicht  wichtig. 

Sturm  kommt  dann  darauf  zurück,  dafs  die  endliche 
Distanz  zweier  Parallelen  in  unendlicher  Entfernung  gegenüber 
dieser  Entfernung  ignoriert  werden  müsse,  da  sonst  ein  Haupt- 
prinzip der  Geometrie  verletzt  werde. ^)  .,Man  ersieht,  dafs 
ich  ebenfalls  annehme,  daCs  sich  parallele  Linien  in  Wirklich- 
keit nie  treffen,  einen  „endlichen^'  Punkt  nicht  gemein  haben; 
aber  für  uns  Menschen,  die  wir  uns  von  ihren  unendlich  ent- 
fernten  Partieen  eben  in  unendlicher  Entfernung  befinden,  sind 
diese  Partieen  nicht  verschieden,  sondern  identisch.^' 

Weiter  wird  die  Singularität  des  unendlich  fernen  Ge- 
bildes dadurch  erläutert,  dafs  sie  eine  Folge  der  Relation  zu 
den  endlichen  Punkten  sei. 

„Mit  den  endlichen  Grofsen  verglichen  sind  die  unendlich 


^)  Dieses  scharfe  Bewufstseiu,  was  parallele  Linien  sind,  ist  meiner 
Meinung  nach  eben  die  Anffassung  der  Parallelen  als  solcher  Linien,  die  in 
konstanter  Entfernung  nebeneinander  herlaufen  und  sich  daher  nie  treffen. 

*)  Auch  hier  also  tritt  wieder  das  Prinzip  in  den  Vordergrund, 
nicht  die  Wahrheit  der  Auffassung.  Man  vergleiche  Eober's  Replik 
und  Fresenius,  Noch  einmal  die  neuere  Geometrie  und  die  unendlich 
entfernten  Gebilde.    H.  Z.  Bd.  II.  p.  494. 
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grofsen  Grofsen  alle  gleich,  mit  einander  verglichen   sind  sie 
verschieden." 

fßo  haben  also  auch  für  uns  die  sämtlichen  unendlich 
fernen  Punkte  einer  Geraden ,  sobald  wir  sie  in  Beziehung 
setzen  zu  endlichen  Punkten,  den  Wert  eines  einzigen  Punktes. 
Nehmen  wir  irgend  einen  endlichen  Punkt  der  Geraden  als 
Ausgangspunkt,  so  entspricht  jeder  Entfernung  von  demselben 
ein  Punkt,  der  Entfernung  oo  also  auch  (nur)  ein  Punkt." ^) 

„Zwei  Parallelen  haben  also  einen  „endlichen"  oder  „eigent* 
liehen"  Punkt  ih  Wahrheit  nicht  gemeinsam,  aber  ihre  unend- 
lich fernen  (uneigentlichen)  Punkte  sind  identisch;  ihre  unendlich 
fernen  Partieen  befinden  sich,  möchte  ich  sagen,  in  demselben 
unendlich  fernen  Punkte." 

Sturm  kntlpft  noch  weitere  Betrachtungen  über  unendlich 
entfernte  Gebilde  an,  kommt  auf  das  Reziprozitätsgesetz  zu 
sprechen,  erwähnt  die  Degeneration  und  die  imaginären  Gebilde 
und  betrachtet  schliefslich  „die  Sache  auch  etwas  mit  Hilfe 
der  analytischen  Geometrie". 

p.  406  macht  Sturm  einige  Bemerkungen,  die  uns  zu 
der  zweiten  Auffassung  hinüberführen.  Es  heiM  da:  „Ge- 
wohnlich wird  bei  parallelen  Linien  viel  von  Richtung  ge- 
sprochen, ohne  dafjs  die  Bedeutung  dieses  Wortes  vorher  er- 
läutert worden  ist.  Gemeinhin  pflegt  man  zu  demselben  noch 
die  Bestimmung  wohin?  hinzuzufügen:  „ich  gehe  in  der 
Richtung  auf  eine  Stadt,"  „die  Kanonen  schössen  alle  in  der- 
selben Richtung  d.  h.  auf  denselben  Punkt  hin".  Wenn  man 
in  der  Geometrie  das  Wort  ohne  den  bestimmten  Zusatz  ge- 
braucht, so  geschieht  dies  infolge  einer  ein  für  alle  Male  ge- 
machten Konvention  über  das  Ziel  der  Richtung:  wenn  nun 
aber  gerade  parallele  Geraden  als  von  derselben  Richtung 
bezeichnet  werden,  so  müssen  doch  auch  sie  ein  gemeinsames 


')  Wird  nicht  eine  Bichtimg  auf  der  Geraden  festgesetzt,  so  ent* 
spricht  jeder  Entfernung  yom  Ausgangspunkt  nicht  ein  Punkt,  sondern 
wir  erhalten  zwei  Pankte,  einen  nach  rechts  und  einen  nach  links.  Ist 
somit  Sturmes  Prämisse  falsch,  so  ist  es  auch  die  Schlnisfolgerung, 
dafs  der  Entfernung  cx)  ein  Punkt  entspreche.  Dieser  Beweis  erscheint 
also  verfehlt.  Man  vergleiche  meine  AnsfOhrnngen  zu  diesem  Pankte 
weiter  oben. 
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Ziel  für  ihre  Richtung  haben:   ein  unendlich   fernes    —    als 
Punkt  erscheinendes  —  Objekt." 

Damit  yerföUt  Sturm  in  den  verhängnisvollen  Irrtum, 
Richtung  und  Ziel  zu  verwechseln:  ein  äofserst  schwerer  Fehler, 
der  uns  bei  der  sonstigen  Schärfe  der  Auffassung  sehr  merk- 
würdig berülirt.  Was  darüber  zu  sagen  ist^  findet  sich  im 
§  1  des  ersten  Kapitels;  hier  nur  kurz  noch  einmal  die  ZurQck- 
Weisung:  Was  dasselbe  Ziel  hat,  hat  deshalb  nicht  dieselbe 
Richtung;  und  umgekehrt.  Wenn  zwei  Menschen  auf  eine 
Stadt  zugehen,  so  haben  sie  —  im  allgemeinen  —  nicht 
dieselbe  Richtung. 

Sturm  ßhrt  dann  fort:  ,,Zwei  Linien  haben  dieselbe 
(oder  gleiche)  Richtung,  wenn  sie  nach  demselben  unendlich 
entfernten  Punkte  (oder  nach  zwei  verschiedenen  im  Unend- 
lichen gelegnen^  aber  für  uns  identischen  Punkten)  hinstreben. 
Zwei  Menschen  gehen  in  derselben  Richtung  (ohne  Zusatz), 
wenn  sie  dasselbe  unendlich  entfernte  Objekt  stets  im  Auge 
behalten;  die  Absicht  es  erreichen  zu  wollen,  ist  ja  gar  nicht 
notwendig." 

In  diesen  Worten  liegt  wieder  dieselbe  Verwechslung  wie 
oben,  die  Verwechslung  von  Ziel  und  Richtung.  Nur  ist 
allerdings  zu  bemerken,  dafs  hier  die  einzige  zulässige  Aus- 
nahme vorliegt.  In  dem  Falle  nämlich,  wo  zwei  Geraden 
parallel  sind,  treffen  die  beiden  Bedingungen  gleichzeitig  ein, 
dafs  die  Geraden  sowohl  gleiche  Richtung^)  als  auch  gleiches 
Ziel  haben.  Hier,  aber  auch  nur  hier,  darf  beides  gleichwertig 
für  einander  gebraucht  werden.  Vielleicht  ist  dies  der  Grund, 
der  Sturm  zu  seinem  Irrtum  veranlafst  hat.^ 

Nicht  unbeachtet  dürfen  dann  die  Worte  in  der  Klammer 
bleiben.  Danach  haben  jede  zwei  gerade  Linien  gleiche  Rich- 
tung, denn  sie  sind  doch  nach  verschiedenen  im  Unendlichen 
gelegnen  Punkten  gerichtet.  Man  sieht,  selbst  die  Angriffe  haben 
doch  immer  noch  nicht  vermocht,  vollige  Klarheit  zu  schaffen. 

Wir  sind  mit  den  letzten  Erörterungen  schon  tief  in  das 
Gebiet  der  zweiten  Definition   gedrungen,  wollen  aber  doch 


*)  Nach  allgemeinem  Spracbgebraacb. 
«)  Man  vergleiche  H.  Z.  XVL  p.  339. 
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erst  noch  einmal  zur  ersten  Definition  zurückkehren  und  unsre 
Ansicht  darüber  kurz  aussprechen.  Nach  unsern  Erörterungen 
hat  sich  ergeben,  dafs  die  Definition  in  ihrer  ursprünglichen 
Form  durchaus  brauchbar  für  den  Schulunterricht  ist,  be- 
sonders wenn  man  Veranlassung  nimmt,  sie  mit  der  dritten 
Definition,  die  den  konstanten  Abstand  benutzt,  zu  kombinieren. 
Dagegen  empfiehlt  es  sich  auf  der  Schule  vorläufig  von  einer 
Definition,  die  sich  modernen  Ansichten  anpafst,  abzusehen.^) 

2)  Die  Geraden  haben  dieselbe  oder  gleiche  Rich- 
tung (Richtungen) 

oder  die  Geraden  bilden  mit  einer  Transversalen 
gleiche  Winkel. 

Die  vorliegende  Erklärung  ist  sehr  beliebt;  soweit  wir  im 
Augenblick  Übersehen  können,  diejenige,  die  bei  weitem  die 
andern  überwiegt.  Sieht  man  genauer  nach,  so  wird  man 
finden,  dafs  die  meisten,  die  sich  ihrer  bedienen,  eine  nähere 
Erörterung  des  Begrifies  Richtung  nicht  für  nötig  gehalten 
haben.  So  war  es  bequem  auf  grund  eines  nicht  genau  prä- 
zisierten Begriffs  eine  Erklärung  der  Parallelen  aufzubauen, 
die  aber  dadurch  selbst  unklar  blieb. 

Wir  müssen  zunächst  gegen  die  äufsere  Form  der  Definition 
uns  aussprechen.    Vor  allen  Dingen  ist  es  der  Ausdruck  die- 
selbe  Richtung,    gegen    den   ich   immer   wieder    ankämpfen 
werde,   wenn  auch  Hr.   Professor  Lorberg   in  Bonn   mich 
deshalb  für  einen  noch  grofsem  Ignoranten  in  mathematisch- 
philosophischen Erörterungen  halten  sollte,  als  er  jetzt  schon 
thut  —  vorausgesetzt,  dafs  das  möglich  ist.    Es  liegt  nämlich 
hier  durchaus  etwas  Besondres  vor.     Wir  können  von   zwei 
Gegenständen  sagen,   sie  haben  dieselbe  Farbe;   aber  das  ist 
etwas  ganz  andres,  als:  zwei  Gerade  haben  dieselbe  Richtung. 
Ich  habe  schon  im   II.  Kapitel   auf  die  Besonderheit  unsres 
Falles  hingewiesen.    Zwei  Gerade,  die  dieselbe  Richtung  haben, 
sind  durchaus  nicht  anders  zu  denken,  als  zusammenfallend. 
Es  leuchtet  das  ein,  wenn  wir  von  Einer  bestimmten  Richtung 

*)  Man  vergleiche  noch:  Scherling,  Der  Streit  über  den  nnend- 
lich  entfernten  Punkt.  —  H.  Z.  Bd.  III.  p.  463.  —  Ferner  die  Diskussion 
Reidt-Weinmeister,  H.  Z.  XI.  p.  111,  f. 
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ausgehen.     Denken  wir  uns  dann  zwei  Gerade  in  dieser  Rich- 
tung, so  fallen  sie  unweigerlich  zusammen,  d.  h.  Gerade  mit 
derselben  Richtung  sind  zusammenfallend,  nichts  anderes.  Man 
erkennt  aber  auch  an  diesem  Beispiele  sofort  den  Unterschied 
zwischen  unserem  besondern  Falle  und  irgend  einem    andern 
z.  B.  dem  von  uns  gewählten  Beispiele  der  Farbe.      Dieselbe 
Farbe  kann  ich  mir  mehreremale,  an  verschiednen  Orten  denken, 
ohne    dafs    dadurch    ihre    Qualität    irgendwie    berührt    i^ird; 
anders  bei  der  Richtung.     Eine  bestimmte  Richtung  ist  eben 
nur  einmal  vorstellbar,  wollten  wir  sie  uns  an  yerschiedneu 
Stellen  vorstellen,  so  bleiben  sie  eben  nicht  die  Eine  bestimmte 
Richtung.    Es  geht  also  hieraus  hervor,  daCs  Richtung  nicht 
eine  Eigenschaft  ist,   welche  bei  zwei  verschiednen  Geraden 
völlig  übereinstimmen  kann.     Wer  mir  hier  etwa  entgegnen 
will,  dafs  z.  B.  doch  viele  Linien  denkbar  seien,  die  alle  Nord- 
Südrichtung  haben  würden,   den  bitte  ich  sich  diese  Linien 
direkt    oder    nahe    beim    Nord-    oder    Südpol    vorzustellen, 
woraus  sich  sofort  ergeben  wird,  dafs  die  Identität  der  Rich- 
tung nur  den  Worten,  nicht  der  Sache  nach  besteht.     Ganz 
analoges   gilt   für   Ausdrücke   wie   „wagerecht ^',  „senkrecht". 
Auch  hier  handelt  es  sich  nur  um  eine  scheinbare  Identität, 
denn  diese  Worte  bedeuten  eben  an  vorschiednen  Orten  etwas 
anderes,  wenn  auch  wesentlich  identisches.     Es  ist  aber  auch 
hier  unser  Spezialfall  völlig  da,  wenn  wir  uns  im  Raum  die 
Nord-Südrichtung  denken,  die  also  vom  Nord-  nach  dem  Südpol 
hingeht.    Dann  giebt  es  auch  hier  nur  Eine,  und  alle  Geraden, 
die  sie  haben,  fallen  in  eine  zusammen,  die  bestimmt  ist  durch 
die  beiden  Punkte  Nordpol  und  Südpol. 

Eine  weitere  Frage  ist  nun,  ob  es  heifsen  dürfe:  Gerade 
von  gleicher  Richtung  resp.  die  Geraden  haben  gleiche  Rich- 
tung, oder  ob  es  heilsen  müsse:  die  Geraden  haben  gleiche 
Richtungen. 

Zu  dieser  Frage  bemerkt  Hoff  mann  in  seiner  Zeitschrift 
Bd.  XXI  IL  p.  341: 

„Man  findet  immer  noch  hier  und  da  die  Definition: 
Parallele  Gerade  sind  solche,  welche  gleiche  Rich- 
tung haben. 

Zuvörderst  ist  diese  Definition  sprachlich  fehlerhaft. 
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• 

Was  ist  ^^gleiche  Bichtung^'?  Es  giebt  höchstens  Richtungen , 
welche  einander  gleich  sind  oder  kOrzer  ausgedrückt:  ,,etnander 
gleiche  Richtungen'',  oder  in  der  Einzahl:  ,,eine  Richtung, 
^eelche  einer  andern  gleich  ist''.  Ahnlich:  ^^Was  ist  eine  gleiche 
Kugel?" 

Hiermit  können  wir  nicht  übereinstimmen.  Der  Sprach- 
gebrauch hat  sich  bei  diesen  Wendungen  freier  entwickelt  und 
es  wird  Niemandem  einfallen  darin  einen  Fehler  zu  suchen, 
w^enn  man  z.  B.  sagt,  zwei  Gegenstände  haben  gleiche  Farbe. 
Man  würde  sogar ,  wenn  sie  einfarbig  wären,  es  für  einen 
Fehler  halten  zu  sagen,  die  beiden  Gegenstände  haben  gleiche 
Farben,  da  man  dann  daran  denken  würde,  dafs  beide  mehr- 
farbig seien.  Gegen  den  Gebrauch  des  Singulars  lielse  sich 
also  an  sich  nichts  einwenden.  • 

Des  weitern  bemerkt  dann  Ho  ff  mann,  dafs  der  Ausdruck 
„gleich"  deshalb  nicht  zulässig  sei,  weil  man  in  der  Mathe- 
matik „gleich"  nur  für  Grofsen  also  im  Sinne  Yon  »^gleich 
grofs"  gebrauchen  dürfe.  Auch  dies  scheint  uns  eine  Ein- 
schränkung, deren  Notwendigkeit  wir  nicht  einsehen.  Wollte 
man  aber  diese  Einschränkung  festsetzen,  dann  würde  für  den 
Ausdruck  ,;gleiche  Richtung"  dasselbe  gelten,  was  wir  weiter 
oben  für  ,,dieselbe  Richtung"  auseinandergesetzt  haben:  wir 
haben  es  hier  mit  einem  Fall  zu  thun,  wo  Gleichheit  und 
Identität  zusammenfallen. 

Von  der  gröfsten  Wichtigkeit  erscheint  uns  wieder  in 
Bezug  auf  diesen  Ausdruck  das  Wesen  der  Richtung  selbst, 
dafs  wir  hier  keine  Nuancen  haben,  wie  bei  Farbe,  Licht 
etc.,  so  dafs  also  die  Gleichheit  mit  der  Identität  wie  gesagt 
zusammenfällt.  Doch  wird  es  notwendig  sein,  auf  die  Elemente 
zurückzugehen,  um  Yollige  Klarheit  zu  schaffen.  Zwei  Rich- 
tungen, die  wir  mit  einander  vergleichen,  können  entweder  — 
man  denke  an  die  Erörterungen  des  §  1  im  ersten  Kapitel  — 
den  einen  oder  den  andern  Punkt  oder  beide  konstituierende 
Elemente  oder  nichts  gemeinsam  haben.  Haben  sie  den  Aus- 
gangspunkt gemeinsam,  das  Ziel  verschieden:  so  sind  die 
Richtungen  verschieden;  haben  sie  verschiedene  Ausgangs- 
punkte, aber  gleiches  Ziel:  so  sind  die  Richtungen  verschieden; 
haben  sie  gleichen  Anfang  und  gleiches  Ziel:  so  sind  die  Rieh- 
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tungen  gleich  d.  h.  hier  also  identisch  (dieselben).  —  Niemand 
aber  wird  doch  bei  einer  solchen  Analyse  auf  den  Gedanken 
kommen,  dafs  nun  zwei  Richtungen  gleich  seien,  die  weder  in 
der  einen,  noch  in  der  andern  Hinsicht  (Element)  überein- 
stimmen.^) 

Was  dazu  geführt  hat,  die  Richtung  in  die  Definition 
der  Parallelen  einzuführen,  ist  wohl  einerseits  die  früher 
übliche  Definition  des  Winkels  als  Richtungsunterschiedes  ^ 
gewesen  —  was  dann  für  Parallelen  die  Richtungsgleichheit 
ergab')  —  andererseits  der  sogenannte  Richtungsbeweis,  der 
so  yerlockend  bequem  erscheint,  in  der  That  aber  nar  ein 
circulus  ist.  Er  wird  auch  direkt  zur  Definition  verwendet, 
resp.  das  in  ihm  liegende  Agens,  wenn  man  bei  der  Definition 
der  Parallelen  ausgeht  von  dem  Umstand,  dafs  sie  mit  ihren 
Transversalen  gleiche  Winkel  bilden.  Aber  hier  werden  Eigen- 
schaften, die  aus  der  Definition  folgen,  vorweggenommen  und 
zur  Definition  verwendet,  was  offenbar  nicht  zulässig  ist^) 

Wir  sind  also  auf  das  Bestimmteste  dafür,  dafs  eine 
Definition  der  Parallelen ,  die  sich  auf  den  Richtungsbegriff 
stützt,  zu  verwerfen  sei;  dafs  aber,  wenn  eine  solche  dennoch 


*)  Hierza  vergleiche  man  aus  dem  Artikel  „Stadien  über  geo- 
metrisclie  Grandbegriffe**  des  Herausgebers  der  H.  Z.  den  Abschnitt 
„Gleiche  Richtungen**,  IV.  p.  111|  der  für  die  hier  erörterten  Fragen  von 
grofser  Bedeutung  ist. 

')  „Parallelen  heifsen  Linien  gleicher  Richtung.  Die  Gleichheit 
der  korrespondierenden  Winkel  ergiebt  sich  aus  der  Gleichheit  der  Rich- 
tungsunterschiede.*' 

J.  Kober,  Üeber  das  Unendliche  und  die  neuere  Geometrie.  H.  Z. 
III.  p.  261.  —  Vergl.  auch  H.  Z.  III.  p.  686. 

")  Die  Alten  hatten  das  Wesen  gleich  im  Namen  zum  Ausdruck 
gebracht:  das  Nebeneinander  (ohne  etwas  Gemeinsames).  Auch  von 
diesem  Gesichtspunkte  aus  ist  es  ganz  unzulässig,  nun  plötzlich  statt 
des  Trennenden  das  Einigende  (Gleiche)  hervorzuheben.  So  nur  konnte 
es  auch  kommen,  dafs  man  im  gewöhnlichen  Leben  ganz  verkehrter 
Weise  verwandte  Anschauungen  z.  B.  als  parallel  zu  bezeichnen  pflegt. 

*)  „Die  Mathematik  soll  auch  den  Schein  der  Phrase  vermeiden, 
deshalb  halte  ich  es  jetzt  für  ganz  verwerflich,  die  Parallelentheorie 
mit  dem  Richtungsunterschiede  abzumachen.** 

Zieglcr,  Thesen  zu  dem  Streite  über  geometrischen  Unterricht. 
—  H.  Z.  III.  p.  189. 
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beliebt  wird,  weder  von  derselben  noch  von  der  gleichen 
Richtung  die  Rede  sein  dürfe,  sondern  daGs  man  dann  nach 
einem  passenderen  Ausdruck  zu  suchen  hat 

Schon  oben  war  in  einer  FuTsnote  darauf  hingewiesen, 
dafs  Hoff  mann  sich  mit  hierhergehorigen  Untersuchungen 
beschäftigt  hat;  auch  er  kommt  dabei  zu  dem  Resultat,  dafs 
das  Ejriterium  für  die  Gleichheit  von  Richtungen  in  dem 
gleichen  Richtungsunterschiede  gegen  eine  dritte 
Gerade  zu  suchen  seL  Dann  kommt  er  auf  den  Unterschied 
von  gleichgerichtet  und  parallel  zu  sprechen  und  hierbei  kommt 
auch  ihm  der  Gedanke,  dafs  der  Ausdruck  „gleiche  Richtung^' 
seine  Bedenken  habe,  denn  er  sagt  in  einer  Fufsnote:  „Ob  es 
nicht  zweckmäfsiger  sein  dürfte,  den  Begriff  gleiche  Rich- 
tung mit  ähnliche  Richtung  zu  vertauschen,  will  ich  hier 
nur  angeregt  haben.'^  Diese  Worte  zeigen  deutlich,  dafs  auch 
ihm  Skrupel  an  dem  landläufigen  Ausdruck  aufgestiegen  sind. 
Es  ist  eben  die  Definition  der  Parallelen  mit  Hülfe  von  gleichen 
Richtungen  nichts  anderes,  als  eine  Erklärung  idem  per  idem. 
Was  für  die  Richtungen  gleich,  ist  für  die  Geraden  parallel. 
Kein  Mensch  wird  sich  sogenannte  gleiche  Richtungen  vor- 
stellen können,  ohne  daGs  er  sich  parallele  Gerade  denkt,  oder 
gar  gleiche  Richtungen  vor  parallelen  Geraden  denken.  Die 
ganze  Definition  ist  ein  Spiel  mit  Worten. 

Gilles  stellt  sich  energisch  auf  den  Standpunkt  der  Rich- 
tungsdefinition der  Parallelen  in  einem  Aufsatze  „Bedenkliche 
Richtungen  in  der  Mathematik^'  in  H.  Z.  XI.  p.  17.  Allerdings 
sagt  er:  „Selbstverständlich  mufs  der  Begriff  gleiche  Rich- 
tung definiert  werden;  wenn  dabei  auch  ein  axiomatisches 
Element  zurückbleibt,  so  ist  dasselbe  doch  in  der  möglichst 
elementaren  Form  einzuführen/'  Er  verweist  dabei  auf  sein 
Lehrbuch  S.  9  und  S.  6,  wo  sich  Seite  9  folgendes  findet: 

„Die  Gerade  ist  bestimmt  durch  einen  Punkt  und  eine 
Richtung,  in  welchen  Angaben  das  ganze  Wesen  der  Geraden 
enthalten  isf    Aufzählung  der  Fälle: 

„2.  c)  Der  Ausgangspunkt  ist  verschieden,  die  Richtung 
dieselbe." 

^yEF  und  BS  haben  dieselbe  Richtung  bedeutet,  dafs 
beide  Geraden  sich  nur  der  Lage  nach  unterscheiden,  so  dafs 


y 
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die  Gerade  EF,  wenn  sie  in  allen  Punkten  sich  gleichmaXsig 
Ober  die  Gerade  ER  gleitend  bewegt,  in  demselben  Aagen- 
blick  die  Lage  RS  bekömmt,  wenn  ein  Punkt  derselben  in 
die  Gerade  RS  fallt,  d.  h.  alle  Punkte  fallen  zu  gleicher  Zeit 
in  RS.'' 

Selbst  mit  dieser,  den  gewöhnlichen  Darstellungen  gegen- 
über sehr  viel  gewissenhafteren  Behandlang  können  wir  uns 
nicht  befreunden.  Die  geschilderte  Bewegung  setzt  die  Kenntnis 
des  Parallelen  voraus. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  femer  noch  ein  hierher- 
gehöriger Aufsatz:  ,;Der  sogenannte  ßichtungsbeweis  in  der 
Lehre  von  den  Parallelen"  von  Dr.  Hubert  Müller  in  H.  Z. 
XVI.  p.  407. 

Er  leitet  den  Artikel  mit  folgenden  Worten  ein:  „Schwierige 
geometrische  Beweise  sind  kaum  an  einer  andern  Stelle  des 
Unterrichts  so  unangenehm  wie  in  der  Lehre  von  den  Parallelen, 
einmal,  weil  sie  Knaben  von  12  Jahren  beigebracht  werden 
müssen,  und  zweitens,  weil  die  zu  beweisenden  Sätze  so  sehr 
einfach  und  jedem  Schüler  von  vornherein  anschaulich  g^wifs 
sind.  In  der  lobenswerten  Absicht  hier  Hülfe  zu  schaffen 
hat  man  den  Grundsatz  „Parallele  Linien  haben  gleiche 
Richtung^'  aufgestellt  und  mit  demselben  einen  Beweis  ge- 
führt, welcher  in  dieser  Zeitschrift  (IX.  192)  angegriffen 
worden  ist." 

Bolze  hat  nämlich  am  angeführten  Ort  gezeigt,  dafs  es 
sich  bei  dem  sog.  Bichtungsbeweis  um  einen  Scheinbeweis 
handelt.  Müller  giebt  dies  nicht  zu  und  sucht  an  einem 
Beispiele  die  Richtigkeit  seiner  Behauptung  nachzuweisen.  Er 
sagt  dann: 

„Der  Schwerpunkt  liegt  in  dem  Begriffe  Richtungs- 
unterschied,  welcher  sich  dem  allgemeinen  Begriffe  des 
Unterschiedes  ebensowenig  fügt,  als  die  Potenzen  mit  negativen 
Exponenten  dem  ersten  Potenzbegriff  sich  unterordnen.  Der 
Richtungsunterschied  wird  nicht  durch  Abziehen  einer  Rich- 
tung gefunden,  oder  umgekehrt  gesagt:  der  Richtungsunter- 
schied ist  nicht  wieder  eine  Richtung,   sondern  ein  Winkel.^ 

„1)  Linien  gleicher  Länge  sind  solche,  deren  Längen- 
unterschied Null  ist.    Dafs  auch  die  Parallellinien  als  Linien 
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gleicher  Richtung  solche  sind,  deren  Richtungsunterschied  Null 
ist,  darf  man  nicht  als  logisch  evident  ansehen-,  dieser  Aus- 
spruch kann  aber  anschaulich  evident  sein/^ 

Linien  gleicher  Richtung  würden  zunächst  Schenkel  eines 
Nullwinkels  sein;  sie  sollen  aber  auch  parallel  sein.  Es  handle 
sich  also  um  eine  Identität  des  Nullwinkels  und  des  Streifens 
zweier  Parallelen.  Es  wird  dann  das  Bedenkliche  dieser 
Identität  ausführlich  erörtert. 

;,2)  Gleiche  Richtungen  bilden  mit  derselben  dritten  gleiche 
Richtungsunterschiede^'  dürfe  nicht  unmittelbar  als  richtig  an- 
gesehen werden.^)  Auch  hier  zeigt  sich  die  Unzulänglichkeit 
des  Richtungsbeweises. 

Müller  fafst  seine  Resultate  in  den  beiden  Sätzen  zusammen : 

„1)  Wer  mit  Richtungen  operieren  will,  darf  den  unend- 
lich fernen  Punkt  nicht  verleugnen. 

2)  Wer  den  Richtungsbeweis  führt,  begeht  den  Fehler, 
dafs  er  Auffassungen,  welche  erkannten  Wahrheiten  entspringen, 
als  Anschauungen  aufstellt,  um  aus  ihnen  die  ursprünglichen 
Wahrheiten  als  logische  Folgerungen  abzuleiten.'^ 

Wir  können  uns  den  Ausführungen  Müller's  im  wesent- 
lichen nur  anschliefsen,  besonders  der  zweite  Satz  ist  uns  völlig 
aus  der  Seele  gesprochen,  auch  wir  sehen  im  Richtungsbeweise 
einen  völligen  circulus. 


')  In  SohlOmilch*8  Geometrie  des  Mafses  findet  sich: 

Bichtung  a  =»  Richtung  h 
Richtung  c  =  Richtung  c 

Winkel  ac  =^  Winkel  bc 
„weil  Gleiches  mit  Gleichem  verglichen  Gleiches  liefert." 
Ziegler  bemerkt  dazu  (H.  Z.  UI.  p.  189):  ^^ieser  verzwickte 
Ausdruck  beweist  die  Unsicherheit  des  Schlusses  und  berechtigt  zu 
folgendem  Dilemma:  Ist  diese  Vergleichung  eine  Subtraktion  oder  nicht? 
ist  Unterschied  im  gewöhnlichen  Sinne  gleich  Differenz,  dann  kann  die 
Differenz  zweier  Richtungen  nur  wieder  eine  Richtung  (kein  Winkel) 
sein,  oder  ist  es  ein  neuer  Begriff,  dann  ist  Richtungsunterschied  ebenso 
tautologisch  als  Neigung.  Schon  die  Möglichkeit  eines  solchen  Zweifels 
macht  die  Argumentation  als  Schleichweg  verdächtig,  diese  hat  in  dem 
MiTsbrauche  des  Gleichheitszeichens  eine  fatale  Ähnlichkeit  mit  dem  be- 
kannten Beweise,  dafs  eine  Katze  drei  Schwänze  hat.** 
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Hiermit  wollen  wir  die  Besprechung  dieses  zweiten  Defini- 
tionsversuchs  für  Parallelen  beschliefsen. 

3)  Die  Geraden  haben  konstanten  Abstand.  Bei 
der  Besprechung  dieser  Definition  können  wir  uns  ganz  kurz 
fasseU;  da  alles  Wesentliche  schon  besprochen  worden  ist, 
besonders  bei  Gelegenheit  von  Definition  1).  Sowohl  in 
unserer  allgemeinen  Erörterung  am  Anfang  dieses  Kapitels^  wie 
bei  der  Besprechung  der  ersten  Definition  haben  wir  unsrer 
Ansicht  unverhohlenen  Ausdruck  gegeben^  dafs  wir  diese  Defini- 
tion wissenschaftlich  für  korrekt  halten  und  für  den  Schulgebrauch 
für  am  geeignetsten.  Dafs  zwei  Gerade^  die  überall  gleichen 
Abstand  haben,  sich  niemals  treffen  werden ,  ist  anschaulich 
evident^  aber  auch  die  Winkelsätze  bei  einer  Transversaleu 
lassen  sich  auf  Grund  dieser  Definition  sehr  leicht  beweisen, 
wie  das  folgende  Kapitel  lehren  wird. 

Auf  Grund  der  Untersuchungen  schlagen  wir  also  für  die 
Schule  folgende  Fassung  für  die  Definition  von  Parallelen  vor: 

Haben  zwei  Gerade  konstanten  Abstand  von  einander, 
80  dafs  sie  keinen  Pankt  gemeinsam  haben^  so  heifsen 
sie  parallel.  ^) 

An  diese  Definition  dürfen  sich  dann  eine  Reihe  von 
Grundsätzen  ohne  weiteres  anreihen. 

Nachdem  so  die  drei  Definitionen  der  Parallelen  zur  Er- 
örterung gekommen;  bleibt  noch  übrige  der  Versuche  zu  ge- 
denken^  die  gemacht  worden  sind,  an  die  Stelle  des  Problems 
ein  andres  zu  setzen.  Nachdem  man  erkannt  hatte,  dalis  das 
Problem  unbeweisbar  war  oder  besser,  dafs  sein  Beweis  noch 
offen  war,  und  nachdem  man  dies  als  einen  vermeintlichen 
Fehler  der  sonst  so  strengen  Euklidischen  Geometrie  anzusehen 
sich  befleifsigte,  tauchten  eine  Menge  von  Versuchen  auf,  das 
Problem  entweder  zu  beweisen  oder  durch  ein  andres,  das  der 
Anschauung  mehr  entsprechen  sollte,  zu  ersetzen. 

Von  diesen  Versuchen  wandten  sich  die  einen  dahin,  den 
geometrischen  Ort  zu  konstruieren  aller  Punkte,  die  von  einer 
Geraden  gleichen  Abstand  haben.  Dafs  sich  dafür  eine  Linie 
ergeben  müsse,  stand  klar  fest,  aber  ein  strenger  Beweis  dafür, 


')  Man  vergl.  II.  Z.  XXIII.  p.  842. 
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dafs  wir  es  hier  mit  einer  Geraden  zu  thun  haben,  liefs  sich  eben- 
sowenig erbringen,  wie  ein  Beweis  für  das  eigentliche  Problem. 

Sehr  vielseitig  gestalteten  sich  die  Versuche  das  Axiom, 
das  sich  an  die  Parallelenlehre  anschlofs,  durch  ein  andres 
zu  ersetzen,  von  denen  ich  hier  vorläufig  nnr  einige  erwähnen 
will:  bei  der  Besprechung  der  einschlägigen  Arbeiten  wird 
sich  Gelegenheit  finden,  näher  auf  die  Fragen  einzugehen. 

Bolyai:  Durch  drei  Punkte,  die  nicht  in  einer  Geraden 
liegen,  ist  stets  ein  Kreis  möglich. 

Legendre:  Durch  jeden  Punkt  im  Innern  eines  Winkels 
läfst  sich  eine  Gerade  ziehen,   die  beide  Schenkel  schneidet. 

Schotten:  Die  Winkelsumme  in  ebenen  Polygonen  ist 
konstant. 

Simon:  Sind  in  einem  Viereck  drei  Winkel  rechte,  so 
ist  es  auch  der  vierte. 

Das  berühmte  Axiom,  das  sich  nun  an  die  Parallelen- 
definition anschliefst  und  das  den  Anlafs  zu  den  tiefsinnigsten 
Untersuchungen  gegeben  hat,  wird  allgemein  als  das  elfte 
Axiom  Euklids  bezeichnet.  Es  ist  jedoch  sehr  wahrscheinlich, 
dafs  es  nicht  von  Euklid  als  Axiom  aufgestellt  worden  ist, 
sondern  in  der  Form  eines  Postulates.  Die  falsche  Stellung 
nimmt  es  in  den  Ausgaben  Euklids  seit  Gregory  1703  ein^) 
(Ausnahmen  Peyrard  1814,  August  1826).  Es  lautet:  Zwei 
Gerade,  welche  von  einer  dritten  so  geschnitten  werden,  dafs 
die  inneren  Winkel  an  derselben  Seite  der  Schneidenden  zu- 
sammen kleiner  als  zwei  Rechte  sind,  schneiden  sich,  gehörig 
verlängert,  an  eben  dieser  Seite.  —  Wie  schon  gesagt  sind 
die  Versuche,  dieses  Axiom  durch  ein  andres  zu  ersetzen  resp. 
zu  beweisen,  zahlreich  gewesen.  Heutzutage  findet  man  an 
seiner  Stelle  in  den  Lehrbüchern  gewöhnlich  den  Grundsatz: 
Durch  einen  Punkt  aufserhalb  einer  Geraden  läCst  sich  zu 
dieser  nur  eine  Parallele  ziehen,  ein  Satz,  der  auch  oft  als 
Lehrsatz  aufgestellt  wird. 

Warum   gerade  dieses  Axiom  in  der  Reihe  der  übrigen 

« 

*)  Lindemann  im  Bd.  II  der  Yorlesangen:  Das  vierte  und  fünfte 
Postulat  sind  in  der  ersten  griechischen  Ausgabe  von  Euklids  Elementen 
(Basel  1538,  Hervagins)  unter  die  Axiome  gestellt.  Peyrard  1814—18 
stellte  die  richtige  Ordnung  aus  den  Handschriften  wieder  her. 

Schotten,  der  planimetr.  Unterrioht.    II.  14 
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Anstofs  erregte,  liegt  in  der  Natur  der  Sache.  Die  Axiome 
1 — 9  sind  rein  logisch,  resp.  Axiome  der  allgemeinen  Grofsen- 
lehre,  daran  schliefsen  sich  die  geometrischen  Axiome  10 — 12, 
von  denen  10  and  12  anschaulich  evident  sind,  11  aber  der 
Anschaulichkeit  entbehrt;,  da  es  sich  um  Unendliches  handelt. 
Wer  die  Gerade  als  unendlich  nach  beiden  Seiten  hin  ansieht, 
für  den  existiert  allerdings  die  Frage  nach  dem  IL  Axiom 
nicht,  so  daTs  eigentlich  das  11.  Axiom  nicht  den  Angelpunkt  der 
Untersuchungen  bilden  sollte,  sondern  die  Auffassung  der  Geraden. 

Schon  im  Altertume  hatte  man  übrigens  den  Zusammen- 
hang des  vorliegenden  Problems  mit  der  Frage  nach  der 
Winkelsumme  im  Dreieck  erkannt.  Schon  Proclos,  Euklids 
bedeutendster  Kommentator,  bemerkte,  dafs  das  11.  Axiom 
die  Umkehrung  sei  des  Satzes:  In  jedem  Dreieck  betragen 
zwei  Winkel  zusammen  weniger  als  zwei  Rechte,  da  alle  drei 
erst  zwei  Rechte  zusammen  betragen. 

Gauss  stellte  zuerst  1792  die  Behauptung  auf,  dalSs  das 
Parallelenaxiom  eine  Erfahrungsthatsache  und  folglich  unbe- 
weisbar sei.  Von  da  an  datieren  denn  die  Arbeiten,  die  eine 
Geometrie  unabhängig  vom  Parallelenaxiom  aufstellen.  Wir 
werden  Gelegenheit  finden,  bei  der  Besprechung  einschlägiger 
Schriften  hier  und  da  über  diese  Arbeiten  zu  sprechen,  ohne 
hier  auf  die  Frage  selbst  tiefer  eingehen  zu  müssen,  da  für 
die  Schule  die  betreffenden  Untersuchungen  ohne  praktisches 
Interesse  sind. 

Entschieden  mufs  nur  die  Frage  werden,  welche  Stellung 
man  im  allgemeinen  System  dem  Satze  anweisen  will,  wenn 
man  ihn  als  Axiom  nicht  anerkennt.  Axiom  ist  das  notwen- 
dige Minimum  der  Voraussetzung  oder  das  Urteil,  das  auf 
den  Grundbegriffen  sich  aufbaut  ohne  durch  Beweise  auf  andre 
Urteile  zurückgeführt  werden  zu  können.  Als  ein  derartiges 
Urteil  also  vermag  die  Schule  der  Nicht-Euklidiker  das  11.  Axiom 
nicht  anzusehen,  sondern  sie  fa&t  dasselbe  als  einen  Ein- 
schränkungssatz, durch  den  aus  der  absoluten  Geometrie  ein 
bestimmter  beschränkter  Teil  ausgeschieden  wird,  derjenige, 
den  wir  jetzt  als  Euklidische  Geometrie  zu  bezeichnen  pflegen, 
den  wir  besser  als  anschauliche  Geometrie  bezeichnen  würden. 

Ein  weiteres  Eingehen  erspare  ich  mir  und  komme  direkt 
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auf  die  hierhergeliörigen  Arbeiten.  Zunächst  will  ich  eine 
Reihe  von  Abhandlungen  aus  Grunerfs  Archiv  besprechen^ 
dann  eine  Anzahl  Programmarbeiten,  die  direkt  unser  Thema 
zum  Gegenstand  haben.  Daran  schliefsen  sich  die  Zitate  aus 
den  Lehrbüchern  an. 

Grunert's  Archiv  Bd.  8,  S.  320  findet  sich  eine  Ab- 
handlung von  Matzka,  Ueber  ein  neues  logisches  Gesetz  und 
seine  Anwendung  auf  die  Begründung  der  Parallelentheorie. 
Der  Verfasser  leitet  seine  Arbeit  mit  den  Worten  ein: 

y^Die  Lehre  von  den  parallelen  Geraden  hat  allbekanntlich 
die  hinderliche  Eigenheit,  dafs  man,  wie  man  es  auch  immer 
anfangen  mag,  doch  jedesmal  auf  einen  Satz  stöfst,  der  sich 
nicht  in  der  gewöhnlichen  Weise  aus  seinen  Vorläufern;  oder 
aus  der  Natur  der  in  ihm  verbundnen  geometrischen  Begriffe 
erweisen  läfsf 

Die  Ursache  liege  in  der  Unmöglichkeit^  die  einfachen 
Begriffe  ;;Lage  und  Richtung'^  erklären  oder  charakterisieren 
zu  können.  Als  Abhilfen  habe  man  vielerlei  Erklärungen 
der  Parallellinien  versucht,  allein  y,es  handle  sich  hier  nicht 
um  eine  Sach-  sondern  um  eine  Worterklärung,  d.  h.  eigent- 
lich um  Angabe  des  Grundes  für  die  Wahl  einer  Benennung 
einer  bereits  erkannten  Eigenschaft  zweier  unbegrenzten  geraden 
Linien." 

Die  beiden  Geraden  seien  1)  gleichgerichtet  oder  gleich- 
laufend, 2)  gleichabständig.  Das  letztere  dürfe  man  aber  nicht 
in  die  Erklärung  hineinnehmen.  Erst  wenn  nachgewiesen  sei, 
dafs  beide  Eigenschaften  sich  gegenseitig  bedingten,  dürfe  man 
den  Ausdruck  parallel  gebrauchen. 

Eine  andre  Abhülfe  sei  Grundlegung  eines  möglichst  ein- 
leuchtenden Lehrsatzes.  Hier  seien  die,  die  sich  auf  das 
Dreieck  stützten,  von  vornherein  zu  tadeln.  Im  Übrigen  seien 
es  besonders  folgende  beiden: 

1)  Zu  einer  Geraden  giebt  es  durch  jeden  Punkt  nur 
eine  Parallele. 

2)  Zwei  Geraden,  die  zu  einer  dritten  parallel  sind,  sind 
es  auch  zu  einander. 

Der  Hauptgrund  für  ihre  Aufstellung  sei  die  Analogie; 
doch  widersprächen  dem  andre  Analogieen. 

14* 
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y^Die  dritte  Abhülfe  ist  die  Berücksichtigung  des  allgemein 
und  streng  erweisbaren  notwendigen  Zusammenhanges  z^reier 
Paare  unzertrennlich  zusammenbestehender  Beschaffenheiten 
oder  Merkmale  und  die  daraus  folgende  Aufstellung  der  vier, 
solchen  Zusammenhang  umständlich  und  YoUständig  aus- 
sprechenden Sätze/' 

Der  Verfasser  stellt  sodann  einen  neuen  Hauptlehrsatz 
der  Logik  auf  und  wendet  dieses  Gesetz  dann  auf  die  Parallelen- 
theorie  an.  Der  weitere  Gang  der  Abhandlung  ist  zu  aus- 
führlich, um  wörtlich  zitiert  werden  zu  können  ^  andrerseits 
entzieht  sich  die  Arbeit  einer  kurzen  Wiedergabe.  Die  ;,Schlofs- 
bemerkung^'  lautet: 

yyNunmehr  unterliegt  es  keinem  weitern  Anstände ,  vor 
aller  Kenntnis  der  Lehre  vom  Dreiecke^  blofs  durch  Deckung 
von  ebenen  Figuren  nachzuweisen,  dafs  durchaus  getrennte 
Geraden  auch  durchweg  gleichabständig  von  einander  sind. 
Dann  ist  man  berechtigt,  solchen  Geraden  die  Benennung 
parallel  zu  geben/' 

Gr.  Arch.  Bd.  15,  p.  361  behandelt  Germar  „Die  Wich- 
tigkeit einer  richtigen  Auffassung  von  Thi baut's  Beweise 
der  Summe  der  Dreieckswinkel  für  die  gesamte  Elementar- 
geometrie und  besonders  für  die  Theorie  der  Parallelen.'^  In 
der  Einleitung  heifst  es:  „Nach  einer  Aufserung  des  Pro c los 
schreibt  Eudemus  den  euklidischen  Beweis  des  Satzes,  dafs 
die  Summe  aller  Dreieckswinkel  gleich  zwei  rechten  Winkeln 
sei,  den  Pythagoräern  zu;  er  war  also  schon  lange  vor  Euklides 
in  Gebrauch." 

Diese  Beweisart  gründe  sich  auf  die  Gleichheit  der 
Wechselwinkel  und  danach  habe  Euklid  seine  Parallelen- 
definition gerichtet  gegen  seinen  strengen,  logischen  Takt.^) 


')  „Nach  allem  sind  wir  gegenwärtig  zn  der  Annahme  berechtigt, 
dafs  das  Parallelenaziom  sich  aus  den  übrigen  Grondvoraussetaungen  der 
Geometrie  nicht  ableiten  läfst  und  in  der  That  nur  als  Axiom  eingeführt 
werden  kann.  Es  ist  nicht  gerade  anzunehmen,  dafs  Euklid  sich  diesen 
modernen  Anschauungen  schon  genähert  habe ;  aber  aus  der  Ordnung  der 
Sätze  des  ersten  Baches  ergiebt  sich  zar  Evidenz,  daCs  ihm  die  eigen- 
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Eine  Definition  der  Parallelen  müsse  vom  genus  Parallellinien 
überhaupt  ausgehen^  ehe  sie  aaf  gerade  Parallele  ausgehe. 
^,Für  das  genus  ist  aber  schwerlich  ein  anderes  Merkmal  auf- 
zufinden, als  daSy  welches  der  sensus  communis  überall  mit  dem 
Parallelismus  verbindet,  nämlich  den  durchgäogigen  gleichen 
Abstand/' 

Der  Beweis,  dafs  derartige  Linien  sich  nicht  schnitten, 
sei  leicht,  während  dies  umgekehrt  keineswegs  der  Fall  sei, 
nämlich,  dafs  gerade  Linien,  welche  unendlich  verlängert  sich 
nicht  schneiden,  deswegen  gleichen  Abstand  haben   müfsten. 

Ebenso  sei  der  Beweis  unmöglich,  dafs  zwei  Gerade,  die 
in  zwei  Punkten  gleichen  Abstand  hätten,  Überall  gleichen 
Abstand  hätten,  wenn  nicht  vorher  der  Satz  von  der  Dreiecks- 
winkelsumme unabhängig  von  der  Parallelenlehre  gefunden  sei. 

Vermehrt  werde  die  Schwierigkeit  durch  den  unbe- 
stimmten Begriff  der  geraden  Linie,  wenn  er  sich  auf 
die  Richtung  stütze. 

Von  der  gröfsten  Wichtigkeit  sei  demnach  der  Thibaut'sche 
Beweis  von  der  Dreieckswinkelsumme. 

Es  folgt  dann  eine  höchst  umständliche  Herleitung  des 
Thi  bau  tischen  Satzes  und  der  dazu  nötigen  Hülfssätze;  auch 
die  direkten  Folgesätze  werden  aufgestellt. 

„Jetzt  sind  alle  Vorbedingungen  vorhanden,  deren  es  be- 
darf, um  zum  Endziele  zu  gelangen,  d.  h.  den  überall  gleichen 
Abstand  der  geraden  Parallelen,  und  die  Gleichheit 
ihrer  Wechselwinkel  nach  Euklidischer  Methode  durch  die 
Gleichheit  der  Dreiecke  zu  beweisen.'' 

Zuerst  wird  der  Satz  bewiesen,  dafs  zwei  gerade  Vertikalen 
auf  einer  Geraden  parallel  sind  d.  h.  überall  gleichen  Abstand 


artige  Stellung  dieses  AziomB  bereits  klar  wurde  und  dafs  er  ganz 
deutlich  Sätze  unterschied,  die  von  dem  Axiom  unabhängig  sind,  und 
solche,  die  sich  nur  mit  seiner  Hülfe  beweisen  lassen.  Es  ist  nicht  un- 
wahrscheinlich, dafs  bei  Euklid  das  Motiv  dieser  Scheidung  nur  das 
Unbehagen  darüber  war,  Sätze  mit  Hülfe  einer  nicht  zu  beweisenden 
Wahrheit  zu  begründen,  deren  Evidenz  doch  nicht  unmittelbar  auf  der 
Hand  liegt." 

Rausenberger,  Euklids  Elemente,  aus  „Berichte  des  Freien  Deutschen 
Hochstifts",  Jahrg.  1890. 
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haben;  dann  daüs,  wenn  von  zwei  Geraden  in  einer  Ebeae  jede 
von  einer  dritten  Geraden  vertikal  geschnitten  wird,  diese 
parallel  sind.  Es  wird  dann  zu  einer  beliebigen  Transversale 
übergegangen  und  zum  Sclilufs  der  Satz  bewiesen,  dafs  bei 
gleichen  Wechselwiukeln  die  Geschnittnen  parallel  sind. 


Im  18.  Bd.  von  Grunerts  Archiv  giebt  Hörlych  einen 
jyAbrifs  eines  Beweises  für  den  sogenannten  elften  Euklidischen 
Grundsatz'^  Dieser  Beweis  beruht  auf  der  unendlichen  Kon- 
struktion halbseitiger  Dreiecke  und  teilt  also  diese  Schwäche 
mit  allen  ähnlichen  Versuchen.  Der  Herausgeber  entschuldigt 
übrigens  die  Aufnahme  des  Artikels  in  das  Archiv  in  einer 
Nachschrift. 

Wichtiger  erscheint  ein  Aufsatz  ,^üeber  den  zweiund- 
dreifsigsten  Satz  im  ersten  Buche  der  Elemente  des  Euklides'^ 
von  W.  Fischer  in  Gr.  Archiv,  Bd.  28,  p.  365.  Auch  hier 
handelt  es  sich  um  Thi baut's  Beweis.  Als  ersten  Grundsatz 
spricht  er  aus,  dafs  man  einen  Strahl  drehen  könne  und  daher 
auch  die  Lage  zweier  gegebenen  Strahlen  als  Resultat  einer 
Drehung  ansehen  könne.  Die  fertige  Drehung  heifse  Winkel. 
Zusammenhang  zwischen  voller  Drehung  und  vollem  WinkeL 
Dem  folgt  Definition  des  gestreckten  Winkels  und  darauf  der 
Grundsatz: 

,J.  Ein  Strahl  kann  durch  keine  einfachere  und  kürzere 
Bewegtmg  aus  einer  gegebnen  Richtung  in  die  entgegenge- 
setzte gelangen,  als  dadurch,  dafs  er  um  seinen  Anfangspunkt 
einen  gestreckten  Winkel  beschreibt.^' 

„II.  Auf  einer  Ebene  kann  ein  Strahl,  der  eine  gegebene 
Richtung  verläfst,  ohne  rückläufig  zu  werden,  durch  keine 
einfache  und  kürzere  Bewegung  in  seine  ursprüngliche  Lage 
zurückkommen,  als  durch  eine  volle  Umdrehung  um  seinen 
Anfangspunkt  als  Scheitel 

Es  folgt  dann  der  Lehrsatz,  dafs  alle  gestreckten  Winkel 
gleich  sind,  mit  einer  Reihe  von  Zusätzen  über  YoUwinkel, 
hohle,  erhabene,  rechte  etc. 

Grundsatz.     „Bei   zwei   Strahlen,   die   in   verschiednen 
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Richtungen  von  einem  Punkte  auslaufen,  ist  keine  einfachere 
und  kürzere  Bewegung  aus  dem  einen  in  den  anderen  denk- 
bar als  die  Drehung,  wodurch  der  hohle  Winkel  zwischen 
ihnen  erzeugt  wird.^ 

Daran  schlieüst  sich  dann  der  Lehrsatz:  „Bei  jedem  Dreieck 
ist  die  Summe  der  drei  Innenwinkel  gleich  einem  gestreckten 
Winkel  oder  =  222." 

Es  wird  die  bekannte  Schiebung  und  Drehung  vor- 
genommen, {a,  ß,  y  sind  die  Innen-,  x^  y^  0  die  Aufsen- 
winkel.) 

,,An  sich  betrachtet  ist  die  gesamte  Drehung  des  Strahls 
=  x  +  y  +  e. 

Dieselbe  kann  aber,  da  sie  zwar  um  drei  verschiedene 
Punkte,  jedoch  fortwährend  in  einerlei  Sinn  vor  sich  ging, 
und  da  der  bewegliche  Strahl  schliefslich  in  seine  ursprüng- 
liche Lage  zurückkam,  unmöglich  kleiner  sein  als  eine  volle 
Umdrehung  um  einen  einzigen  Punkt    Folglich  ist  jedenfalls 

1)     ^  +  y  +  ^    nicht  kleiner  als  422, 

obwohl  man  wegen  Ermangelung  eines  gemeinschaftlichen 
Scheitels  vorläufig  x  -{-  y  -{-  ß  noch  nicht  =  4  JS  setzen  kann/' 
Da  nun  a;-(-y-t-;»-t-a  +  /J-|-y«=6JB,  so  ist 

2)    a  +  /S  +  y    nicht  gröfser  als  2Ä 

„Demnach  bleibt  zu  beweisen  übrig,  dafs  cl  -{-  ß  -{-  y  auch 
nicht  kleiner  als  2Ü  sein  kann.  -—  Man  ziehe  die  Verlänge- 
rungen AG  und  BH  der  Seiten  BA  und  GB  und  denke 
sich  einen  Strahl,  der  seinen  Anfangspunkt  N  in  A  und  die 
nämliche  Richtung  wie  AG  hat.  Diesen  Strahl  lasse  man 
zunächst  den  Winkel  GAF  durchlaufen.  Sobald  er  in  AF 
angelangt  ist,  schiebe  man  ihn  rückwärts  so,  dafs  sein  Anfangs- 
punkt N  nach  C  kommt^  aber  der  Punkt  A  in  ihm  bleibt 

Er  hat  dann  die  Richtung  CA^  mithin,  weil  AF  die  Ver- 
längerung von  CA  ist,  noch  die  nämliche  wie  AFj  weshalb 
zur  Drehung  GAF  keine  neue  hinzugekommen  sein  kann. 
Wird  der  Strahl  aus  seiner  jetzigen  Lage  GAF  um  N  in  C 
im  vorigen  Sinne  weiter  gedreht,  so  föngt  er  sogleich  an, 
den  Winkel  y  zu  beschreiben,  gelangt,  wenn  er  y  durchlief, 
in  die  Richtung  der  Seite  CB^  sowie  ihrer  Verlängerung  BEj 
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und  wird,  in  CH  fortgleitend ,  bis  N  auf  B  kommt ,  einerlei 
mit  BH,  ohne  dafs  zu  den  Drehungen  GAF  und  y  eine  nene 
hinzugekommen  wäre.  Sobald  er  aber  aus  BH  um  N  in  B 
die  Drehung  im  vorigen  Sinne  fortsetzt,  beginnt  er  den 
Winkel  HBD  zu  beschreiben,  und  langt,  wenn  er  diesen 
durchlaufen    hat.    in    BD    an.     Offenbar    ist    die    gesamte 

Drehung  des  Strahls  =  GAF+y  +  HBD.  Da  aber  der 
Strahl  aus  der  Richtung  AG  in  die  entgegengesetzte  BD  kam, 
so  ist  es  unmöglich,  dafs  seine  gesamte  Drehung  kleiner  sei 
als  eine  halbe  Drehung  um  einen  einzigen  Punkt;  folglich  ist 

GAF+y  +  HBD,  oder  wegen  GAF=  a,  HBD  =  ß 
3)     a  +  /J  +  y    nicht  kleiner  als  2  K 

Aus  2)  und  3)  geht  hervor 

a  +  ß  +  y  =  2R. 

Der  Verfasser  ist  auf  den  zweiten  Teil  seines  Beweises  durch 
eine  Notiz  in  Crelle's  Übersetzung  von  Legendre's  Geo- 
metrie gekommen  und  sucht  die  Schärfe  des  Beweises  in  den 
aufgestellten  Grundsätzen  und  der  Verknüpfung  der  beiden  Teile. 


Schon  bei  den  einleitenden  Worten  dieses  Kapitels  er- 
wähnte ich  einer  Arbeit  von  Grunert,  „Über  den  neuesten 
Stand  der  Frage  von  der  Theorie  der  Parallelen'^  die  sich  im 
47.  Bande  von  Gr.  Arch.  S.  307  findet  und  auf  die  wir  nun- 
mehr näher  einzugehen  haben.     Es  heiTst  da: 

„Alle  Parallelentheorien  bewegen  sich  wenigstens  zunächst 
um  das  berühmte  elfte  Axiom  des  Euklid,  dem  man  allge- 
mein, und  gewifs  mit  vollem  Rechte,  die  zu  einem  Grundsatze 
erforderliche  Evidenz  abgesprochen  haf 

Es  wird  dann  das  elfte  Axiom  im  Wortlaut  mitgeteilt 
Hierzu  sage  Elügel:  „Allerdings  kann  man  dem  Satze  die 
Stelle  unter  den  Grundsätzen  streitig  machen.  Doch  konnte 
Euklid  auch  nicht  ihn  in  die  Reihe  anderer  scharf  erwiesener 
Sätze  bringen.  Er  hat  ihn  also,  um  einen  Ausdruck  aus  der 
Kant'schen  Philosophie  zu  borgen,  als  einen  synthetischen 
Satz  a  priori  unter  die  Grundsätze  gestellt  Der  Satz  enthält 
''ine  Eigenschaft  der  geraden  Linie,  welche  sie  von  den  krummen 
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unterscheidet,  ob  man  gleich  sie  nicht  aus  der  Natur  derselben 
durch  eine  Verbindung  mit  anderen  Sätzen  herleiten  kann, 
weil  sie  unmittelbar  in  ihr  liegt.  Proklus  setzk  den  Grund- 
satz unter  die  Postulate/' 

Mit  dem  Grundsatz  stehe  und  falle  die  Parallelentheorie. 
Man  habe  versucht  andere  Erklärungen  und  Grundsätze  auf- 
zustellen,  dabei  sei  aber  die  Schwierigkeit  immer  dieselbe 
geblieben.  Aufs  engste  hänge  aber  die  Schwierigkeit  in  der 
Theorie  der  Parallelen  mit  dem  Satze  von  der  Winkelsumme 
im  Dreieck  zusammen. 

Es  komme  darauf  an,  klar  und  bestimmt  auszusprechen, 
worin  man  die  Schwierigkeit  der  Parallelentheorie  finde.  Diese 
ist  nach  Grunert's  Ansicht  folgende: 

„Läfst  sich  unter  Zugrundelegung  der  eukli- 
dischen Definition  der  Parallelen,  mit  Hülfe  der  nie- 
mals angefochtenen  und  angezweifelten  Grundsätze 
des  Euklides,  aber  mit  Ausschlufs  des  elften  unter 
denselben,  ferner  mit  Hülfe  der  ohne  dieses  Axiom 
in  aller  Strenge  beweisbaren  und  bewiesenen  Pro- 
positionen I  bis  XXYI  des  ersten  Buches  der  Ele- 
mente des  Euklides  die  Lehre  von  den  Parallelen  in 
aller  Strenge  begründen  oder  nicht?'' 

In  den  letzten  Jahren  sei  die  Frage  in  den  Hintergrund 
getreten  gewesen,  ja  die  französische  Akademie  solle  sich  ein- 
schlägige Arbeiten  verbeten  haben.  Nun  sei  neuerdings  durch 
die  Veröffentlichung  des  Briefwechsels  Gauss-Schumacher 
die  Frage  wieder  in  Flufs  gekommen.  Gauss  habe  darin  auch 
auf  die  fast  vergessenen  Arbeiten  Lobatschewskj's  und  der 
beiden  Bolyai's  aufmerksam  gemacht  und  sich  im  wesentlichen 
damit  einverstanden  erklärt.  Grunert  empfiehlt  die  Arbeiten 
HoüeFs,^)   will   aber  in  der  vorliegenden  Abhandlung  vor- 


^)  1.  ißtades  g^om^triqueH  aar  la  thdorie  des  parallMes  par  N.  J. 
Lobatschewaky;  traduit  de  TAUemand  par  J.  Hoüel.  Snivi  d*nn  eztrait 
de  la  Correspondance  de  Gauss  et  de  Schumacber.    Paris  1866. 

2.  Essai  critique  sur  les  principes  fondamentaux  de  la  Gdomdtrie 
^l^mentaire,  ou  Commentaire  sur  les  XXXII  premi^res  positions  des 
J^l^mens  d*£aclide,  par  J.  Hoüel.    Paris.  1867. 
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zugsweise  auf  Legendre's^)  schöne  Beweise  näher  ein- 
gehen. 

Der  Gang  des  Beweises  schliefst  sich  nun  völlig  an 
Legendre's  Beweisgang  an  und  es  ergeben  sich  folgende  zwei 
Sätze  als  Resultate : 

,,A.  Die  Summe  der  drei  Winkel  eines  ebenen 
Dreiecks  kann  nicht  gröfser  sein  als  zwei  rechte 
Winkel,  dieselbe  kann  nur  ebenso  grofs  oder  kleiner 
als  zwei  rechte  Winkel  sein." 

^B.  Wenn  nur  in  irgend  einem  ebenen  Dreiecke 
die  Summe  der  drei  Winkel  zwei  Bechte  beträgt^  so 
beträgt  in  völliger  Allgemeinheit  in  allen  ebenen 
Dreiecken  ohne  Ausnahme  die  Summe  der  drei  Winkel 
zwei  rechte  Winkel,  und  ist  also  eine  den  Wert  2B 
habende  konstante  Gröfse." 

Man  scheine  sich  darüber  einig  zu  seiu,  dals  die  apriorische 
Erkenntnis  mit  diesen  beiden  Sätzen  ihr  Eode  erreiche  und 
nur  die  Erfahrung  zu  weiterer  Beantwortung  übrig  bleibe. 
Alle  Messungen  hätten  nun  —  je  nach  dem  Mafse  ihrer  Ge- 
nauigkeit —  die  Thatsache,  dafs  die  Winkelsumme  des  Drei- 
ecks zwei  Rechte  betrage,  sehr  wahrscheinlich  gemacht.  Mit 
der  gröfsten  Wahrscheinlichkeit  gelte  daher  der  Satz:  „In 
jedem  ebenen  Dreieck  ist  die  Winkelsumme  gleich  zwei  rechten 
Winkeln."  Auf  ihm  baue  sich  —  mit  der  gemachten  Ein- 
schränkung —  die  Geometrie  auf.  Hieran  schliefse  sich  dann 
der  Beweis  des  elften  Axioms,  sowie  der  damit  zusammen- 
hängenden Sätze. 

In  einer  Nachschrift  spricht  sich  Grnnert  dahin  aus, 
dafs  die  Nichteuklidische  Geometrie  von  der  Schule  fern  zu 
halten  sei. 

Schliefslich  behandelt  noch  Worpitzky  unsre  Frage  im 
Bd.  55  von  Gr.  Arch.  p.  417  in  der  Abhandlung  „Über  die 
Grundbegriffe  der  Geometrie."  Er  stellt  das  Axiom  auf:  „Es 
giebt  kein  Dreieck,  in  welchem  jeder  Winkel  kleiner  ist,  als 


^)  1.  Memoires  de  TAcaddinie  des  Sciencea.    T.  XU.  p.  369. 
2.  :^l^meiiB  de  G^omdirie  (3.  bis  8.  Auflage). 


—     219     - 

ein  beliebig  klein  gegebener  Winkel/'  das  er  dem  elften  Axiom 
ans  verschiedenen  Gründen  vorzieht.  Legendre's  Nachweis, 
dafs  die  Winkelsnmme  nicht  gröfser  als  2Ü  sei,  erkennt  er 
als  völlig  streng  an,  schliefst  daraus,  dafs  ein  Dreiecks- 
aufsenwinkel  nicht  kleiner  sein  kann,  als  die  Summe  der 
beiden  Dreieckswinkel  an  den  anderen  Ecken,  woraus  folgt, 
dafs  kein  Dreieck,  iu  dessen  Felde  ein  anderes  Dreieck  liegt, 
eine  grofsere  Winkelsumme  hat  als  das  letztere. 

„Giebt  es  daher  irgend  ein  Dreieck,  dessen  Winkelsumme 
einem  gestreckten  Winkel  gleich  ist,  so  gilt  dasselbe  von  allen 
Dreiecken.  —  Denn  durch  das  Aneinanderlegen  von  vier  Drei- 
ecken, welche  dem  erstgedachten  kongruent  sind,  kann  man 
ein  neues  Dreieck  mit  derselben  Winkelsumme  beschaffen  und 
durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  das  Feld  eines  solchen 
Dreiecks  so  grofs  machen,  dafs  ein  beliebig  gegebenes  Dreieck 
ganz  hineinfallt  und  aus  diesem  Grunde  keine  kleinere  Winkel- 
summe besitzt/' 

Hieraus  liifst  sich  nun  ableiten,  dafs  die  Winkelsumme 
im  Dreieck  einem  gestreckten  Winkel  gleich  sein  mufs. 


Hiermit  sind  die  Arbeiten  in  Gr.  Arch.,  die  diesen  Gegen- 
stand behandeln,  erledigt;  doch  findet  sich,  was  nicht  uner- 
wähnt bleiben  möge,  in  zahlreichen  Rezensionen  noch  oft 
Gelegenheit,  die  vorliegende  Frage  zu  erörtern,  und  es  bieten 
besonders  die  Rezensionen  des  jetzigen  Herausgebers  der  Zeit- 
schrift viele  anregende  Bemerkungen. 

Von  erwähnenswerten  Abhandlungen  mögen  an  erster 
Stelle  genannt  werden  die  in  den  „Göttinger  Anzeigen^'  1816 
am  20.  April  besprochenen  von  Schwab  (Berlin  1814)  und 
Metternich.  Es  heifst  in  der  Besprechung,  die  Lücke  der 
Unbeweisbarkeit  der  Parallelentheorie  bestehe  thatsächlich. 
Schwab  habe  schon  vor  15  Jahren  einen  ähnlichen  Versuch 
veröffentlicht,  indem  er  alles  auf  den  Begriff  von  Identität 
der  Lage  zu  stützen  suchte.  Nach  seiner  Erklärung  seien 
Parallellinien  solche  Gerade,  die  einerlei  Lage  haben.  Sie 
müssen  von  einer  dritten  Geraden  notwendig  unter  gleichen 
Winkeln  geschnitten  werden,  weil  diese  Winkel  nichts  anderes 
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seieD,  als  das  Mafs  der  Verschiedenheit  der  Lage  dieser  dritten 
Linie  von  den  Lagen  der  beiden  Parallelen. 

Hier  liege  im  wesentlichen  derselbe  Versuch  vor.  Nach 
Schwab  sei  Lage  ein  blofser  Verhältnisbegriff  (Sitns  est 
modus^  quo  plura  coexistunt  vel  iuxta  se  existunt  in  spatio). 
Man  könne  wohl  sagen,  dafs  zwei  Gerade  3(  und  93  eine  ge- 
wisse Lage  gegen  einander  hätten,  die  mit  der  gegenseitigen 
Lage  zweier  Geraden  6  und  2)  einerlei  sei.  Aber  Schwab 
gebrauche  das  Wort  Lage  in  seinem  Beweise  als  absoluten 
Begriff,  indem  er  von  Identität  der  Lage  zweier  nicht  koinzi- 
diereuder  Geraden  spreche. 

Diese  Bedeutung  sei  leer,  wenn  nicht  Identität  bestimmt 
werde  und  gesagt  sei,  woran  wir  sie  erkennen. 

Soll  sie  an  der  Gleichheit  der  Winkel  mit  einer  dritten 
erkannt  werden,  so  stehe  damit  noch  nicht  fest,  ob  diese 
Gleichheit  auch  bei  jeder  beliebigen  Transversale  statthabe: 
solle  die  Gleichheit  der  Winkel  mit  jeder  Geraden  das  Kri- 
terium sein,  so  wisse  man  wieder  nicht,  ob  gleiche  Lage  ohne 
Koinzidenz  möglich  sei. 

Ein  grofser  Teil  der  Schrift  wende  sich  gegen  Kant  und 
behaupte,  die  Gewifsheit  der  Geometrie  beruhe  nicht  auf  An- 
schauung, sondern  auf  Definitionen  und  auf  dem  principium 
identitatis  und  dem  principium  contradictiouis. 

Dafs  von  diesen  logischen  Hülfsmitteln  zur  Einkleidung 
und  Verkettung  der  Wahrheiten  in  der  Geometrie  fort  und 
fort  Gebrauch  gemacht  werde,  habe  wohl  Kant  selbst  nicht 
leugnen  wollen:  aber  es  sei  sicher,  daä  sie  für  sich  ohne 
lebendige  Anschauung  nichts  zu  leisten  vermöchten. 

Der  Versuch  Metternich's  wird  nicht  günstiger  be- 
urteilt. 

Sehr  gelobt  dagegen  wird  in  den  „Göttinger  Anzeigen^ 
Jahrg.  1822  die  Schrift  von  Cari  Richard  Müller,  Theorie 
der  Parallelen;  nur  befinde  sich  ein  schwacher  Punkt  in 
Artikel  15  auf  S.  15. 

Der  Verfasser  gehe  von  einem  gleichschenkligen  Dreieck 
aus,  bei  dem  jeder  Basiswinkel  grofser  als  der  Winkel  an  der 
Spitze  ist.  Es  werde  dann  der  Winkel  von  der  Spitze  am 
einen    Schenkel    angetragen,    der    gefundene    Abschnitt    des 
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anderen  Schenkels  auf  diesem  Schenkel  abgetragen^  wieder  der 
Winkel  an  der  Spitze  angetragen  u.  s.  f.  —  Es  werde  behauptet, 
dass  die  Stücke  auf  den  Schenkeln  eine  abweichende  Pro- 
gression bilden.  Der  Beweis  des  Verfassers  sei  apagogisch,  in- 
dem er  die  übrigen  möglichen  Fälle,  wenn  der  Lehrsatz  nicht 
wahr  wäre,  aufzähle  und  die  Unstatthaftigkeit  eines  jeden 
zu  erweisen  versuche.  Verfasser  behaupte  nämlich,  dafs  unter 
jener  Voraussetzung  einer  von  folgenden  5  Fällen  statthaben 
müsse.     Die  aufeinander  folgenden  Stücke  wären 

1)  alle  einander  gleich, 

2)  jedes  nachfolgende  gröfser, 

3)  einige  gleich  und  das  nachfolgende  gröfser  oder  kleiner, 

4)  einige  aufeinander  folgende  nähmen  fortschreitend  ab 
und  die  darauf  folgenden  fortschreitend  zu, 

5)  sie  seien  abwechselnd  gröfser  oder  kleiner. 

In  dieser  Aufzählung  sei  der  mögliche  Fall  übergangen, 
dafs  die  Stücke  anfangs  fortschreitend  zu-  und  dann  fort- 
schreitend abnähmen;  dies  sei  der  wichtigste  Fall  und  seine 
Erledigung  die  eigentliche  Lösung. 

Man  könne  einwenden,  dafs  er  analog  dem  dritten  Falle 
sei.  Aber  der  Beweis  dieses  Falles  sei  gerade  verfehlt,  indem 
ganz  willkürlich  angenommen  werde,  dafs  bei  allen  gleich- 
schenkligen Dreiecken  mit  a  an  der  Spitze  und  gröfserem 
Winkel  an  der  Basis,  wenn  mit  ihnen  die  angeführte  Kon- 
struktion vorgenommen  werde,  die  Folge  der  abgeschnittenen 
Stücke  notwendig  dieselbe  sein  müsse,  eine  Annahme,  die 
doch  unmöglich  als  von  selbst  evident  angesehen  werden 
dürfe.  

De  undecimo  Euclidis  Aiffomate  iudicium.  Auetore  Andrea 
Jacobi.  —  Jena  1824.  — 

Nach  einer  kurzen  Einleitung,  die  feststellt,  dafs  auch  in 
den  Fundamenten  der  Mathematik  eine  unsichere  Stelle  sei,^) 
erörtert  der  Verfasser  zuerst  den  Begriff  Axiom. 

*)  Lambert  1786  in  „Leipziger  Magazin  für  reine  und  an- 
gewandte Mathematik**:  ,,Die  Frage  selbst  betrifft  nämlich  weder  die 
Wahrheit  noch  die  Gedenkbarkeit  des  elften  Euklidischen  Grundsaizetj, 
sondern  sie  bezieht  sich  blofs  darauf,  ob  dieselbe  aus  den  Euklidibchen 
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yyAxioma  est  propositio  categorica,  in  qua  aemper  notiones 
faudamentäles  vel  simplicissimae  inter  se  iungnntur,  simulque^ 
qaae  veritas  insit  eiusmodi  coniunctioni,  indicatur/' 

Dann  wird  festgestellt,  was  theorema  bedeute. 

„Theorema  est  propositio  categorica,  in  qua  seuiper  no- 
tiones  compositae  inter  se  iunguntur,  simulque,  quae  insit 
eiusmodi  coniunctioni  veritas,  indicatur/' 

An  diesen  Erklärungen  prüft  der  Verfasser  den  Sat2 
Euklids  und  kommt  zu  dem  Resultat,  dafs  er  zu  den  Lehr- 
sätzen gehöre.  Drei  Methoden  der  AbhQlfe  gebe  es:  ein  neues 
(anderes)  Axiom,  eine  andere  Definition  der  Parallelen,  eine 
andere  Definition  der  geraden  Linie.  ^)  Müller  mache  fünf 
Klassen  der  Versuche,  was  aber  nicht  richtig  sei;  Veit  drei 
Klassen. 

In  folgenden  Werken  fände  sich  eine  neue  Definition  der 
Parallelen,  nämlich  als  Linien  von  konstantem  Abstand.  Zu- 
gleich hielten  die  Verfasser  diese  Definition  „per  se  claram 
atque  a  nemine  in  dubium  Tocari  posse  putarunt.'^ 

Wolfius,  Elementa  matheseos  uniyersae.  Tom.  I.  Halae 
1730. 

Bezout,  Cours  de  mathematiques. 

Bossut,  Traite  elementaire  de  Geometrie.  —  Paris  1777. 

Andreae  Taquet,  elementa  Euclidea  geometriae  planae 
ac  solidae  etc.  —  Romae  1745. 

Petri  Rami.  Arithmet.  libri  duo,  geometriae  XXVIL  a 
Lazaro  Schonero  recoguiti.     Francofurti  1599. 

Poatulaten  mit  ZuziehuDg  seiner  übrigen  Grundsätze  in  richtiger  Folge 
hergeleitet  werden  könne.**  Damit  "«cheint  uns  in  der  That  der  Kern- 
punkt der  Frage  getroffen. 

*)  Hier  werden  zitiert: 

Voitius,  Percursio  conataum  demonstrandi  parallelarum  theoriam 
de  iisqae  indicinm.    Gottingae  1802. 

Ausführliche  evidente  Theorie  der  Parallellinien  herausgegeben  von 
Johann  Wolfgang  Müller,  Nürnberg  1819.  — 

GoDatuum  praecipuorum  theoriam  parallelarum  demonstrandi  re- 
censio.    Gottingae  1763.    Elaegel. 

Wahl,  Dissertatio  mathematica  symbolas  ad  epicriBin  theoriamin 
parallelas  spectantinm  continens.    Jenae  1823.  — 
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BehtL;  Dissertatio  de  linearum  parallel arum  proprietatibus 
nova  ratione  demonstratis.  —  Jenae  1761. 

Cataldo,  Opusculum  de  lineis  rectis  aequidistantibus  et 
non  aequidistantibus.     Bononiae  1603. 

Lüdicke^  Versuch  einer  neuen  Theorie  der  Parallel- 
linien im  Zusammenhange  mit  den  Grundlehren  der  Geometrie. 
Meifsen  1819. 

Metternich,  Vollständige  Theorie  der  Parallellinien. 
Mainz  1822. 

Ouvrier,  Theorie  der  Parallelen.     Leipzig  1808. 

Jacobi  ist  durchaus  anderer  Ansicht  und  hält  die  De- 
finition eher  für  einen  Lehrsatz. 

Unter  denen,  die  einen  Beweis  für  notig  halten,  sei  zuerst 
Clavius  (1607)  zu  nennen.  Sein  Beweis  sei  aber  wenig 
tauglich. 

Robert  Simson  (1806)  gebe  ein  neues  Axiom,  das  aber 
der  aufgestellten  Definition  des  Verfassers  nicht  entspreche. 

Ebenso  wenig  glücklich  sei  der  Versuch  Eircher*s 
(Adolph  Kircher,  Nouvelle  theorie  des  paralleles  avec  un 
appeudice  contenant  la  maniere  de  perfectioner  la  throne  des 
paralleles  de  A.  M.  Legendre.     Paris  1803). 

Auch  Vit.  Giordano  da  Bitonto  (Euclide  restituto 
overa  gli  antichi  elementi  geometrici  ristaurati  e  facilitati, 
Bomae  1680)  bemühe  sich  vergeblich  einen  Beweis  zu  liefern, 
indem  er  von  der  Definition  ausgehe,  parallele  Geraden  seien 
solche,  die  sich  weder  näherten  noch  sich  von  einander  ent- 
fernten. 

Friedr.  Gottlob  Hanke  (Principia  theoriae  de  infinito 
mathematico  et  demonstratione  possibilitatis  parallelarum. 
Lipsiae  1757)  verdiene  gar  keine  Beachtung. 

Ebenfalls  nehme  der  Versuch  Schweikart's  (Die  Theorie 
der  Parallellinien  nebst  dem  Vorschlage  ihrer  Verbannung  aus 
der  Geometrie,  Jena  und  Leipzig  1807)  einen  schiefen  Aus- 
gang; sein  Beweis  gehe  von  dem  Satze  aus,  in  jedem  recht- 
winkligen Viereck  seien  die  gegenüberliegenden  Seiten  gleich. 

Es  sei  also  keinem  Mathematiker,  der  von  der  Aqui- 
distanz  ausgegangen,  gelungen,  diese  Linien  wirklich  als 
gerade  nachzuweisen.   Daher  sei  diese  Definition  zu  verwerfen. 
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Aach  die  Definition,  die  von  den  gleichen  Winkeln  bei 
einer  Transversalen  ausgehe,  (Yavignon,  Elemens  des  Mathe- 
matiques.  Paris  1731)  sei  als  ungenügend  schon  von  Kluegel 
und  Yoit  nachgewiesen. 

Der  Verfasser  geht  nun  über  zu  den  Versuchen,  ein  neues 
Axiom  an  die  Stelle  des  fraglichen  zu  setzen.  Hier  sind  zu 
nennen: 

Proclus,  In  commentariis  in  lib.  I  elementorum  Euclidis. 
—  Basileae  1533. 

Eoenig,  Elemens  de  Geometrie  contenant  les  six  premiers 
livres  d'Euclides,  mis  dans  un  nouvel  ordre  et  ä  la  portee  de 
la  jeunesse.  —  Hagae  Com.  1758. 

Lorenz,  Grundrifs  der  reinen  und  angewandten  Mathe- 
matik.    Helmstaedt  1791. 

Schwab,  Tentamen  novae  parallelarum  theoriae  notione 
Situs  fundatae.  —  Stuttgardiae  1801. 

Müller,  Ausführl.  evidente  Theorie  der  Parallellinien. — 
Nürnberg  1819. 

Das  Axiom  des  Proclus  lautet: 

„Duas  lineas  rectas  mutuo  sibi  ineidentes  inde  a  puncto 
secandi  magis  magisque  a  se  recedere,  ita  quidem,  ut  earum 
distantia  tandem  fiat  infinite  magna.'' 

Eoenig:  „Wenn  eine  Gerade  eine  von  zwei  Parallelen 
schneidet,  mufs  sie  auch  die  andere  schneiden/' 

Lorenz:  „Jede  Gerade  durch  einen  Punkt  zwischen  den 
Schenkeln  eines  Winkels  mufs  hinreichend  verlängert  auch 
den  anderen  Schenkel  schneiden.'^ 

Schwab:  „Zwei  Gerade,  die  gleiche  Lage  gegen  einander 
haben,  sind  auch  gegen  eine  dritte  gleich  geneigt.^ 

Schon  Eluegel  und  Hoff  mann  hätten  gezeigt,  dafs  diese 
Sätze  keine  Axiome  seien.  Aber  auch  Müller 's  Axiom  sei 
kein  solches. 

Es  bleibe  also  noch  die  dritte  Elasse  übrig,  nämlich  die 
Elasse  derjenigen,  die  einen  Beweis  des  Euklidischen  Satzes 
versucht  hätten.  Ausführlicher  sollen  nur  die  besprochen  wer- 
den, die  den  Euklidischen  Satz  ersetzt  haben  durch  den  anderen, 
dafs  in  jedem  Dreieck  die  Summe  der  Winkel  zwei  Rechte 
betrage.     Hierher  gehören: 
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Legen dre,  Elemens  de  Geometrie.     Paris  1802. 

Hauff,  Archiv  der  reinen  n.  angew.  Mathemat.  9.  Heft. 
1799.    Num.  VI. 

Thibaat,  Grundrifs  der  reinen  Mathematik,  ed.  III.  1818. 
Göttingen. 

Wolfs  Anfangsgründe  der  reinen  Elementar-  und  höheren 
Mathematik.  —  Marburg  1818.     (Anonym.) 

Ob  sie  ihren  Zweck  erreicht  hätten,  könne  man  aus  Hof- 
uiann's  und  Wohls  Abhandlungen  sehen.  Verfasser  will  die 
Fehler  dieser  Theorieen  nicht  noch  einmal  darlegen.  ^) 

Weitere  Versuche  rühren  her  von 

Karsten,  Mathesis  theoretica  atque  sublimior.  Rostock 
1760. 

Hofmann. 

Malezieu,  Elemens  de  Geometrie.  —  Paris  1721. 

Nasarradinus. 

Lamberts  Versuch  sei  fast  identisch  mit  dem  des 
Saccherius  (Euclides  ab  omni  naevo  vindicatus  etc.  Mediolani 
1733). 

Kaestner's  (Anfangsgründe -  etc.  1792,  S.  204)  mit  dem 
von  Schmidt  (Anfangsgründe  der  Mathematik.  Frankfurt  am 
Main  1797.  -  S.  131). 

Segner,  Elementa;  Halae  1756. 

Lacroix,  Elemens  etc.     Paris  1803. 

Hausen,  Elementa  matheseos.     Lipsiae  1734. 

Pardies,  Elemens  etc.    Hagae  Com.  1705. 

Clairaut,  Elementa  geometrica.  —  Paris  1741. 

Sauveur,  G^om^trie  eldmentaire.  —  Paris  1753. 

Camus,  Elemens  de  geometrie.  —  Paris  1750. 

Bo  SCO  wich,  Elementa  universae  math.  —  Romae  1752. 

Wallisius,  opera.  — 

„parvi  vel  nullius  sunt  momenti^ 

Jacobi  geht  dann  näher  auf  Crelle's  Arbeit  ein,  die 
ungeföhr   auf   dieselben  Prinzipien    sich   stütze,   wie   die  von 


^)  Auch  Lambert  habe  in  seiner  Theorie  der  Parallellinien  in  dem 
Leipziger  Magazin  för  reine  nnd  angewandte  Mathematik  1786  dies  hin- 
reichend nachgewiesen. 

Schotten,  der  planlmetr.  Unterricht.    II.  15 
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Lacroix,  und  auf  Bürger's  Theorie.  Beide  seien  Terfehlt, 
ebenso  die  Abhandlung  von  Baucker  (muTs  wohl  heilsen 
Paucker). 

Demnach  seien  alle  Versuche  als  verfehlt  zu  bezeichnen. 
Bei  der  Lektüre  aber  seien  ihm  neue  Ideen  zur  Parallelen- 
theorie gekommen,  die  er  nun  mitteilen  wolle.  Dabei  geht 
Jacobi  auf  die  gleiche  Richtung  der  beiden  Geraden  zurück. 
Interessant  ist  hier  noch  eine  philologische  Untersuchung  aber 
die  Bedeutung  des  Wortes  ,,Parallelen%  je  nachdem  xnQd  mit 
Genetiv,  Dativ  oder  Accusativ  konstruiert  augesehen  werde. 


Hörn,  Parallelenproblem.  —  Glückstadt  1837.  (Progr.) 
Der  Verfasser  sieht  die  Schwierigkeit,  das  Parallelen- 
problem zu  beweisen,  darin,  daXs  sich  „eine  Verbindung  des 
Endlichen  und  Unendlichen  findef  Geht  man  von  den  end- 
lichen Winkeln  aus,  so  ist  der  Beweis  leicht,  nicht  aber  um- 
gekehrt, wo  man  von  der  Unendlichkeit  ausgeht.  „Hier  ist 
der  Standpunkt  des  Ausgangs  nicht  fest'',  daher  die  Beweis- 
versuche in  eine  unendliche  Reihe  auslaufen. 

„Weniger  strenge  Beweise  gingen  von  einem  andern  Be- 
griffe der  Parallellinien  aus,  indem  sie  dieselben  definierten 
als  solche,  die  beständig  einen  gleichen  Abstand  von  einander 
haben.  Allein  abgesehen  davon,  daXs  die  Konstruktion,  also 
die  Möglichkeit  solcher  Linien  nicht  von  ihnen  nachgewiesen 
ward,  konnten  sie  nicht  darthun,  dafs  alle  Nichtparallelen 
schneidende  sind,  worauf  es  doch  vorzüglich  ankam.  Es  blieb 
ihnen  immer  das  Gespenst  der  nicht  sich  schneidenden  Kon- 
vergenten übrig,  welches  kein  Zauberstab  bannen  konnte.'' 

I. 

Versuche,  den  Knoten  zu  losen. 

Erste  Methode.    Werden  zwei  Gerade  von  einer  dritten 
geschnitten,  so   dafs   ein  Winkel   ein   rechter,  der   andre  ein 
spitzer  ist,  so  müssen  sich  die  Linien  nähern. 
Beweis  durch  immer  kleinere  Perpendikel.^) 
Daran   schliefst   sich   der  Beweis,   dafs   die   Linien   sich 

^)  Nach  einer  FafBnote  aus:  Hoff  mann,  Die  Elemente  des  Euklid. 
—  Man  yergl.  Schweikart,  Theorie  der  Paiallellinien. 


i 
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sclmeiden  müssen.  —  Es  folgt  dann  die  Verallgemeinerung 
(XI.  Axiom).  —  Hörn  widerlegt  diese  Beweisart.  Es  gehe 
erstens  der  Beweis  von  der  Anschauung  aus,  zweitens  handle 
es  sich  dabei  um  eine  unendliche  Annäherung,  wodurch  der 
Zweck  nicht  erreicht  werde. 

Zweite  Methode.  In  jedem  Dreieck  beträgt  die  Winkel- 
summe zwei  rechte  Winkel. 

Nachweis,  dafs  nicht  grölser  und  nicht  kleiner  als  2E 
nach  Legendre. 

Auch  diese  Beweise  leiden  daran,  dafs  sie  in  einer  un- 
endlichen Annäherung  bestehen. 

Dritte  Methode.  Wenn  man  auf  den  Schenkel  eines 
halben  rechten  Winkels  eine  Linie  zweimal  anträgt,  so  ist  ein 
Perpendikel  von  dem  Endpunkt  dieser  Linie  auf  den  anderen 
Schenkel  grofser  als  die  gegebene  Linie.  ^) 

Auch  hier  ist  wieder  die  unendliche  Annäherung  störend. 
Dann  aber  kommt  hinzu,  dafs  für  die  inneren  Winkel  =2 R 
zwar  sich  beweisen  läfst,  dafs  die  Geraden  sich  nicht  schnei- 
den, aber  nicht,  dafs  sie  immer  gleichen  Abstand  haben. 

Vierte  Methode.  Wenn  zwei  Parallellinien  geschnitten 
werden,  so  sind  die  Wechselwinkel  gleich  etc. 

Beweis  stützt  sich  auf  die  Gleichheit  der  Lote.  Hierzu 
bemerkt  Hörn,  dafs  er  den  Beweis  nur  anführe,  weil  er  sich 
in   vielen  Lehrbüchern  des  vorigen  Jahrhunderts  fände. 

Dies  sind  die  vier  Hauptwege.  Auch  andre  Versuche. 
„Von  Aufgaben  ist  man  z.  B.  ausgegangen,  ohne  zu  bedenken, 
dafs  in  der  Aufgabe  nur  ein  Beweis  des  Möglichen,  nicht  aber 
des  Notwendigen  liegt.^' 

IL 

Versuche,  den  Knoten  zu  zerhauen. 

„Man  stellte  entweder  1)  als  Grundsatz  auf,  dafs,  wenn 
zwei  gerade  Linien  einer  dritten  parallel  wären,  sie  unter  sich 
parallel  sein  müfsten;  oder  2)  dafs  durch  einen  Punkt  nur 
eine  Linie  mit  einer  andern  parallel  gezogen  werden  könne; 
oder  3)  behauptete  man,  der  Euklidische  Grundsatz  sei  in 
einer  einfacheren  Gestalt  ein  solcher.'^ 


^)  EbenfallB  nach  Hoff  mann. 

15 
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Erste  Methode.  (Nach  Grunert's  Lehrbuch  der  ebenen 
Geometrie.)  Für  die  Schule  resp.  den  Anfanger  gute  Dar- 
stellung, aber  nicht  streng  wissenschaftlich.  Der  Fehler  liegt 
daran,  dafs  Gruuert  parallele  Linien  und  sich  nicht  schnei- 
dende identifiziert,  worin  gerade  die  Schwierigkeit  beruht. 

Zweite  Methode.  (Nach  Tellkampf's  Vorschule  der 
Mathematik.)   Auch  diese  weist  Hörn  als  unberechtigt  zurück. 

Dritte  Methode.  (Nach  Hessling,  Theorie  der  Parallel- 
linien.)  „Wenn  GH  und  CD  von  JN  geschnitten  werden  und 

die  Winkel  CML  +  GLM<2R  sind,  so  ist  GLJ>  CML, 

welches  sich  sehr  leicht  beweisen  läfst    Da  nun  der  gr5fsere 

^         .         .  .  ^ 

Winkel   GLJ  nicht   in   dem    kleineren  CML  enthalten    sein 

kann,  so  mufs  GH  die  CD  schneiden.^' 

Obwohl  sehr  einfach^  erfülle  er  seinen  Zweck  nicht 
„Da  nun  bis  jetzt  alle  Beweise  für  die  Paralleltheorie 
gescheitert  sind  . . . .,  so  fragt  es  sich:  Wie  soll  man  es  mit 
der  Parallelentheorie  halten?  Betrifft  die  Frage  den  Unter- 
richt, so  ist  die  Antwort  nach  dem  Staudpunkte  verschieden. 
Li  den  mittleren  Klassen  eine  einfache  Methode;  in  den  höheren 
gestehe  man  den  Mangel  eines  Beweises  offen  ein.  Betriöt 
aber  die  Frage  die  Wissenschaft,  dann  kann  die  Antwort  nur 
eine  Forderung  sein,  das  Problem  zu  lösen." 

Verfasser  zweifelt  an  der  Möglichkeit  und  hält  „den  Sat-z^ 
sowie  alles,  was  sich  auf  ihn  stützt,  für  eine  Hypothese,  deren 
Gültigkeit  für  unser  Leben  freilich  hinreichend  durch  die  Er- 
fahrung dargethan  wird,  deren  allgemein  notwendige  Richtig- 
keit aber  ohne  Absurdität  bezweifelt  werden  könnte." 


J.  St.  Mi  11,  System  der  deduktiven  und  induktiven  Logik, 
übersetzt  von  Th.  Gomperz.  Leipzig  1884.  (I.  Originalausgabe 
1843.) 

II  p.  361:  „Man  nimmt  an,  dafs  es  giebt  .  .  .  .  z.  B. 
Parallellinien  und  dafs  diese  Linien  überall  gleichweit  von 
einander  abstehen." 

Hierzu  findet  sich  folgende  Anmerkung:  „Die  Mathe- 
matiker  haben  es  gewöhnlich  vorgezogen^  Parallellinien  nach 
der  Eigenschaft   zu    definieren,  dafs    sie   in  derselben  Ebene 
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liegen  und  niemals  zusammentreffen.  Dies  macht  es  jedoch 
notwendig^  noch  als  ein  weiteres  Axiom  irgend  eine  andere 
[Eigenschaft  paralleler  Linien  anzunehmen;  und  das  Un- 
genügende in  der  Art;  wie  Eigenschaften  zu  diesem  Zwecke 
von  Euklid  und  andern  gewählt  werden,  galt  stets  als  der 
wundeste  Fleck  der  Elementargeometrie.  Auch  als  eiqe  bloise 
Worterklärung  ist  die  Aquidistanz  zur  Bezeichnung  von 
Parallellinien  geeigneter,  da  es  die  Eigenschaft  ist,  die  wirk- 
lich in  der  Bedeutung  des  Namens  enthalten  ist.^)  Wenn  in 
derselben  Ebene  liegen  und  niemals  zusammen  treffen  alles 
wäre,  was  wir  unter  „parallel  sein'*  yerstünden,  so  würden  wir 
es  nicht  ungereimt  finden,  zu  sagen,  dafs  eine  Kurve  ihrer 
Asymptote  parallel  ist.^)  Die  Bedeutung  von  Parallellinien 
ist:  Linien,  die  genau  dieselbe  Richtung  verfolgen  und  die 
daher  niemals  weder  einander  näher  kommen  noch  sich  von 
einander  entfernen  —  eine  Vorstellung,  welche  die  Betrachtung 
der  Natur  uns  ohne  Weiteres  darbietet.  Dass  die  Linien  nie- 
mals zusammentreffen  werden,  ist  natürlich  in  dem  umfassen- 
deren Satze  enthalten,  dafs  sie  überall  gleichweit  entfernt 
sind.  Und  dafs  irgend  welche  gerade  Linien,  die  in  derselben 
Ebene  liegen  und  nicht  äquidistant  sind,  gewifs  zusammen- 
treffen werden,  läfst  sich  in  der  strengsten  Weise  aus  der  im 
Text  angenommenen  Grundeigenschaft;  gerader  Linien  beweisen, 
dafs  sie  nämlich,  wenn  sie  von  demselben  Punkte  ausgehen, 
ohne  Ende  immer  mehr  und  mehr  auseinander  gehen.'' 


F.  Märcker,  Theorie  der  Parallellinien.  —  Meiningen 
1846. 

Der  Verfasser  giebt  zuerst  eine  genaue  Darstellung  der 
Geraden  und  der  Ebene,  sowie  der  Beziehungen  dieser  beiden 
Baumgebilde.  Daran  schlieist  sich  die  Definition  der  krummen 
Linien,  §  13—15  Planimetrie,  §  16—21  die  Winkellehre, 
§  22 — 24  einiges  vom  Kreise,  §  25 — 43  von  den  geradlinigen 

*)  Man  vergl.  meine  Ausführangen  weiter  oben,  sowie  die  Fufsnote 
anf  S.  204  No.  3. 

')  Danach  würden  anch  zwei  beliebige  Kreise,  die  sich  nicht 
schneiden,  parallel  sein;  während  in  Wahrheit  doch  nnr  konzentrische 
Kreise  in  derselben  Ebene  als  parallel  bezeichnet  werden  dürfen. 
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Figuren.  —  Nun  kommt  der  Abschnitt  ;,Von  den  Parallel- 
linien." 

§  44.  Erklärung:  „Zwei  Gerade  in  derselben  Ebene,  die, 
soweit  man  sie  auch  verlängern  mag,  nie  einander  schneiden; 
heifsen  Parallelen." 

Zusätze.     1)  Zwei  Lote  auf  einer  Geraden  sind  parallel 

2)  Konstruktion. 

3)  Auf  derselben  Seite.  ^) 

§  45.  Wenn  zwei  Geraden,  auf  entgegengesetzten  Seiten 
einer  dritten,  mit  dieser  parallel  sind,  so  sind  sie  einander 
parallel. 

§  46.  ,,Wenn  auf  dem  einen  Schenkel  irgend  eines  spitzen 
Winkels  ein  Lot  auf  der  inneren  Seite  errichtet  wird,  so 
schneidet  dies  genugsam  verlängert  den  andern  Schenkel.'^ 

Hieran  schliefsen  sich  eine  Reihe  von  Sätzen  über 
Parallelen. 

§  59.  ,yParalleleu  haben  überall  gleichen  Abstand.  Zus. 
Lote  zwischen  Parallelen  sind  gleich." 

Daran  schliefsen  sich  §  60  und  61  die  Sätze  von  der 
Winkelsumme  im  Dreieck. 


Schulz,  Über  die  Theorie  der  Parallellinien.  Königsberg 
i.  d.  Neumark  1846. 

§  1  und  2  enthalten  einleitende  Betrachtungen. 

§  3.     1)  Man  hat,   an  einer  rein   geometrischen  Losung 

';  Hierzu  bedarf  man  der  Erklärungen  des  §  15:  „Von  zwei  Ge- 
raden, die  nur  einen  Punkt,  der  kein  Endpunkt  ist,  gemein  haben,  liegen 
die  durch  diesen  Punkt  getrennten  Stücke  einer  jeden  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  der  andern. 

Erkl.  a)  Solche  Geraden  schneiden  sich.  (Dnrohschnittspankt,  Treff- 
punkt.) 

b)  Wenn  von  zwei  Geraden  jede  ganz  auf  derselben  Seite  der 
andern  liegt,  so  heifst  die  Seite  einer  jeden,  worauf  die  andere  liegt, 
die  innere,  und  die,  worauf  die  andere  nicht  liegt,  die  äufsere.  — 
(Entsprechende,  gleichnamige  Seiten.) 

c)  Eine  Gerade,  die  über  beide  Endpunkte  hinaus,  soweit  es  die 
Ebene  gestattet,  verlängert  wird,  teilt  diese  in  zv^ei  Teile,  and  keine 
in  der  einen  befindliche  Linie  kann  in  den  andern  sich  erstrecken,  ohne 
die  Gerade  zu  schneiden." 
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gänzlich  verzweifelnd,  die  Stützen  anderswoher  zu  nehmen  ge- 
sucht.    Hierher  gehören  die  Beweise 

a)  durch  den  Satz  vom  zureichenden  Grunde, 

h)  vermittelst  der  Einführung  des  unendlich  Kleinen, 

c)  vermittelst  der  Drehung. 

2)  Rein  geometrische  Versuche,  aber  nur  näherangsweise, 
selbst  ohne  Nachweis,  dafs  man  auf  dem  angefangenen  Wege 
zum  Ziele  gelangen  könne. 

3)  Man  hat  andre  Erklärungen,  als  die  Euklidischen,  von 
Geraden,  Parallelen  und  Winkeln  gegeben. 

4)  Man  hat  einen  andren  Grundsatz  aufgestellt,  der  der 
unmittelbaren  Anschauung  näher  liegt  —  oder  was  richtiger 
wäre,  welcher  zugleich  aus  den  Euklidischen  Erklärungen  von 
selbst  folgt. 

5)  Der  letzte  Weg  endlich  ist  der,  dafs  man  gerade 
darauf  ausgeht,  entweder  jenes  ungenügende  Axiom  selbst 
als  Lehrsatz  zu  beweisen  oder  einen  andern  Satz,  ans  welchem 
jenes  Axiom,  sowie  die  übrigen  Sätze  der  Parallelen theorie 
streng  logisch  folgen. 

Die  meisten  Lösungen  gebe  es  zu  2),  1)  und  3),  während 
4)  und  5)  noch  ungelöst  seien. 

§  4.  Verfasser  geht  näher  auf  den  Beweis  1,  a)  ein  und 
weist  nach,  dafs  der  unbewiesene  Satz  eingeschmuggelt  sei, 
dafs,  wenn  der  innere  Winkel  gröfser  sei  als  der  entsprechende 
äuXsere,  sich  die  Geraden  schneiden. 

1,  b)  entziehe  sich  völlig  der  einfachen,  unmittelbaren 
Anschauung,  auf  welche  allein  Euklid  sein  System   aufbaue. 

1,  c)  sei  nicht  rein  geometrisch.  Aufserdem  liege  ein 
Fehler  in  der  Annahme,  dafs  wenn  zwei  Linien  von  einer 
dritten  unter  gleichen  Winkeln  geschnitten  werden,  sie  auch 
von  j^er  beliebigen  andern  unter  gleichen  Winkeln  geschnitten 
würden.  ^) 

§  5.  Auch  der  Beweis  2)  sei  nicht  streng;  er  könne  die 
Sätze  höchstens  plausibel  machen. 


^)  Nar  für  die  darch  die  Mitte  der  ersten  Transversalen  gehenden 
Transversalen  sei  ein  strenger  Beweis  ohne  Hülfe  der  Parallelentheorie 
möglich. 
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§  6.  Der  dritte  Weg  legt  andere  Erklärungen  ^)  zu  Grunde. 
Hier  fragt  es  sich^  welches  sind  die  einfachsten  geometrischen 
Begriffe? 

Unmittelbar  unsrer  Anschauung  gegeben  sei  der  Raum, 
er  ist  also  keiner  weiteren  Erklärung  auf  geometrischem  Ge- 
biete fähig.  Durch  Unterscheidung,  Begrenzung  gelangen  wir 
zu  Neuem. 

Als  unterschieden  im  Räume  seien  nun  für  unsere  An- 
schauung —  und  zwar  unmittelbar  —  nur  gegeben  die  drei 
Normal-Richtungen^)  seiner  Ausdehnung,  die  Dimensionen 
Länge,  Breite,  Höhe.  Diese  Namen  seien  subjektiv.  Je  nach- 
dem man  nun  eine,  zwei  oder  alle  drei  Richtungen  zugleich 
setze,  erhalte  man  Linie,  Fläche,  Korper.  Mit  den  Dimensionen 
sei  zugleich  die  gerade  Linie  und  die  rechtwinklige  Lage  der 
Axen  gegeben.  Der  Punkt  als  ausdehnungslose  Grenze  der 
Linie  sei  die  Negation  aller  Ausdehnung. 

Mit  diesen  Erklärungen  will  nun  Verfasser  den  im  §  3 
bezeichneten  vierten  Weg  einschlagen.  Er  stellt  folgende 
neue  Grundsätze  auf: 

„1)  Nähern  sich  zwei  Geraden,  bis  sie  sich  schneiden, 
so  entfernen  sie  sich  vom  Schnittpunkt  ab  ebenso  wieder  von- 
einander, aber  in  umgekehrter  Lage. 

2)  Nähern  sich  zwei  Gerade,  so  kann  sich  dies  nicht 
ändern,  ohne  dafs  sie  sich  geschnitten  haben.^' 

Hierauf  baue  sich  nun  die  Parallelentheorie  ganz  streng 
so  auf: 

1)  Die  Summe  der  Winkel  im  Dreieck  ist  nicht  grofser 
als  2  R. 

2)  Werden  zwei  gleiche  Lote  auf  derselben  Geraden  er- 
richtet und  ihre  Endpunkte  m  und  n  verbunden,  so  entstehen 
hei  m  und  n  gleiche  Winkel. 

3)  Trefien  zwei  Gerade  a  und  b  eine  und  dieselbe  dritte  c 


^)  Erklären  heifst,  die  einfacheren  Elemente  des  Erklärten  aufweisen 
—  und  bei  den  eigentlichen  Sacherklärungen,  die  Entstehungsweise  aus 
diesen  Elementen  nachweisen.  (Die  Erklärung  mufs  auf  so  einfache 
Elemente  zurückgehen ,  die  als  unmittelbar  in  unserm  Wesen  beruhend 
nicht  mehr  aaf  einfachere  zurückgefahrt  werden  können.) 

■)  Richtung  liegt  unmittelbar  in  unsrer  Anschauung. 
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senkrecht,  so  sind  die  Lote  (m  und  n),  zwischen  a  und  b  in 
gleicher  Entfernung  Ton  c  errichtet,  einander  gleich. 

4)  In  demselben  Falle  von  No.  3  kann  das  Lot  m  (=  n) 
nicht  kleiner  sein  als  das  Lot  c  (d.  h.  als  das  zwischen  a 
und  b  enthaltene  Stück  der  dritten  Linie),  weil  sonst  ein 
Viereck  mehr  als  4  R  enthielt«.^) 

5)  In  demselben  Falle  (oder  auch,  gleiche  Wechsel-  oder 
gleiche  Gegenwinkel  oder  supplementäre  innere  Winkel  vor- 
ausgesetzt) haben  a  und  b  überall  gleiche  Entfernungslote. 

Mit  diesem  letzten  Satze  sei  bekanntlich  die  ganze  Schwie- 
rigkeit der  Parallelen-Theorie  gehoben. 


Dudeck,   Versuch   einer  folgerechten  Durchführung   der 
Lehre  von  den  parallelen  Linien.*)  —  Hohenstein  1847. 

Es  sei  zu  beweisen: 
entweder:  „Zwei  Geraden  können  eine  solche  Lage  haben,  dafs 

ihre  senkrechten  Abstände  in  allen  Punkten  gleich  sind/^ 
oder:  „Zwei  Geraden,  die  auf  einer  dritten  senkrecht  stehen, 

stehen  auch  gemeinsam  auf  einer  vierten  senkrecht/' 
oder:  „Der  elfte  Euklidische  Grundsatz'^ 

Der  Verfasser  wendet  sich    1)  zu,   indem  er  von  Senk- 
rechten bei  einem  spitzen  Winkel  ausgeht. 


Schmeisser,  Kritische  Betrachtung  einiger  Grundlehren 
der  Geometrie,  wie  sie  in  den  meisten  Lehrbüchern  vorkommen. 
—  Frankfurt  a/0.  1851. 

2)  Verfasser  rechnet  den  Parallelismus  zu  den  „ursprüng- 
lichen Anschauungen  a  priori*',  fälschlich  Begriffe  genannt. 
Definition  sei  nicht  möglich.  „Jede  einfache  Vorstellung  ist 
einer  Definition*)  nicht  fähig,  aber  auch  nicht  bedürftig." 

^)  Hier  steckt  der  Grundsatz,  der  an  die  Stelle  des  11.  Axioms  tritt. 

^  Als  Litteratur  wird  angegeben:  Hill,  Geschichte  und  Kritik  der 
Parallelentheorieen.    Lundae  1844. 

')  „Der  einzige  Zweck  einer  Definition  ist,  einen  denkbaren  Gegen- 
stand durch  Angabe  der  den  Begriff  desselben  konstituierenden  Merk- 
male zur  Erkenntnis  zu  führen.** 

Vergl.  Kant,  Kritik  d.  r.  VerDimft.  p.  316.  —  Fries,  System  der 
Logik,    p.  36;  273. 
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7)  Auch  der  „Parallelismus"  eine  GrundTorstellang. 
Schon  Geminus  erkläre  die  Parallelen  für   ein  Linien- 
gebilde, eine  Grandvorstellung  wie  Ereis^  Ellipse  etc.     (Auch 

Proklus.)0 

8)  Proklus  in  Bd.  IV.  p.  93  seines  Kommentars : 

,,Bei  den  Parallelen  sind  drei  eigentliche  Merkmale  anzu- 
uehmen,  welche  sowohl  ihr  Wesen  an  sich  bestimmen,  als 
auch  umgekehrt  stattfinden.  Sie  gelten  nicht  nur  alle  drei 
zugleich,  sondern  auch  jedes  abgesondert  Ton  den  übrigen. 
Das  eine  ist,  dafs  wenn  eine  Gerade  die  Parallelen  schneidet 
die  Gegenwinkel  einander  gleich  sind;  das  zweite,  dafs  die 
innern  zwei  Rechten  gleich;  das  letzte,  dafs  der  äufsere  dem 
ihm  gegenfiberliegenden  (Wechselwinkel)  gleich  ist. 

Denn  jedes  dieser  Merkmale  gehörig  dargestellt  zeigt, 
dafs  gerade  Linien  parallel  sind/^ 

Verfasser  bespricht  dann,  nachdem  er  den  Winkel  erörtert 
hat,  die  geometrischen  Grundsätze,  deren  er  3  formelle  und 
3  materielle  aufstellt^) 

15)  Das  elfte  Axiom  sei  ein  Einschiebsel  eines  Unge- 
schickten. Über  das  ganz  unnütze  Ding,  worüber  schon  seit 
langer  Zeit  viel  Unnützes  geschrieben  worden  sei,  noch  etwas 
zu  sagen,  sei  nicht  der  Mühe  wert. 

16)  Das  zwölfte  Axiom  sei  auch  kein  Satz,  weil  das  Prä- 

*)  Man  yergl.  J.  J.  J.  Hoff  mann,  Kritik  der  Parallelen.  Jena 
1817.  —  Allg.  Lit.  Zeit.  v.  1817.  Ergänz.  Bl.  121;  S.  962.  —  Lara- 
bert*8  Briefwecheel  deutscher  Gelehrten.    Bd.  I.  p.  28. 

«)  A)  Formelle. 

1)  Zwischen  zwei  Grenzpunkten  ist  nur  .eine  gerade  aber  unzählig 
yiele  krumme  Linien  denkbar. 

2)  Dnrch  zwei  Punkte  ist  die  Lage  oder  Richtung  einer  geraden 
Linie  bestimmt;  zu  der  einer  krummen  aber  sind  mehrere  Bestinunungs- 
stücke  nötig. 

8)  Gerade  Linien,  ebene  Flächen  und  gerade  EGrperräume  können 
nicht  in  sich  selbst  zurücklaufend  gedacht  werden,  aber  krumme. 
6)  Materielle. 

1)  Znr  Begrenzung  einer  Linie  sind  mindestens  zwei  Punkte; 

2)  zur  Begrenzung  einer  Ebene  drei  Gerade  nötig,  aber  nur  eine 
oder  zwei  Gerade  nnd  eine  Krumme  oder  auch  nur  eine  Krumme. 

8)  Die  Begrenzung  eines  Körperraums  erfordert  mindestens  vier 
ebene  Flächen  etc. 
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dikat  darin  die  Bedingung  der  Möglichkeit  der  Begrenzung 
einer  Fläche  blos  verneine. 

Die  Euklidischen  ,^Axiome'^  seien  überhaupt  sämtlich  keine 
y^Axiome'',  sondern  nur  ,,allgemeine  Aussprüche''. 

Im  Abschnitt  III  spricht  Schmeisser  Über  die  logische 
Anordnung  der  Lehren  der  Elementargeometrie.  Der  Parallelis- 
mus wird  ganz  am  Anfang  abgehandelt. 


Krueger  „üeber  die  Lehre  von  den  Parallelen,  namentlich 
in  Bezug  auf  neuere  Lehrbücher.*)  —  Bromberg  1852. 

Verfasser  geht  aus  von  Euklids  Definition  und  stellt  dann 
folgende  Klassen  von  Beweisversuchen  auf: 

1)  Man  suchte  das  elfte  Axiom  direkt  zu  beweisen. 

2)  Man  stellte  einen  andern  Satz  als  Grundsatz  auf. 

3)  Man  suchte  Lehrsätze,  die  sich  bei  Euklid  auf  die 
Parallelenlehre  stützen,  unabhängig  davon  zu  beweisen  und 
darauf  die  Sätze  von  den  Parallelen  zu  gründen. 

4)  Man  gab  andere  Definitionen  von  Parallelen,  aus 
deuen  man  entweder  mit  einem  Grundsatz  oder  ohne  einen 
solchen  die  Eigenschaften  dieser  Linien  ableitete. 

Folgende  Definitionen  seien  neu  aufgestellt  worden*): 

1)  Eine  Linie  ist  parallel  mit  einer  Geraden,  wenn  alle 
ihre  Punkte  von  der  Geraden  gleichweit  abstehen. 

2)  Zwei  Gerade,  welche  gleiche  Entfernung  von  einander 
haben,  sind  parallel. 

3)  Zwei  Geraden  sind  parallel,  wenn  sie  mit  einer  dritten 
sie  schneidenden    gleiche  Winkel  in  demselben   Sinne  bilden. 

4)  Zwei  Gerade  sind  parallel,  wenn  sie  gleiche  (dieselbe) 
Lage  haben. 

5)  Zwei  Gerade  sind  parallel,  wenn  sie  gleiche  (dieselbe) 
Richtung  haben. 


^)  Man  vergl.  S.  Sohnke,  Die  Parallelen,  in  Encyklopädie  von 
Ersch  und  Gruber. 

*)  Hoff  mann,  Kritik  der  Parallelentheorieen.  Jena  1817.  —  Gil- 
bert'B  Geometrie  nach  Legendre.  —  Bertrand,  Legendre,  Thibaut. 
Grunerts  Archiv  Bd.  15. 
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Zuerst  bespricht  Verfasser  Legendre's  Theorie  und  giebt 
seine  Beweise  wieder,  dann  verschiedne  andre  Versuche.*) 

In  den  neueren  Lehrbüchern  seien  die  drei  letzten  Defini- 
tionen bevorzugt;  so  gebe  von  Swinden  die  dritte.  E.  Gottfr. 
Fischer  (Berlin  1833)  gehe  von  der  zweiten  Definition  aus, 
ähnlich  verfahre  Schlömilch.  Es  komme  immer  noch  ein 
Grundsatz  hinzu.  Alle  hätten  den  Begriff  der  gleichen  oder 
ungleichen  Richtung. 

Verfasser  kritisiert  die  verschiednen  Beweisversuche  und 
verfällt  dabei  in  den  groben  Fehler,  Richtung  mit  Ziel  zu 
verwechseln. 

Es  werden  ferner  kritisiert  Suell,  der  sehr  abfällig  be- 
urteilt wird,  Kos  sack  (desgl.),  Schmeisser  (desgl.),  Koppe, 
Nagel. 

Verfasser  vermifst  überall  die  nötige  Strenge,  wie  sie  sich 
bei  Euklid  finde  (Kunze  ausgenommen).  Durch  einige 
Änderungen  in  der  Reihenfolge  der  Sätze  und  Definitionen 
sei  Euklids  Darstellung  zu  retten.  Die  Definition  der  Parallelen 
müsse  auf  Satz  27  folgen,  das  elfte  Axiom  nach  Satz  17. 

„Aber  ich  glaube,  dafs  die  Strenge  der  geometrischen 
Methode  weniger  in  der  voUkommnen  Evidenz  der  Grundsätze 
selbst  liegt,  welche  doch  immer  eigentlich  Lehrsätze  sind, 
aber  für  einen  gewissen  Standpunkt  als  erste  gelten  müssen; 
als  vielmehr  in  der  Art  und  Weise,  wie  die  ersten  Sätze 
angewendet  werden:  in  der  Sicherheit  und  Geschicklichkeit, 
mit  welcher  die  Lehrsätze  und  Aufgaben  auf  die  Definitionen, 
Axiome  und  Postulate  zurückführt  werden.  Und  in  dieser  Be- 
ziehung müssen  Euklids  Elemente  als  Muster  von  geometrischer 
Strenge  und  Evidenz  gelten.^' 


Schulz,  Theorie  der  Parallellinien.  —  Königsberg  1854 
Zuerst  rekapituliert  der  Verfasser  seine  frühere  Abhand- 
lung (s.  o.)  und  verbreitet  sich  dann  ausführlich  über  Gerade 
und    Richtung,    die    er   ,.im    wesentlichen"   identifiziert.      §  5 


»)  Kunze  (sehr  anerkennend);  Wolff;  Brettner;  Klügel;  Ramns; 
Streit;  Wiegand. 
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handelt  von  dem  ,,AbhäDgigkeitsyerhältnis  zwischen  Winkel- 
grofse  und  Schenkelrichtung''.    Hier  finden  sich  folgende  Sätze: 

,,Haben  zwei  Geraden  keinen  Punkt  gemein,  so  kann  die 
Verschiedenheit  oder  Gleichheit  ihrer  Richtungen  nicht  un- 
mittelbar erkannt  werden,  sondern  mittelbar  mit  Hülfe  einer 
dritten." 

„Weichen  zwei  Geraden  unter  gleich  grofsen  Winkeln  von 
einer  und  derselben  dritten  nach  derselben  Seite  hin  ab,  dann 
haben  diese  zwei  Geraden  eine  gegenseitig  gleiche  Richtung/' 

§  6  bringt  dann  eine  Losung  nach  der  dritten  Methode 
(vergl.  die  frühere  Abhandlung),  §  7  eine  Lösung  nach  der 
vierten  Methode,  indem  an  Stelle  des  Euklidischen  Axioms 
das  folgende  aufgestellt  wird:  „Nähern  sich  zwei  Gerade,  so 
müssen  sie  im  Annähern  verharren,  so  lange  sie  an  derselben 
Seite  nebeneinander  herlaufen*'. 

§  8  giebt  dann  einen  Rückblick. 


Lotz,  Ueber  die  Theorie  der  Parallelen. i)  —  Fulda  18G2. 
I)  Euklids  Lehre. 

n. 

Sätze  aus  andren  Theorieen. 

Erste  Gruppe. 

1)  Sind  die  von  zwei  bei.  Punkten  einer  geraden  Linie 
auf  eine  zweite  gefällten  Senkrechten  gleich,  so  stehen  sie 
auch  auf  der  ersten  Geraden  senkrecht  und  schneiden  von 
beiden  gleiche  Stücke  ab. 

2)  Steht  eine  von  irgend  einem  Punkte  einer  Geraden 
auf  eine  zweite  gefällte  Senkrechte  auch  auf  der  ersten  senk- 
recht, so  mufs  auch  jede  andere  von  der  ersten  auf  die  zweite 
gefällte  Senkrechte  auf  der  ersten  senkrecht  stehen  und  der 
ersten  Senkrechten  gleich  sein;  auch  die  Stücke  auf  der  Geraden 
sind  gleich.') 

3)  Sind  die  von  zwei  Punkten  einer  Geraden  auf  eine 
zweite  gefällten  Senkrechten  ungleich,  so  bilden   sie  mit  der 


*)  Yergl.  Ho  ff  mann,  Kritik  der  Parallelentheorie.   Jena  1817. 
Klügel,  Gottingen  1763. 
*)  Beweis  aus  1. 


—     238     - 

ersten  Geraden  innere  Gegenwinkel ,  von  denen  der  an  der 
grofsern  Senkrechten  spitz,  der  an  der  kleinem  aber  sein 
stumpfer  Supplementwinkel  istj) 

4)  Bildet  eine  von  irgend  einem  Punkte  einer  Geraden 
auf  eine  zweite  gefällte  Senkrechte  mit  der  ersten  ungleiche 
Nebenwinkel,  so  ist  jede  andere  von  irgend  einem  Punkte  der 
ersten  Geraden  auf  die  zweite  gefällte  Senkrechte  grofser 
oder  kleiner  als  die  erste,  je  nach  der  Lage  des  Punktes.^) 

5)  Werden  zwei  Gerade  von  bei.  vielen  andern  durch- 
schnitten, und  sind  von  den  Gegen-  und  Wechsel  winkeln, 
welche  jene  beiden  mit  einer  bei.  von  diesen  bilden,  irgend 
zwei  korrespondierende  oder  Wechselwinkel  gleich  oder  zwei 
Gegenwinkel  Supplemente,  so  gilt  dies  auch  bei  den  übrigen 
durchschneidenden  Linien.  ^) 

Zusatz:  Die  drei  Winkel  eines  Dreiecks  betri^en  zusammen 
zwei  Rechte. 

6)  Wie  in  5,  nur  ungleich.*) 

7)  Werden  zwei  Gerade  von  bei.  vielen  andern  durch- 
schnitten und  bildet  eine  der  schneidenden  mit  einer  Richtung 
der  durchschnittnen  Linien  innere  Gegenwinkel,  die  kleiner  als 
zwei  Rechte  sind,  während  die  andern  von  der  ersten  Geraden 
gleiche  Stücke  abschneiden  und  auf  der  zweiten  senkrecht 
stehen,  so  müssen  diese  in  der  oben  angegebenen  Richtung 
aufeinander  folgenden  Senkrechten  um  gleiche  Stücke  abnehmen 
und  auf  der  zweiten  Geraden  gleiche  Stücke  abschneiden. 

Zusatz  1.  Schneidet  man  von  dem  einen  Schenkel  eines 
Winkels  Stücke  ab,  die  sich  verhalten  wie  1:2:3:4....  und 
fällt  von  ihren  Endpunkten  Senkr.  auf  den  andren  Schenkel, 
so  verhalten  sich  diese  Senkr.  und  die  von  ihnen  auf  dem 
andern   Schenkel   abgeschnittnen   Stücke   wie   1:2:3:  . . .  .^) 

Zusatz  2.  In  jedem  Schenkel  eines  jeden,  wenn  auch 
noch  so  kleinen  Winkels  läfst  sich  immer  ein  Punkt  nicht 
nur  so  bestimmen,  dafs  die  von  ihm  auf  den  andern  Schenkel 


*)  Beweis  aus  1.    (Hülfälinien  und  Kongruenz  von  Dreiecken.) 

')  Beweis  indirekt  aus  1  und  3  oder  direkt  aus  1. 

°)  Beweis  mit  Hülfe  von  Satz  2.    (Kongruenz  von  Dreiecken.) 

*)  Beweis  aus  der  Winkelsumme  im  Viereck. 

')  Beweis  unmittelbar  aus  dem  Hauptsatz. 
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gefüllte  Senkr.  gröfser  wird  als  jede  geg.  Linie^  sondern  auch 
sOy  dafs  die  Senkrechte  vom  andern  Schenkel  ein  Stück  ab- 
schneidet, welches  grofser  ist  als  jede  geg.  Strecke.^) 

IIL 

1  bis  4  sind  Hauptsätze,  5  und  6  Verallgemeinerungen, 
7  mit  seinen  Zusätzen  Anwendungen  auf  spezielle  Fälle. 

Alle  Sätze  problematisch,  da  der  erste  problematisch. 

Es  wird  dann  gezeigt,  dafs  sich  von  allen  Sätzen  immer 
nur  ein  Teil  beweisen  läfst.  Legendre's  Beweis  von  Zusatz  zu 
5  wird  u.  a.  auch  als  circulus  nachgewiesen. 

IV. 
Neue  Gruppe  von  Sätzen: 

8)  Sind  die  von  zwei  Punkten  einer  Geraden  auf  eine 
zweite  gefällten  Lote  einander  gleich,  so  mufs  ihnen  auch 
jedes  andere  von  der  ersten  auf  die  zweite  gefällte  Lot 
gleich  sein.*) 

9)  Sind  die  von  drei  Punkten,  die  auf  derselben  Seite 
einer  Geraden  liegen,  auf  diese  gefällten  Lote  gleich,  so  geht 
jede  durch  zwei  dieser  Punkte  gezogne  Gerade  auch  durch 
den  dritten.^ 

10)  Sind  die  von  zwei  Punkten  einer  Geraden  auf  eine 
zweite  gefällten  Lote  gleich  und  liegt  ein  dritter  Punkt  auf 
derselben  Seite  der  zweiten  Geraden  wie  die  erste,  aber  nicht 
in  der  letzteren,  so  mufs  das  von  ihm  auf  die  zweite  Gerade 
gefällte  Lot  kleiner  oder  grofser  sein  als  jedes  der  beiden 
ersten  je  nach  der  Lage.^) 

Zusatz:  Die  drei  Eckpunkte  eines  Dreiecks  können  nicht 
gleich  weit  von  einer  Geraden  entfernt  sein. 

11)  Sind  die  von  zwei  Punkten  einer  geraden  Linie  auf 
eine  zweite  geföllten  Lote  einander  gleich,  ist  aber  die  von 
einem  dritten  Punkte,  welcher  auf  derselben  Seite  der  zweiten 


')  Aus  Zusatz  1. 

')  Beweis  aas  1  und  2  oder  aus  1  allein.    Umgekehrt:  Beweis  von 
1  aus  8. 

'}  Beweis  ans  1  oder  aus  8.  —  Beweis  von  1  aus  9,  von  8  aus  9. 
*)  Beweis  aus  1  und  4.  —  Beweis  aus  9,  9  indirekt  aus  10. 
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Linie  liegt  wie  die  ersten,  auf  die  zweite  Linie  gefällte  Senkr. 
gröfser  oder  kleiner  als  jede  beiden  gleichen  ersten,  so  kann 
dieser  dritte  Punkt  nicht  in  der  ersten  geraden  Linie  liegen, 
und  zwar  mufs  er  zwischen  beide  gerade  Linien  oder  aufser- 
halb  derselben  fallen^  je  nach  der  Länge  des  Lots.^) 

12)  Sind  zwei  von  einer  Geraden  auf  eine  zweite  ge- 
fällte Lote  ungleich^  und  ist  ein  drittes  Lot  auf  der  zweiten 
Gejraden  einer  der  beiden  ersteren  gleich,  so  mufs  der  End- 
punkt des  dritten  Lotes  zwischen  beide  Geraden  oder  außer- 
halb fallen  je  nach  der  Länge.  ^) 

13)  Sind  zwei  Lote  ungleich^  so  ein  drittes  ebenfalls  un- 
gleich je  nach  der  Lage.^) 

14)  Sind  zwei  resp.  Lote  ungleich,  so  werden  die  Lote 
von  dem  grofsren  nach  dem  kleinern  hin  immer  kleiner,  umge- 
kehrt grofser.*) 

V. 

Kritische  Betrachtung. 

Clavius  nimmt  Satz  9  als  Grundsatz  an.  —  Verschiedne 

andre  suchen  ihn  zu  beweisen.  —   Dabei  werden  offen   oder 

verdeckt   irgendwelche    von    den   in    IIL  und  IV.  geg.  Sätzen 

benutzt. 

VL 

Anwendung  auf  die  Parallelentheorie. 

VIL 
Zwei  neue  Wege:  neue  Grundsätze  oder  neue  Definitionen. 

Erste  Gruppe. 

1)  Vom  ersten  oder  letzten  Schnitt. 

Weder  Kästner,  der  den  Grundsatz  des  ersten  oder  letzten 
Schnitts  aufstellte,  noch  die  Anwender  haben  ihn  als  bestimmten 
Satz  hingestellt. 


*)  Beweis  ans  1  und  3  oder  indirekt  aus  9  und  10  oder  direkt 
allein  aus  9  oder  direkt  aus  8.  —  11  indirekt  aas  8. 

')  Beweis  ans  1  und  3  oder  ans  11  und  10.  —  8  und  11  folgen, 
8  indirekt,  11  direkt,  aus  12. 

^)  Beweis  aus  3  und  4,  12  und  10,  8  indirekt  aus  IS. 

^)  Beweis  aus  13. 
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Es   werden  nun   die  Grundsätze   des  letzten   und   ersten 

Schnitts  aufgestellt.^) 

2)  Der  Grandsatz  der   ersten   oder   letzten   Senkrechten 

(von  Legendre). 

Zweite  Gruppe* 

3;  a)  Wenn  zwei  Gerade  auf  der  nämlichen  Ebene  einerlei 
Lage  gegeneinander  haben,  so  haben  sie  auch  die  nämliche 
Lage  gegen  jede  dritte  Gerade.^) 

3,  b)  Wenn  zwei  Gerade  gegeneinander  verschiedene  Lage 
haben,  so  haben  sie  auch  verschiedene  Lage  gegen  jede  dritte. 

Was  heifst  einerlei  Lage  gegeneinander  haben? 

4,  a)  Wenn  zwei  Gerade  eine  gleiche  Richtung  haben^  so 
müssen  beide  auch  gleiche  Richtung  gegen  jede  andere  Linie 
haben. 

4,  b)  Zwei  Gerade,  die  keinen  Richtungsunterschied  haben, 
können  auch  keinen  Richtungsunterschied  gegen  irgend  eine 
andre  Gerade  haben. 

Bezout  und  Thibaut  bewegten  sich  im  Zirkel. 

Keiner  von  den  Sätzen  dieser  Gruppe  kann  zu  der  vollen 
Gewifsheit  erhoben  werden,  welche  die  Mathematik  erfordert. 

Dritte  Gruppe. 

5)  Zwei  Gerade^  welche  derselben  dritten  parallel  sind^ 
müssen  auch  untereinander  parallel  sein. 

6,  a)  Eine  Gerade,  welche  eine  von  zwei  parallelen  Geraden 
durchschneidet,  mufs  auch  die  andre  durchschneiden. 

6,  b)  Durch  einen  Punkt  aujjßerhalb  einer  Geraden  läfst 
sich  mit  dieser  nur  eine  Parallele  ziehen. 

Vierte  Gruppe. 

7)  Durch  einen  innerhalb  eines  hohlen  Winkels  liegenden 
Punkt  läfst  sich  immer  eine  Gerade  ziehen,  welche  beide 
Schenkel  schneidet 

8)  Jede  Gerade,  welche  durch  einen  innerhalb  eines  hohlen 


^)  Es  handelt  rioh   um   das  Verschieben  einer  Geraden  auf  den 
Schenkeln  eines  Winkels  nnd  die  Lage  der  Schnittpunkte. 
')  Von  Schwab  herrührend. 

Schotten,  der  planimetr.  Uotezricht.    n.  16 
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Winkels  liegenden  Punkt  geht^  schneidet  wenigstens  den  einen 
Schenkel  des  Winkels.*) 

Verfasser  giebt  nun  seine  Parallelentheorie,  die  er  auf  die 
Winkel  definition  (unendl.  Ebenstück)  stützt. 

Parallelen  sind  solche  gerade  Linien ^  die  mit  derselben 
dritten^  der  Richtungslinie;  gleiche  korrespondierende  bilden. 

Satz  I.    Parallelen  schneiden  sich  nicht 

Satz  n.  Nichtparallele  Linien  schneiden  sich  und  zwar 
auf  der  Seite  der  Richtungslinie,  auf  welcher  ein  äufserer 
Winkel  gröfser  ist  als  sein  innerer  korrespondierender.  >) 

Satz  IIL  Linien,  welche  sich  nicht  schneiden,  sind  in 
Bezug  auf  jede  Richtungslinie  parallel. 

Satz  IV.     Über  schneidende. 


Thiermann,  Geometrische  Abhandlung  über  Erklärungen, 
Forderungen  und  Grundsätze  nebst  einer  elementaren  Begrün- 
dung der  Lehre  von  den  parallelen  Linien.  —  Gottingen  1862. 

Nach  ausführlicher  Behandlung  des  Begriffes  ^^Grundsatz'^ 
spricht  sich  Verfasser  dahin  aus,  dafs  der  zehnte,  elfte  und 
zwölfte  Grundsatz  Euklids  zu  den  Lehrsätzen  gehören.  P.  Voit 
wolle  den  Zusammenhang  zwischen  dem  elften  Axiom  und 
dem  17.  Lehrsatz  entdeckt  haben.  Das  sei  nicht  richtig. 
Schon  Proclus  sage  Lib.  3.  pet.  5:  eins  (petitiones)  conversum 
Euclides  etiam  tamquam  theorema  ostendit.  Auch  Borellius 
weifs  das.     (Vergl.  Eucl.  restit.  p.  38.) 

Verfasser  spricht  sich  gegen  die  philosophischen  und  be- 
sonders gegen  die  mathematischen  Versuche  aus,  das  elfte 
Axiom  durch  eine  ganze  Reihe  andrer  zu  ersetzen.  —  Trotz- 
dem seien  diese  Arbeiten  nicht  ohne  Wert.  —  Falsche  Defini- 
tion der  Parallelen. 

Hinweis  auf  J.  J.  J.  Hoffmann  und  E.  Külp. 

Borellius:  Et  patet,  hanc  passionem  esse  yalde  remotam 
et  incomprehensibilem.  nam  extensio  illa  infinita  ad  utramque 
partem  absque  concursu  concipi  non  potest;  neque  conveniens 


*)  Darch  einen  Punkt  zwischen  den  Schenkeln  eines  Winkels  lälst 
sich  keine  Gerade  ziehen,  die  nicht  wenigstens  einen  Schenkel  schneidet. 
*)  Dazn  4  Beweise. 
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est^  ut  a  passione  remota  difficili^  et  non  evidenter  cognita 
deducantur  in  propos.  27^  28,  29  aliae  passiones  magis  mani- 
festae.^) 

y^Eine  negative  Definition  ist  also  jedenfalls  zu  vermeiden; 
denn  entweder  ist  sie  nicht  bestimmt  oder,  sollte  sie  dies 
sein,  so  kann  sie  eine  positive  Form  annehmen/^ 

Verfasser  acceptiert  die  Definition  des  Posidonius:  Parallele 
Linien  sind  solche,  die  überall  gleiche  Abstände  haben.  ^) 

Der  Nachweis  der  Darstellbarkeit  solcher  Linien  ist  noch 
nicht  geliefert.*) 

Begründung  der  Lehre  von  den  Parallelen. 

BÄ±AC',  DJB±BA. 

Es  wird  zunächst  gezeigt,  dafs  wenn  BD  und  ÄC  auch 
nur  bei  einer  kleinen  endlichen  Strecke  gleichweit  von  ein- 
ander abstehen,  sie  überhaupt  parallel  sind.^) 

Dann  wird  gezeigt,  dafs  gleich  anfangs  die  beiden  Geraden 
parallel  sind.  Der  übrige  Gang  ganz  wie  bei  Euklid.  Schliefsl. 
XL  Axiom. 

Die  wichtigsten  Versuche,  gleichweit  abstehende  Linien 
nachzuweisen. 

Clavius  schliefst  aus  der  Definition  der  Geraden,  dafs  eine 
Linie,  deren  sämtliche  Punkte  von  einer  Geraden  gleichen  Ab- 
stand haben,  eine  Gerade  ist.  —  Die  Analogie  mit  dem  Kreis 
wird  noch  ausgeführt. 

Borellius  schlieist  sich  an  Clavius  an,  definiert  Parallele 
als  Geraden  von  gleichem  Abstand. 

Ebenso  Kircher;  J.  K.  J.  Hauff;  Bossut. 


Saccherius  stelle  drei  Hypothesen  auf  vom  rechten, 
stumpfen  und  spitzen  Winkel,  und  wo\le  zeigen,  dafs  die 
zweite  und  dritte  falsch  sind.  Der  Versuch  sei  als  mifslungen 
zu  bezeichnen. 


^)  Maller,  Ansführlicke  und  evidente  Theorie  der  Parallellinien.  — 
Nürnberg  1819. 

*)  Einwarf  des  Ign.  Hoffmann. 

^)  Einwurf  des  Hieron.  Saccherias. 

*)  Vergl.  Clavius;  Kircher;  J.  Hofiinann. 

16* 
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Robert  Simson:  Eine  gerade  Linie  kann  nicht  erst  einer 
andern  geraden  Linie  näher  kommen  und  sich  dann  Ton  der- 
selben entfernen^  ohne  sie  vorher  geschnitten  zu  haben  a.  8.  w. 
(Grandsatz.) 

Metternich  kurz  abgewiesen. 

J.  G.  Schwab  gründet  seinen  angeblichen  Beweis  auf  die 
Identität  der  Lage;  Herbert  auf  die  der  Richtung. 


Witte,  Die  Parallelentheorie  und  die  Definition  des 
Winkels.  —  Wolfenbüttel  1867. 

Eine  Begründung  der  Parallelentheorie  mufs  sich  stützen 
auf  die  Begriffe:  gerade  Linie  und  Winkel. 

Sehr  eigentümliche  Definitionen:  ,;Der  ebene  Winkel  ist 
ein  Teil  einer  Ebene,  der  von  zwei  beliebigen  Richtungen 
eines  Punktes  in  derselben  begrenzt  isf^) 


Fresenius,  Die  psychologischen  Grundlagen  der  Raum- 
wissenschaft. —  Wiesbaden  1868. 

Im  §  10  kommt  der  Verfasser  auf  die  Parallelen  zu 
sprechen,  von  denen  es  drei  Erklärungen  gebe, 

a)  Geraden  ohne  Schnittpunkt, 

b)  Geraden  mit  konstantem  Abstand, 

c)  Geraden  von  gleicher  Richtung. 

Was  die  erste  Erklärung  betreffe,  so  sei  sie  der  Vor- 
stellung nicht  zugänglich;  aufserdem  sei  dies  eine  negative 
Eigenschaft.  Die  zweite  Erklärung  beruhe  auf  einer  abge- 
leiteten Eigenschaft.  —  Was  schliefslich  die  dritte  Erklärung 
anlange,  so  sei  zu  bemerken,  dafs  Gleichheit  nur  bei  Grofsen 
möglich  sei.  Bier  *komme  der  Konflikt  zwischen  Quantität 
und  Richtung  zum  Austrag.  Richtung  sei  kein  quantitativer 
Begriff,  aber  sie  sei  der  Veränderung,  Bewegung  (Drehung) 
fähig   und   diese   Veränderung   sei   vermehrbar   oder    ver- 


')  Bertrand,  D^veloppement  nouveaa  de  la  partie  äl^mentaire  des 
mathdmatiquea.  —  Genäve  1778.  Schulz-Eönigsberg,  Entdeckte  Theorie 
der  Parallelen.    1784. 
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minderbar,  also  quantitativer  Natur,  daher  der  Messung  zu- 
gänglich.^) 

Bei  diesen  Betrachtungen  gelte  es,  die  Richtung  von  ihrem 
Ausgangspunkte  in  der  Vorstellung  abzulösen. 

Man  habe  in  einer  Geraden  von  verschiedenen  Aus- 
gangspunkten identische  Richtung.  Nun  nehme  man  gleiche 
Drehungen  vor,  dann  habe  man  sicher  auch  gleiche  Rich- 
tungen.^   Die  neuen  Schenkel  seien  parallel. 

Mit  dieser  Ableitung  der  Parallelen  sei  zugleich  die  Vor-* 
Stellung  der  gleichen  Winkel  mit  der  Schneidenden  gegeben. 
Auch  die  Zugehörigkeit  der  Parallelen  zu  einer  Ebene  liege 
schon  in  dieser  ihrer  Genesis. 


A.  Dan  her,  Die  Grundlagen  der  Mathematik.  —  Helm- 
stedt 1871. 

Der  Verfasser  kommt  im  Verlauf  seiner  sehr  lesenswerten 
Abhandlung  auch  auf  die  uns  hier  interessierenden  Fragen  zu 
sprechen. 

Die  verschiedenen  Geraden  können  quantitativ  gleich  sein, 
der  Unterschied  der  Lage  also  nur  in  qualitativer  Beziehung. 
Dieser  qualitative  Unterschied  heilst  ihre  Richtung. 

„Gerade  von  gleicher  Richtung  heifsen  parallel.''  Der 
Richtungsunterschied  zweier  Geraden  von  verschiedener  Rich- 
tung, durch  Drehung  um  den  Schnittpunkt  innerhalb  der  Ebene 
erzeugbar,  heifse  Winkel. 

„Der  Winkel  als  der  anschauliche  Ausdruck  der  voll- 
zogenen Richtxmgsänderung  enthalt  zwar  an  sich  nur  formelle 
Eonstruktionselemente,  hat  aber  doch  den  Charakter  einer 
Gröfse  (virtuelle  Raumgröfse).'' 

Man  könne  nun  von  der  Gleichheit  der  Richtungen  rück> 
schliefsen  auf  den  gleichen  Unterschied  gegen  jede  dritte. 


')  Man    vergL    unsere    Ansführongen   in   Kapitel  I,   §  1    und   in 
Kapitel  H. 

*)  Denn  es  gelten  die  logischen  Axiome: 
„1)  Gleiches  wird  durch  die  nämlichen  Veränderungen  in  wieder 
Gleiches  verwandelt.** 

„2)  Was  durch  die  nämlichen  Verfinderungen  zu  Gleichem  ge- 
worden ist,  muls  vorher  gleich  gewesen  sein.*^ 
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A.  Germanii;  Studien  zur  Lösung  der  Parallelentheorie 
—  Ehingen  1872. 

Nach  einer  Reihe  yon  geometrischen  Axiomen  und  £r- 
klärungen,  wie  z.  B.  der  Baum  ist  unterschiedslos^  d.  h.  durch 
eine  einfache  Lagenänderung  ohne  Veränderung  von  Ent- 
fernungen findet  keine  Änderung  der  geometrischen  Eigen- 
schaften statt;  geht  Verfasser  von  Eugel  und  Kreis  aus^  kon- 
struiert die  Ebene  als  geometrischen  Ort  der  Schnittkreise 
kongruenter  Kugelflächen  und  gelangt  so  zu  den  Eigen- 
schaften der  Ebene.  Die  Gerade  ist  der  Schnitt  zweier  Ebenen. 
Berührung  zwischen  Geraden  und  Ebenen  ist  unmöglich.  Dann 
folgen  die  Sätze  über  die  parallelen  Ebenen  und  Geraden,  die 
darauf  ausgehen,  dafs  parallele  Ebenen  überall  gleich  weit  tou 
einander  abstehen. 

Vering,  Über  die  Definitionen  des  Winkels  und  der 
Parallelen.  —  NeuTs  1872. 

Verfasser  verteidigt  zuerst  die  Einführung  der  Bewegung 
in  die  geometrischen  Betrachtungen  und  wendet  die  Bewegung^) 
an,  um  „mittelst  derselben  zu  klarer  Auffassung  und  richtiger 
Erkenntnis  der  Baumgebilde^'  zu  gelangen. 

Auch  bei  den  Parallelen  komme  man  mit  Grofsenver- 
gleichung  nicht  aus;  es  müsse  der  Begriff  der  Richtung,  also 
Bewegung  hinzugezogen  werden. 

Drei  mögliche  Definitionen  der  Parallelen  gebe  es,  die 
sich  aus  ihren  Eigenschaften  ergeben: 

1)  Parallele  schneiden  sich  nicht. 

2)  Parallele  haben  gleichen  Abstand. 

Diese  Erklärung  habe  zwei  Vorzüge;  sie  sei  erstens 
posil&Y  und  zweitens  bleibe  sie  im  Endlichen. 

3)  Zwei  Gerade  heifsen  parallel,  wenn  sie  mit  einer 
dritten  nach  derselben  Seite  hin  gleiche  Winkel  bilden. 

Hier  müsse  die  dritte  Linie  als  bestimmt  vorausgesetzt 
werden. 

Die   Parallelenlehre    müsse    zwischen    der   Winkel-    und 


^)  Bewegung  natürlich  ohne  Rücksicht  auf  Stoff,  Kraft  und  Zeit. 
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Dreieckslehre  abgehandelt  werden.    Es  liefsen  sich  noch  fol- 
gende Definitionen  aufstellen: 

4)  Zwei  Gerade,  welche  in  einer  Ebene  gleiche  Richtung 
habcD;  heifsen  parallel. 

5)  Zwei  Gerade  heifsen  parallel,  wenn  die  eine  sich  ohne 
Drehung  in  die  Lage  der  andern  bringen  lälst 

Obwohl  der  Verfasser  die  Schwäche  dieser  Definition,  die 
doch  die  Parallelverschiebong  implicite  enthält^  erkennt,  giebt 
er  ihr  doch  den  Vorzug  vor  den  anderen,  weil  nur  eine 
Kichtung  in  Betracht  zu  ziehen  ist,  und  entwickelt  aus  ihr 
die  in  den  andern  Definitionen  bertlhrten  Eigenschafken  in 
Form  von  Lehrsätzen. 

Leine  mann,  Die  Theorie  der  parallelen  Geraden.  — 
Münster  1874. 

A.  Die  bisherigen  Theorieen. 

Verfasser  spricht  sich  gegen  die  Erklärung  des  Nicht- 
schneidens  aus.  —  Das  Nichtschneiden  sei  z.  B.  bei  Kurven 
durchaus  kein  Grund  für  ihre  parallele  Lage  —  und  will  von 
dem  überall  gleichen  Abstand  ausgehen. 

Andre  erklärten  eine  parallele  Gerade  als  eine  solche, 
welche  ohne  eine  Schwenkung  zu  machen  in  die  Lage  einer 
andern  übergehen  könne. 

Die  Dreieckslehre  sei  vor  der  Parallelenlehre  abzumachen, 
weil  der  Ausgangspunkt  naturgemäfs  von  drei  Geraden  und 
zwar  von  drei  sich  schneidenden  Geraden  sei.  (Der  Parallelen- 
fall ein  spezieller.)  —  Aus  pädagogischen  Gründen  werde  aber 
der  andere  Weg  eingeschlagen. 

B.  Versuch  einer  naturgemäfsen  und  rationellen  Theorie. 
L    Fundamentierende  Sätze  über  rechte  Winkel  und  Nor- 
malabstände. 

ELier  werden  die  Sätze  abgehandelt,  dafs  es  in  einem  und 
von  einem  Punkte  nur  ein  Lot  gebe,  dafs  das  Lot  dem 
spitzen  Winkel  der  schrägen  gegenüberliegt.    Femer 

„Sind  von  zwei  an  der  nämlichen  Seite  einer  Geraden 
liegenden  Punkten  aus  Senkrechte  auf  dieselbe  herabgelassen, 
80  bildet  die  Verbindungslinie  dieser  Punkte  Winkel  mit  den 
Senkrechten,  deren  Summe  gleich  zwei  Rechten  ist.'' 
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Dieser  Satz,  der  also  das  Axiom  enthält ,  das  als  Ersatz 
des  elften  von  Simon  z.  B.  aufgestellt  wurde,  wird  mit  Hülfe 
von  Drehung  nach  Art  des  Thibaut'schen  Beweises  be- 
wiesen. 

j^Wenn  zwei  von  einer  Geraden  auf  eine  andre  herab- 
gelassene Lote  gleich  sind,  so  bilden  sie  auch  rechte  Winkel 
an  den  Ausgangspunkten.^ 

Beweis  durch  Umklappen  um  ein  gedachtes  Mittellot 

,,Wenn  zwei  Verbindungslinien  zweier  Geraden  lauter 
rechte  Winkel  mit  ihnen  bilden,  so  sind  die  ersteren  gleich/' 

Indirekter  Beweis. 

,;Eine  begrenzte  Gerade  hat  lauter  gleiche  senkrechte 
Abstände  von  einer  Geraden,  wenn  ihre  Endpunkte  von  der 
andern  gleiche  Abstände  haben/' 

,,Dies  gilt  nicht  für  eine  krumme  oder  eine  gebrochene 
Linie.** 

,,Auch  eine  unbegrenzte  Gerade  kann  so  liegen,  dals  alle 
von  ihr  aus  auf  eine  zweite  zu  ßLllenden  Lote  gleich  sind'* 

IL    Die  Parallelenlehre  selbst. 

„Erklärung:  Eine  unbegrenzte  Gerade  ist  zu  einer  andren 
parallel,  heifsi^  ihre  senkrechten  Abstände  von  derselben  sind 
gleich.*' 

Es  folgen  nun  eine  Reihe  von  Lehrsätzen,  die  alle  auf 
Grund  der  in  I.  aufgestellten  Sätze  ausführlich  bewiesen  wer- 
den, zum  grofsen  Teil  indirekt.     Diese  Sätze  sind: 

„Senkrechte  auf  der  einen  Parallelen  sind  auch  auf 
der  andern  senkrecht,  folglich  auch  die  zweite  der  ersten 
parallel." 

„Zwei  Lote  auf  derselben  Geraden  sind  parallel." 

„Durch  einen  Punkt  giebt  es  zu  einer  Geraden  nur  eine 
Parallele." 

„Zu  zwei  sich  schneidenden  giebt  es  keine  gemeinsame 
Parallele." 

„Sind  zwei  Gerade  zu  einer  dritten  parallel,  so  sind  sie 
auch  unter  einander  parallel." 

Dann  folgen  die  Sätze,  die  über  die  Winkel  bei  einer 
Transversalen  durch  die  Parallelen  handeln.  Als  letzter  Satz 
schliefslich: 


n* 
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yZwei  Parallelen  können  sich  nicht  schneiden.'^ 
III.    Von  den  Nichtparallelen. 

Dieser  Abschnitt  giebt  zuerst  die  ümkehrnngen  der  Winkel- 
sätze und  schliefst  dann  ab  mit  dem  Satz: 

,,Sich  trotz  aller  YerläDgerung  nicht  schneidende  Geraden 
derselben  Ebene  sind  parallel/' 

Die  vorliegende  Abhandlung  kann  recht  als  ein  Typus 
gelten  für  die  vergebliche  Mühe^  einen  Beweis  für  das  Parallelen- 
aziom  zu  liefern. 


Günther,  Der  Thibaut'sche  Beweis  far  das  elfte  Axiom, 
historisch  und  kritisch  erörtert.  —  Ansbach  1877. 

Thibaut's  Beweis  stützt  sich  auf  das  Axiom,  dafs  die 
drehende  Bewegung  unabhängig  sei  von  der  progressiven. 

Zuerst  geht  Günther  darauf  ein,  ob  die  Eigenschaft  der 
geraden  Linie,  nach  einer  vollen  um  einen  ihrer  Punkte  voll- 
zogenen Umdrehung  in  sich  selbst  zurückzukehren,  als  bekannt 
vorausgesetzt  werden  dürfe.  Thi baut's  eigne  Erklärung 
schliefse  die  Eigenschaft  nicht  ohne  weiteres  in  sich. 

Thibaut's  Versuch  habe  nicht  die  ihm  gebührende  An- 
erkennung gefunden. 

Kunze  gebe  den  Beweis  in  seinem  Lehrbuche  —  offenbar 
unabhängig  von  Thibaut  — ,  indem  er  sich  einfach  auf  die 
unmittelbare  Anschauung  berufe. 

Gründlicher,  aber  um  nichts  exakter  sei  Ger  mar 's  Ver- 
such in  Grunert's  Archiv,  von  dem  Günther  eine  gedrängte 
Inhaltsübersicht  giebt. 

Li  neuerer  Zeit  habe  nur  der  Leitfaden  von  Fischer- 
Schröder  den  Thibaut'schen  Beweis.  Er  stütze  sich  auf 
folgende  beiden  Axiome. 

„I.  Ein  Strahl,  der  eine  gegebene  Richtung  verläfst,  kann 
auf  eine  Ebene,  ohne  rückläufig  zu  werden,  durch  keine  ein- 
fachere und  kürzere  Bewegung  in  seine  ursprüngliche  Lage 
zurückkommen,  als  durch  eine  volle  Umdrehung  um  seinen 
Anfangspunkt  als  festen  Scheitel. 

n.  Ein  Strahl  kann  durch  keine  einfachere  und  kürzere 
Bewegung   aus    einer   gegebenen  Richtung   in   die   entgegen- 
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gesetzte  gelangen  als  dadurch,  dafs  er  um  seinen  Anfangs- 
punkt einen  gestreckten  Winkel  beschreibt.*'*) 

Infolge  dieser  Doppelannahme  zerfalle  der  Beweis  in  zwei 
Teile,  deren  erster  mit  demjenigen  Thibaut's  übereinstimme, 
während  der  zweite  neu  sei  und  deshalb  spezielle  Beachtung 
verdiene. 

Der  Verfasser  geht  dann  auf  die  fundamentale  Identität 
der  Grundgedanken  von  Thibaut  und  Grafsmann  ein. 

Es  folgt  sodann  der  kritische  Teil,  der  auf  folgende  drei 
Fragen  Beantwortung  sucht: 

„1)  Involvieren  sämtliche  Beweisversuche,  die  wir  be- 
sprochen, ein  und  dieselbe  unbewiesene  stillschweigend  an- 
genommene Voraussetzung,  und  durften  sie  diese  Annalune 
mit  Recht  machen? 

2)  Wie  läfst  sich  diese  Schwäche,  wenn  sie  sich  als  solche 
erweisen  sollte,  beseitigen,  so  dafs  den  Anforderungen  mathe- 
matischer Strenge  wie  auch  pädagogischer  Erfahrung  möglichst 
entsprochen  werde? 

3)  Kann  endlich  die  Behauptung,  das  jedenfalls  notwendig 
werdende  Axiom  sei  „eine  Folgerung  aus  dem  Fundamental- 
prinzip unserer  Raumanschauung'',  Anspruch  auf  Berechtigung 
erheben  y^ 

Ad  1)  Die  Mechanik  behandle  die  Vertausch ung  von 
Translation  und  Rotation  nicht  als  Axiom,  sondern  als  — 
allerdings  leicht  zu  beweisendes  —  Theorem.  Der  Beweis 
gehe  auf  die  Gleichheit  der  Gegenseiten  im  Parallelogramm 
zurück. 

Ad  2)  Ein  Axiom  ist  notig  nach  allgemeiner  Überein- 
stimmung. Im  Interesse  des  Unterrichts  liege  es,  sich  zu 
einigen.     Verfasser  schlägt  folgendes  vor: 

„Eine  aus  ihrer  ursprünglichen  Richtung  herausgerückte 
und  dann  in  ein  und  derselben  Ebene  willkürlich  bewegte 
Gerade  hat,  sobald  sie  in  ihre  Anfangslage  zurückgelangt  ist, 
jedenfalls  eine  Drehung  von  m  vollen  Winkeln  (=360®)  zurück- 
gelegt, unter  m  eine  willkürliche  ganze  Zahl  verstanden.'^ 

Zweierlei  sei  klargestellt,  dafs  der  Beweis  von  Thibaut's 


0  Man  vergl.  S.  214. 
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Prinzip  auf  die  Parallelensätze  zurückgehe,  dafs  aber  andrer- 
seits dieser  oder  ein  ähnlicher  Grundsatz  aufserordentliche 
Vorzüge  für  die  Didaktik  der  Elementargeometrie  besitze. 

Die  Beantwortung  der  Frage  3)  hänge  aufs  engste  mit 
dem  Begriffe  des  Axioms  zusammen.  Verfasser  geht  an  der 
Hand  von  Erdmann's  bekanntem  Werke  näher  auf  die  Frage 
ein  und  kommt  dazu,  Frage  3)  zu  verneinen. 

Zum  Schlufs  spricht  Günther  die  Hoffnung  aus,  ,,dafs  die 
Geometrie  des  Raumes  für  das  alte  Kreuz  der  Geometer  noch 
ein  anderes  Hülfsmittel  finden  werde,  als  jenes  der  blofsen 
Resignation  im  Gauss' sehen  Sinne.^' 

Günther  giebt  am  Schlüsse  seiner  Abhandlung  noch  eine 
Zusammenstellung  der  Literatur,  die  wir  hier  ebenfalls  mit- 
teilen wollen,  wenn  auch  viele  der  Werke  schon  an  anderen 
Stellen  von  uns  mitgeteilt,  zum  teil  auch  ausführlich  benutzt 
worden  sind. 

1)  Legendre,  R^flexions  sur  diff^rentes  maniferes  de 
d^montrer  la  th^orie  des  paralleles,  M^moir  de  Tacad.  royale 
des  Sciences.    Tom.  XH.  S.  370  ff. 

2)  Mansion,  Sur  le  premier  livre  de  la  geometrie  de 
Legendre  ä  propos  de  quelques  traites  recents^  Revue  de  Tin- 
struction  publique  1870.     S.  317  ff. 

3)  Pietzker,  Hoffm.  Zeitschr.  VH.,  S.  470. 

4)  Günther-Sparagna,  Sulla  possibilitä  di  demostrare 
l'assioma  delle  parallele  mediante  considerazioni  geometriche, 
Battaglini's  Giornale  di  matematica.     Vol.  XL  S.  11. 

5)  Gauss,  Göttinger  Gelehrte  Anzeigen  1822.   S.  1727. 

6)  Thibaut,  Grundrifs  etc.     Göttingen  1818. 

7)  Hankel,  Die  Entwicklung  der  Mathematik  etc.  Tübingen 
1869. 

8)  Günther,  Ziele  und  Resultate  der  neueren  math.-hist. 
Forschung.  —  Erlangen  1876. 

9)  Becker,  Die  Elemente  der  Geometrie  auf  neuer  Grund- 
lage.   Berlin  1877. 

10)  Kunze,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Jena  1841. 

11)  Germar,  Die  Wichtigkeit  etc.  in  Grunert's  Archiv. 
Bd.  XV.  p.  361  ff. 
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12)  Fischer's   Lehrlk   der  Planimetrie   von    Schröder 
Nürnberg  1870. 

13)  HelmholtZy   Über   die  Thatsachen  etc.     Gott    geL 
Anz.  1868. 

14)  Schlegel^  System  der  Raumlehre.    Leipzig  1872. 

15)  V.  Wolf,  Anfangsgründe  etc.    Halle  1710. 

16)  Kästner,  Anfangsgründe  etc.    Göttingen  1792. 

17)  Grunert,   Lehrbuch  der  Eb.  Geometr.  —  Branden- 
burg 1869. 

18)  Eilling,  Über  einige  Bedenken  etc.  Hoffin.  Zeit. 
Bd.  VIIL  p.  220. 

19)  Erdmann,  Die  Axiome  der  Geometrie.  —  Leipzig 
1877. 

20)  Helmholtz,  Pop.  wiss.  Vortr.  —  in.  Heft  —  Braun- 
schweig 1876. 

21)  Günther,  Kritik  der  Baumtheorieen  von  Helmholtz 
und  Schmitz-Dumont.  ~  Zeitschrift;  f.  d.  Realschulwesen.  1.  Jahrg. 
p.  410  «. 

22)  Hoüel,  Note  sur  Timpossibilite  de  demontrer  par  une 
construction  plane  le  principe  de  la  th^orie  des  parallMes  dit 
postulatum  d'Euclide.  —  Bordeaux  1869. 

23)  Baltzer,  Über  die  Hypothesen  der  Parallelentheorie. 
Crelle's  Journal,  Bd.  83.  p.  372  flf. 

24)  Genocchi,  Lettre  ä  Mr.  Quetelet  sur  diverses 
questions  math^matiques.  —  Bull,  de  l'acad.  Belg.  XXXI, 
S.  181  S. 

25)  De  Tilly,  Reponse  sur  cette  lettre.    Ibid. 

26)  Hoff  mann,  Die  Prinzipien  des  I.  Buchs  etc.  —  H.  Z. 
III,  p.  121.  

Polster,  Geometrie  der  Ebene. ^)  —  Würzburg  1878. 

In  einer  Vorstufe  schickt  Verfasser  eine  Reihe  von  Sätzen 
über  die  Gerade  voraus,  deren  Definition  er  nach  Euklid  ge- 
geben hat. 

Solche  Sätze  sind  z.  B.:  „Eine  Gerade  ist  an  jedem  Punkte 

^)  Man  vergleiche  desselben  Verfassers  „Versuch  einer  Parallelen- 
theorie** in  Blätter  für  das  Bair.  Gymn.-  nnd  Bealschnlwesen.  —  Jahr- 
gang 1877. 


—     253     — 

gerade/'    ,^Eine  Gerade  kann  nicht  in  sich  zurücklaufen.^'    Es 
folgt  dann  die  Definition: 

^,Eine  unbegrenzte  Gerade  von  bestimmter  Art  ihrer[^Lage 
und  nach  bestimmter  Beihenordnung  der  in  ihr  liegenden 
Punkte  heilst  Richtung/'  an  die  sich  wieder  Sätze  anschliefsen^ 
wie  die  folgenden: 

y^Älle  Punkte  einer  Geraden  liegen  in  derselben  Richtung/' 
„Jede  Richtung  hat  von  Punkt  zu  Punkt  dieselbe  Form/* 
„Eine  Strecke  wird  durch  Verschiebung  verlängert" 
„Alle  Richtungen  sind  unter  sich  kongruent/' 
Es  folgt  dann  ein  Abschnitt  über  die  gegenseitigen  Lagen 
gerader  Linien  in  einer  Ebene.     Definition  3  lautet: 

„Zwei  Gerade^  deren  Richtungen  in  derselben  Ebene  liegen, 
ohne  einander  zu  schneiden,  heifsen  parallele  Geraden  oder 
Zeilen/' 

Das  dritte  Kapitel  dieses  Abschnittes  „Theorie  der  Kon- 
vergenz und  des  Parallelismus''  bringt  u.  a.  10  Kriterien  der 
Konvergenz  (alle  im  wesentlichen  identisch  mit  dem  elften 
Axiom)  und  vier  Kriterien  des  Parallelismus,  woran  sich  die 
Sätze  über  die  Winkel  an  der  Transversalen  anschliefsen. 

Zwei  Anhänge  betrachten  dieselben  Sätze  wie  Kapitel  3) 
im  wesentlichen  von  demselben  Gesichtspunkte  aus. 


Most,  Neue  Darlegung  der  absoluten  Geometrie  etc. 
Coblenz  1883. 

Von  Gauss  ausgehend  schildert  Verfasser  das  Verhältnis 
der  absoluten  Geometrie  zu  den  Einzelgeometrieen.  Hauptsatz 
der  absoluten  €reometrie  sei:  „Die  Inhalte  der  Dreiecke  ver- 
halten sich  wie  die  Abweichungen  ihrer  Winkelsummen  von 
zwei  Rechten." 

Dafs  der  ebene  Raum  anendlich  gedacht  werden  müsse, 
darüber  entscheide  nur  eine  für  die  ebene  Raumform  charak- 
teristische Voraussetzung,  sei  es,  dafs  die  Linien  konstanten 
Abstandes  gerade  seien,  sei  es,  daTs  es  wirklich  in  aller  Strenge 
ähnliche  Figuren  gebe. 

Es  folgen  Betrachtungen  über  den  absoluten  Raum  und 
werden  eine  Reihe  von  Sätzen  entwickelt. 

Dann  heilst  es:   „Eine  Linie,  welche  von  einer  Geraden 
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überall  denselben  Abstand  hat,  wird  Parallele  der  Geraden 
genannt;  es  ist  selbstverständlich  damit  nicht  gesagt,  dafs 
diese  Linie  eine  Gerade  sein  soll.^ 

Die  Abhandlung  schliefst  mit  dem  interessanten  Nach- 
weis, dafs  die  yerschiedenen  Geometrieen  —  pseadosphärische, 
Euklidische^  sphärische  —  im  Unendlichkleinen  überein- 
stimmen.   

A.  Schmitz,  Aus  dem  Gebiete  der  nichteukUdischen 
Geometrie.  —  Nenbnrg  a.  D.  1884. 

§  1.    Das  elfte  euklidische  Axiom. 

Bertrand's  Beweis  wird  unter  Zurückweisung  von 
Lüroth's  (Schi.  Z.  Bd.  21)  Einwürfen  als  unrichtig  bezeichnet, 
weil  sowohl  Winkelfelder  als  Parallelstreifen  etwas  Unend- 
liches seien. 

Legendre's  Beweis  sei  ein  circulus  (petitio  principii.) 

Thibaut's  Beweis  setze  ein  anderes,  allerdings  auch 
unsicheres  Axiom  an  die  Stelle  des  elften. 

§  2.     Die  Geometrie  von  Lobatschewsky-Bolyai. 

1)  Betrachtungen  über  die  unendlich  fernen  Punkte. 
Parallele  Gerade  können  als  solche  betrachtet  werden,  die 

sich  in  einem  unendlich  fernen  Punkte  unter  einem  unendlich 
kleinen  Winkel  schneiden* 

2)  Erklärung  von  „Parallel winkel  zur  Distanz  OA^  (Ab- 
stand).   Sätze  über  die  Parallelen. 

3)  Über  die  Winkelsumme  im  Dreieck. 

4)  Über  die  Beziehungen  zwischen  der  Winkelsumme  des 
Dreiecks  und  der  Dreiecksfläche.  ^ 

5)  Über  den  Abstand  von  parallelen  und  nicht  paraUelen 
Geraden. 

6)  Krumme  Linien  (Schnittpunkte;  Grenzlinie;  Linie 
gleichen  Abstandes). 

§  3.     Die  Unbeweisbarkeit  des  elften  Axioms. 

Die  absolute  Geometrie  liefere  den  Beweis,  dafs  das  elfte 
Axiom  keine  Folge  der  übrigen  sei,  sondern  dafs  der  Inhalt 
desselben  nur  durch  Erfahrung  gewonnen  werde. 

§  4.  Die  Bedeutung  der  hervorragendsten  an  die  Geo- 
metrie von  Lobatschewsky  sich  anschliefsenden  Arbeiten. 
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Literatur:  Battaglini,  giornale  di   matematiche   Bd.  V. 
(1867.) 

Beltrami  (von  Hoüel  übersetzt)  in  annales  scientifi- 
ques  etc.  —  Bd.  VI.  (1868.) 

Eleiü^  Math.  Annalen  Bd.  4,  6,  7. 

BeeZ;  Math.  AnDalen  Bd.  7. 

Schlömilch's  Z.  Bd.  20,  21,  24 

§  5.     Riemann's  und  Helmholtz^  Grundsätze. 

Unser  Raum  der  einzig  mögliche  und  denkbare. 

Die  Dreidimensionalität  und  die  Unendlichkeit  besitze  ab- 
solute Gewifsheit.  Ebenso  besitze  das  elfte  Axiom  absolute 
Gültigkeit,  es  spreche  eine  wesentliche  Eigenschaft  des 
Raumbegriffes  aus.  Es  sei  unbeweisbar  —  unabhängig  von 
den  übrigen  Axiomen  —  aber  es  konstituiere  gemeinsam  mit 
den  übrigen  den  ßaumbegriff. 

§  6.  Philosophische  Konsequenzen  für  die  Definition  des 
Raumbegriffs. 

Dieser  Abschnitt  schliefst  mit  folgenden  Definitionen: 

„1)  Raum  ist  ein  Begriff,  durch  welchen  die  Möglichkeit 
der  Koexistenz  der  Körper  ausgedrückt  wird. 

2)  Es  existieren  feste  Körper,  deren  räumliche  Verhält- 
nisse durch  drei  Hauptrichtungen  bestimmt  sind;  diese  sind 
vollkommen  frei  nach  den  drei  Richtungen  hin  beweglich,  die 
Beweglichkeit  kann  jede  beliebige  Geschwindigkeit  und  Dauer 
haben. 

3)  Zwischen  zwei  Punkten  giebt  es  nur  einen  kürzesten 
Weg  —  die  Gerade. 

4)  Das  elfte  Euklidische  oder  ein  demselben  äquivalentes 
Axiom."  

H.  Vogt,  Der  Grenzbegriff  in  der  Elementar-Mathematik. 
-  Breslau  1885. 

Sage  man  von  Parallelen,  sie  haben  eiqen  Punkt  im  Un- 
endlichen gemein,  so  trete  ein  Widerspruch  zwischen  Attribut 
und  Prädikat  hervor;  das  Sichnichtschneiden  werde  als  ein 
besonderer  Fall  des  Sichschneidens  gefafst,  nämlich  als  ein 
Schneiden  in  unendlicher  Entfernung;  es  werde  die  im  Gattungs- 
begriffe liegende  Negation  zum  Artmerkmal  gemacht. 
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Die  richtige  Erkenntnis  werde  gewonnen  durch  richtige 
Auffassung  der  Grenzbegriffe  und  durch  die  Methode  des  Ein- 
schliefsens  in  Grenzen. 


Wernicke,  Die  Grundlage  der  Eaklidischen  Geometrie 
des  Mafses.  —  Braunschweig  1887. 

Ich  mufs  mich  begnügen  auf  diese  Arbeit  hinzuweisen, 
da  ein  Zitieren  aus  ihr  nicht  gut  angängig  ist.  Für  unsere 
Frage  kommen  in  Betracht  §  111  u.  f.  §  118  bringt  die 
appeliative  Definition: 

^^Geraden  der  Ebene,  welche  sich  nicht  schneiden,  heiXsen 
Parallelen.'' 

Von  Bedeutung  sind  femer  §  131  u.  f.,  besonders  §  136. 


Beez,  Über  Euklidische  und  Nicht-Euklidische  Geometrie. 
—  Plauen  1888. 

Nach  einer  wertvollen,  historischen  Einleitung  behandelt 
§  1  die  Definitionen  Euklids,  §  2  die  Forderungen  und  Axiome 
Euklids.  Dieser  Paragraph  ist  es,  der  unser  besonderes  Inter- 
esse in  Anspruch  nimmt. 

Schon  die  alten  Philosophen  gingen  in  ihren  Ansichten 
über  Axiome  und  Forderungen  weit  auseinander. 

Verfasser  bezeichnet  mit  Liebmann  die  Axiome  als  Denk- 
notwendigkeiten, die  Forderungen  als  Anschauungsnotwendig- 
keiten. Zwei  Fundamentalsätze,  über  deren  Einordnung  die 
verschiedenen  Ausgaben  Euklid's  schwanken,  will  er  näher 
betrachten: 

1)  das  sogen,  elfte  Axiom, 

2)  den  Satz:  Zwei  Geraden  schlieüsen  keinen  Raum  ein. 
Beez  beginnt  mit  Satz  2,  den  Proklus  unter  die  Axiome 

gerechnet  habe.  Dafür  gelte  es  noch  heute;  Zweifel  sei  aber 
nicht  ausgeschlossen,  da  es  sich  um  Unendliches  handle,  das 
der  Anschauung  verschlossen  sei.  Eine  logische  Notwendig- 
keit sei  der  Satz  nicht,  eine  Anschauungsnotwendigkeit  nur 
innerhalb  des  eng  begrenzten  Gebietes  unsrer  Anschauung. 
(Analogie  mit  den  gröfsten  Kreisen  auf  der  Eugelfläche.)  — 
Es  wird  dann  auf  den  Zusammenhang  mit  dem  ersten  Satze 
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eingegangen,  dessen  merkwürdige  Stelle  im  System  betont 
wird.  Auch  er  sei  keine  Denknotwendigkeit^  aber  auch,  dafs 
er  eine  Forderung  sei,  werde  von  Proklos  bis  auf  Gauss 
bestritten.  An  seine  Stelle  liefse  sich  setzen  ,,Durch  einen 
Punkt  aufserhalb  eiger  Geraden  kann  nur  eine  Parallele  ge- 
zogen werden^'  oder  ^^die  Winkelsumme  im  Dreieck  beträgt 
2B/^  Man  habe  andere  Definitionen  der  Parallelen  aufgestellt, 
aber  immer  wieder  sei  man  auf  einen  Satz  gestofsen,  der  nicht 
bewiesen  werden  konnte,  obwohl  Jeder  ihn  für  richtig  halten 
mufste.  Verfasser  verweist  auf  den  Artikel  „Parallel*^  von 
Sohnke  in  der  Encyklopädie  von  Ersch  und  Gruber,  in 
der  von  Proklus  bis  auf  Graf  (1837)  92  verschiedene  Schrift- 
steller aufgeführt  würden.  Sohnke  mache  drei  Eategorieen: 
1)  Neue  Definition;  2)  Neues  Axiom;  3)  Besondere  Auffassung 
der  Geraden  und  des  Winkels. 

Zum  Schlufs  dieses  Paragraphen  spricht  sich  Beez  noch 
gegen  die  Definition  der  Parallelen  als  Geraden  von  gleicher 
Bichtung  aus. 

Im  §  3  behandelt  Beez  „die  Nicht-Euklidische  Geo- 
metrie/' Hier  sind  die  ersten  Ausführungen  noch  für  uns  von 
Interesse. 

Von  Gauss  datiere  eine  neue  Auffassung  der  Sache,  dafs 
nämlich  die  Versuche,  das  elfte  Axiom  zu  beweisen,  deshalb 
ohne  Erfolg  bleiben  müfsten,  weil  durch  dasselbe  den  übrigen 
Axiomen  eine  Voraussetzung  beigefügt  werde,  die  nicht  not- 
wendig mit  ihnen  verbunden  zu  sein  brauche. 

Verfasser  geht  näher  auf  die  absolute  Geometrie  ein  (zwei 
Parallelen  durch  einen  Punkt  möglich),  kommt  auf  die  Flächen- 
untersuchungen und  das  Krümmungsmafs  zu  sprechen  und 
würdigt  ausführlicher  Beltrami's  Arbeiten.  Er  schliefst  diese 
Erörterungen  mit  den  Worten: 

„Durch  das  Vorhergehende  ist  die  Möglichkeit  einer  Geo- 
metrie, in  welcher  das  Euklidische  Axiom  keine  Geltung  hat, 
dargethan  und  damit  erwiesen  worden,  dafs  dasselbe  nicht  als 
eine  Folge  der  übrigen  Euklidischen  Axiome  d.  h.  als  ein 
Theorem  anzusehen  ist,  wie  Gauss  zuerst  erkannt  hat.  Wir 
können  den  betreffenden  Satz  aber  auch  nicht  für  eine  For- 
derung  d.  h.  eine  Anschauuugsnotwendigkeit   halten,   ebenso 

Schotten,  der  planimetr.  Unterricht.    IL  17 
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wenig  für  ein  Axiom  d.  b.  eine  Denknotwendigkeit;  er  ist 
vielmehr,  ganz  so  wie  der  andere  Satz  ;,zwei  Gerade  schliefsen 
keinen  Raum  ein^  eine  Voraussetzung,  zu  welcher  uns  die 
spezifische  Beschaffenheit  des  empirischen  Raumes  nötigt.^ 


a 


Prof.  Dr.  Lindemann,  Über  die  Hypothesen  der  Geo- 
metrie. Separat- Abdr.  a.  d.  Schriften  d.  Physik.-okou.  Gesellsch. 
zu  Königsberg  in  Pr.  Bd.  XXXII.  1891.  Sitzungsber.   p.  20. 

Nach  unseren  Anschauungen  schneiden  sich  in  der  Ebene 
gerade  Linien  in  einem  Punkte  oder  sie  sind  parallel.  Hat 
aber  die  Fläche,  auf  der  wir  zeichnen,  eine  Krümmung  wie 
die  Erdoberfläche,  so  schneiden  sich  Linien,  die  den  Geraden 
entsprechen,  z.  B.  Meridiane  in  zwei  Punkten  (z.  B.  den  Polen) 
und  es  giebt  keine  Parallelen.  Dadurch  tritt  neben  der  ge- 
wöhnlichen oder  euklidischen  Planimetrie  die  Zeichnung  auf 
der  sphärischen  Fläche  mit  ganz  anderen,  aber  ebenso  wider- 
spruchsfreien Resultaten  auf.  Eine  dritte  neue  Auffassung 
erhalten  wir,  wenn  wir  auf  einer  sattelförmigen  Fläche  zeichnen. 
Der  Vortragende  erläuterte  solche  Betrachtungen  an  Modellen 
und  knüpfte  daran  die  folgenden  Erörterungen. 

Das  sogenannte  Parallelenaziom  (eigentlich  das  fünfte 
Postulat  in  Euklids  Elementen)  hat  schon  seit  dem  Alter- 
tum die  Mathematiker  und  Philosophen  vielfach  beschäftigt 
Die  aufgeworfene  Frage  ist  die,  ob  dieses  Postulat  eine  logische 
Folge  der  übrigen  von  Euklid  aufgestellten  Definitionen, 
Postulate  und  Axiome  sei,  oder  nicht,  d.  h.  ob  der  Inhalt 
dieses  Postulates  nicht  vielmehr  unter  die  Lehrsätze,  als  unter 
die  Postulate  (bezw.  Axiome)  gehöre.  Die  Versuche,  einen 
Beweis  für  das  Postulat  zu  erbringen,  sind  fast  ebenso  zahl- 
reich gewesen,  wie  diejenigen,  welche  zur  geometrischen  Losung 
der  Quadratur  des  Kreises  gemacht  wurden,  und  ebenso  ver- 
geblich.  Erst  durch  die  Arbeiten  von  Gauss,  Bolyai, 
Lobatschewsky  (ca,  1835),  Riemann  (1854),  v.  Helm- 
hol tz  (1870)  ist  man  in  unserem  Jahrhundert  sich  darüber 
vollkommen  klar  geworden.  Da  alle  versuchten  Beweise  mifs- 
glückt  waren,  lag  es  nahe,  einen  indirekten  Weg  einzuschlagen: 
War  das  fragliche  Postulat  ein  Lehrsatz,  so  stand  zu  erwarten, 
dafs  man  zu  inneren  Widersprüchen  geführt  werde,  falls  man 
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dasselbe  dnrch  eiu   anderes  Postulat  ersetzte  und  auf  Grund 
eines  solchen  mathematische  Schlüsse  zu  machen  suchte. 

.  Eine  unmittelbare  Folge  des  fünften  Postulates  von  Euklid 
ist  der  Satz,  dafs  man  in  der  Ebene  durch  einen  gegebenen 
Punkt  zu  einer  gegebenen  Geraden  nur  eine  Parallele  ziehen 
könne.  Gauss^  Bolyai  und  Lobatschewsky  nahmen  im 
Gegensatze  dazu  an,  dafs  zwei  solche  Parallelen  möglich  seien, 
und  zeigten,  dafs  die  dann  zu  ziehenden  Folgerungen  zwar 
mit  unserer  Anschauung,  aber  nicht  unter  sich  in  Widerspruch 
stehen.  Die  so  aufzubauende,  in  sich  konsequente  Geometrie, 
welcher  in  der  Wirklichkeit  die  uns  bekannten  Figuren  nicht 
entsprechen,  ist  unter  dem  Namen  der  absoluten  oder  nicht- 
euklidischen Geometrie  besonders  durch  die  populären  Vor- 
träge von  V.  Helmholtz  allgemein  bekannt  geworden.  Bei 
dem  nicht  mathematischen  Publikum  ist  sie  gleichzeitig  nur 
allzu  oft  verkannt  worden;  insbesondere  haben  zahlreiche  und 
angesehene  Philosophen  ihretwegen  den  Mathematikern  den 
Vorwurf  eines  unklaren  Mystizismus  gemacht,  aber  nur  des- 
halb, weil  sie  nicht  die  notigen  Vorkenntnisse  besafsen,  um 
Zweck  und  Sinn  der  nichteuklidischen  Geometrie  zu  ver- 
stehen. Ob  der  Inhalt  eines  Satzes  beweisbar  oder  nicht  be- 
weisbar ist,  mufs  für  die  Mathematik  als  eine  Frage  funda- 
mentalster Wichtigkeit  erscheinen.  Wenn  wir  zur  Entscheidung 
dieser  Frage  etwas  Unmögliches  voraussetzen  (nämlich  durch 
die  erwähnte  Abänderung  des  Parallelenaxioms),  so  thun  wir 
nichts  anderes,  als  in  der  Mathematik  bei  jedem  indirekten 
Beweise  geschieht;  und  nur  ofifenbarer  Unverstand  kann  ein 
solches  Vorgehen  bei  dieser  einen  Frage  verwerfen,  während 
es  bei  so  vielen  anderen  in  Gebrauch  ist.  Das  Wesen  der 
indirekten  Beweise  beruht  darauf,  dafs  aus  einer  gemachten 
Annahme  mathematische  Schlüsse  gezogen  werden,  deren  In- 
halt mit  bereits  sonst  bewiesenen  mathematischen  Sätzen  im 
Widerspruche  steht,  so  dafs  dadurch  die  Unzulässigkeit  der 
gemachten  Voraussetzung  erhellt.  Man  hätte  also  erwarten 
müssen,  dafs  auch  die  nicht  euklidische  Geometrie  zu  einem 
mit  den  sonstigen  Voraussetzungen  der  Geometrie  nicht  ver- 
träglichen Resultate  führe.    Dem  ist  aber  nicht  so;  allerdings 

konnte   man  denken,  dafs  bei  hinreichend  weit  fortgesetzter 

17* 
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Ausfuhrung  dieser  Geometrie  sich  ein  solcher  Widerspruch 
ergeben  müsse,  dafs  diese  Ausarbeitung  bis  heute  nur  noch 
nicht  weit  genug  geführt  sei;  denn  der  aus  einer  unmöglichen 
Voraussetzung  zu  folgernde  Widerspruch  braucht  nicht  so- 
gleich auf  der  Hand  zu  liegen,  wird  vielmehr  oft  erst  durch 
sehr  weitläufige  Schlüsse  erkennbar.  Derselbe  darf  aber  auf 
keinen  Fall  aus  der  Anschauung  entnommen  werden;  denn  die 
wissenschaftliche  Geometrie  hat  eben  die  Aufgabe,  aus  wenigen 
unbewiesenen  (meist  der  Anschauung  entnommenen)  Sätzen 
durch  logische  Verknüpfung  dieser  Sätze  neue  Resultate  ab- 
zuleiten, ohne  von  neuem  sich  auf  die  Anschauung  zu  be- 
rufen. 

Thatsächlich  liegt  die  Frage  nach  neueren  Untersuchungen 
aber  so,  dafs  man  in  der  nichteuklidischen  Geometrie  nie 
zu  einem  solchen  Widerspruche  gelangen  kann.  Es  ist  das 
grofse  Verdienst  Felix  Klein's,  hierauf  hingewiesen  zu 
haben;  nach  ihm  nämlich  läfst  sich  jedem  Satze  der  nicht- 
euklidischen Geometrie  ein  anderer  (aus  dem  Parallelen- 
axiom ableitbarer)  Satz  unserer  gewöhnlichen  Euklidischen 
Geometrie  derartig  an  die  Seite  stellen,  dafs  der  letztere  not- 
wendig falsch  sein  müfste,  wenn  ersterer  einen  Widerspruch 
enthielte.  Sollte  daher  die  nichteuklidische  Geometrie  nicht 
in  sich  widerspruchsfrei  sein,  so  müfste  auch  unsere  gewöhn- 
liche Geometrie  falsch  sein;  es  würde  dann  alle  geometrische 
Forschung  unmöglich.  Hiermit  ist  endgültig. bewiesen 
dafs  es  unmöglich  ist,  das  sogenannte  Parallelen- 
axiom zu  beweisen;  und  dieses  mit  Hülfe  der  viel  cre- 
schmähten  nichteuklidischen  Geometrie  gewonnene  Resultat 
giebt  uns  erst  definitiv  die  unentbehrliche  feste  Grundlage  aller 
geometrischen  Untersuchung.  Leider  scheint  es  noch  immer 
nicht  hinreichend  bekannt  zu  sein,  denn  es  giebt  noch  immer 
elementare  Lehrbücher,  in  denen  falsche  Beweise  des  Parallelen- 
axioms reproduziert  werden. 

Auch  auf  Grund  der  Untersuchungen  von  Riemann  und 
Beltrarai  über  das  sogenannte  Krümmungsmafs  des  Raumes 
kann  man  ähnliche  Folgerungen  ziehen;  dieselben  sind  aber 
insofern  nicht  einwurfsfrei,  als  es  bei  ihnen  an  einer  rein 
geometrischen    Definition    der    dabei    benutzten    Koordinaten 


fehlt;  gleiches  gilt  iD  Bezug  auf  die  Helmholtz'schen  £nt- 
wickelangen. 

Es  ist  ferner  von  Klein  darauf  hingewiesen  worden,  dsls 
man  unter  Anlehnung  ao  gewisse  Betrachtungen  t.  Staudt's 
znr  direkten  BegrDnclüng  der  aoalytischen  Geometrie  gelangen 
kann,  ohne  dabei  irgend  welche  metrischen  Sätze  zu  benutzen. 
Vom  Yortrageuden  ist  dieser  Gedanke  neuerdings  eingehend 
durchgeführt,  und  mag  deshalb  auf  die  kürzlich  von  ihm 
herausgegebenen  „Vorlesungen  Ober  Geometrie,  zweiter  Band, 
erster  Teil"  verwiesen  werden.  Die  Elein'sche  Methode  führt 
direkt  zur  Begründung  aller  „rein  projektivischen"  Sätze,  von 
denen  auch  sonst  bekannt  war,  dals  sie  in  der  nicht  eukli* 
dischen  Geometrie  unveränderte  Gültigkeit  haben.  Erst  in 
der  metrischen  Geometrie,  das  heifst  bei  Einfahrung  der  für 
jene  Gesetze  notwendigen  Begriffe  der  Entfernung  und  des 
Winkels  beginnt  der  Unterschied  beider  Arten  von  Raumlehre. 
Wenn  man  daran  festhält,  dafs  bei  einer  „Bewegung" 
jeder  Punkt  wieder  in  einen  Paukt,  jede  gerade  Lioie  wieder 
in  eine  gerade  Linie  übergehen  soll  (womit  auch  ausgesagt 
ist,  dafs  die  unendlich  fernen  Elemente  auch  unendlich  fem 
bleiben  sollen),  so  bleiben  (vergl.  die  Ansführungeu  a.  a.  0.) 
drei  Möglichkeiten  übrig,  die  miteinander  gleich  berechtigt 
sind,  und  zwischen  denen  nur  eine  neue  Erfahrungsthatsache 
entscheiden  kann,  nämlich:  1.  die  gewöhnliche  Euklidische 
Geometrie,  2.  die  schon  von  Gauss  studierte  nicht  eukli- 
dische Geometrie  und  3.  eine  zweite  Abart  der  letzteren, 
deren  Möglichkeit  von  Riemann  zuerst  bemerkt  wurde,  und 
bei  welcher  die  Existenz  einander  paralleler  Linien  überhaupt 
geleugnet  wird. 

Besonders  hervorzuheben  ist,  dafs  man  bei  letzterer  Geo- 
metrie den  Satz,  dafs  zwei  Funkte  eine  Gerade  immt'i  lest 
bestimmen,  nicht  notwendig  fallen  zu  lassen  braucht,  wie 
von  Helmholtz,  Benno  Erdmann  und  vielen  andeit-ü  in- 
tümlicher  Weise  behauptet  ist;  es  sind  vielmehr  zwei  weitere 
Uuterialle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  man  diesen  Satz,  bei- 
behalten will  oder  nicht. 

So  sind  wir  jetzt  nach  Jahrtausenden  fortgesetzter  Arluit 
endlich  zu  der  sicheren  Erkenntnis   gekommen,  dafs  ait  den 
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Grundlagen  der  Geometrie ^  wie  sie  Euklid  festgelegt  hat, 
nicht  zu  rütteln  ist^  dafs  er  mit  bewundernswertem  Scharfsinn 
richtig  handelte,  indem  er  den  Inhalt  des  fünften  Postulates 
eben  als  Postulat  und  nicht  (wie  unzählige  seiner  Nachfolger) 
als  Lehrsatz  gab. 

Ergänzend  mag  hier  bemerkt  werden^  dafs  die  Parallelen- 
theorie in  den  beiden  elementaren  Lehrbüchern  von  Mehler 
(6.  Auflage  1889)  und  Baltzer  (5.  Auflage,  Leipzig  1878), 
welche  in  unserer  Provinz  vorwiegend  in  Gebrauch  zu  sein 
scheinen,  der  Hauptsache  nach  richtig  behandelt  ist.  Bei 
Mehler  geschieht  dies  allerdings  in  so  knapper  Form,  dafs 
die  richtige  Erfassung  des  Sachverhaltes  besondere  Aufmerk- 
samkeit erfordert;  wenigstens  habe  ich  bei  den  Prüfungen  der 
Lehramtskandidaten  die  Erfahrung  gemacht,  dafs  die  betreffende 
Stelle  bei  Mehle r  nur  selten  richtig  verstanden  wird.  In  §  9 
nämlich  (Seite  6)  wird  durch  das  bekannte  Umlegungs -Ver- 
fahren der  Satz  bewiesen,  dafs  die  beiden  von  einer 
dritten  geschnittenen  Linien  parallel  sind,  wenn  zwei 
Gegenwinkel  gleich  sind,  wodurch  (gemäfs  der  in  §  8  ge- 
gebenen Definition  paralleler  Linien),  nur  ausgesagt  isl^  dafs 
sich  die  beiden  Linien,  beliebig  weit  verlängert,  nicht  schneiden. 
Es  wird  meist  übersehen,  dafs  dieser  Satz  nicht  umkehrbar 
ist;  erst  durch  den  bei  Mehl  er  im  §  10  aufgestellten  Grund- 
satz, nach  welchem  man  durch  einen  Punkt  zu  einer  gegebenen 
Geraden  nur  eine  (nicht  unendlich  viele,  wie  nach  §  9  noch 
denkbar  wäre)  Parallele  ziehen  kann,  wird  die  Umkehrbarkeit 
des  Satzes  erreicht.  Der  im  §  9  gegebene  Beweis  involviert  gleich- 
wohl noch  eine  nicht  ausdrücklich  hervorgehobene  Voraussetzung, 
nämlich  (wie  ich  a.  a,  0.  p.  550  näher  erörtert  habe)  diejenige, 
dafs  die  Ebene  durch  eine  beliebige  gerade  Linie  in  zwei  völlig 
getrennte  Teile  zerlegt  werde.  Nur  durch  das  stillschweigende 
Hinzufügen  dieser  Annahme  gelingt  es  bei  Mehler,  die  oben 
erwähnte  dritte  Möglichkeit  (die  elliptische  Geometrie)  aus- 
zuschliefsen,  während  die  zweite  Möglichkeit  (die  hyperbolische 
Geometrie)  durch  den  angeführten   Grundsatz  beseitigt  wird. 

Bei  Baltzer  (a.  a.  0.  p.  12)  ist  der  Gedankengang  ein 
ganz  analoger.  Nur  ist  die  Definition  von  Parallelen  eine 
andere  und  in  sofern  weniger  gute,  als  die  Worte  „unendlich 
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ferne  Punkte'^  in  ein  Elementarbuch  nicht  hineingehören;  sie 
richten  hier  nur^  wie  ich. bei  den  Prüfungen  zur  Genüge  er- 
fahren habe,  Verwirrung  an.  Die  zuletzt  erwähnte  stillschwei- 
gende Voraussetzung  ist  auch  bei  Baltzer  gemacht;  da  durch 
diese  die  elliptische  Geometrie  schon  ausgeschlossen  ist,  hat 
man  nur  noch  die  Wahl  zwischen  zwei  (nicht,  wie  auf  S.  13 
behauptet  wird,  zwischen  drei)  verschiedenen  Geometrieen. 


M.  Simon,  Zu  den  Grundlagen  der  nicht- euklidischen 
Geometrie.  —  Strafsburg  1891. 

Verfasser  kommt  in  §  8  seiner  höchst  lesenswerten  und 
gediegnen  Arbeit,  die  volle  Vertrautheit  mit  seinem  Gegen- 
stande erkennen  läfst^  auf  „das  Parallelenaxiom'^ 

Von  den  zahllosen  Versuchen  es  zu  beweisen  will  Simon 
nur  die  vier  verbreitetsten  besprechen  von  Legen dre,  Thi- 
baut,  Bertrand  und  den  direkten. 

Legendre  gehe  von  der  stillschweigenden  Voraussetzung 
aus,  dafs  die  gerade  Linie  unendlich  lang  sei  und  dafs  daher 
zwei  Gerade  nur  einen  Punkt  gemeinsam  hätten.  Die  An- 
nahme, dafs  man  durch  jeden  Punkt  im  Innern  eines  Winkels 
eine  Gerade  ziehen  könne,  welche  beide  Schenkel  schneidet, 
sei  nur  eine  andere  Form  des  Parallelenaxioms. 

Der  Thib aufsehe  Beweis  sei  von  Günther*)  als  eine 
Folge  des  Parallelenaxioms  nachgewiesen. 

Der  Bertrand'sche  Beweis,  der  wohl  die  meisten  An- 
hänger gefunden,  sei  von  Schmitz^)  in  einer  Unhaltbarkeit 
schlagend  nachgewiesen  worden. 

„Der  direkte  Beweis  aus  der  „unmittelbaren  Anschauung^' 
ist  derselbe,  der  auf  der  Eugel  zeigt,  dafs  das  sphärische  Dreieck 
seinem  Exzefs  gleich  isf 

„Aus  seiner  ümkehrung  ist  unzweifelhaft  das  Parallelen- 
axiom bei  Euklid  hervorgegangen.^' 

„Dafs  der  Schein  auch  bei  diesem  Beweis  trügt,"  weist 
der  Verfasser  in  längerer  Betrachtung  nach. 


^)  Vergleiche  miser  Zitat. 
')  Vergleiche  unser  Zitat. 
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Hiermit  will  ich  die  Zitate  aus  besondren  Werken  sclilierseiiy 
denn  das  Eingehen  auf  verschiedene  andere  Arbeiten ,  be- 
sonders —  neben  den  Originalarbeiten  —  auf  die  Veroflfent- 
lichungen  von  Pietzker  würde  mich  zu  weit  fähren  und  yon 
dem  eigentlichen  Zwecke  des  vorliegenden  Werkes  zu  weit 
entfernen.  Doch  will  ich  nicht  unterlassen,  gerade  auf  die 
Arbeiten  Pietzkers  besonders  hinzuweisen:  ist  er  ja  doch 
zur  Zeit  wohl  der  energischste  Vertreter  der  Richtung,  die  sich 
mit  den  Untersuchungen  der  Nicht -Euklidischen  Geometrie 
nicht  befreunden  kann.  Allerdings  wird  ihm  von  gegnerischer 
Seite  der  Vorwurf  nic%t  erspart ,  sich  in  MiTsverständnissen 
zu  befinden :  aber  dieser  Vorwurf  ist  jener  Seite  so  geläufig  ^), 
dafs  Jemand  geneigt  sein  konnte,  die  vielen  Mifsverständnisse 
als  Beweis  anzusehen,  dafs  ein  rechtes  Verständnis  überhaupt 
nicht  möglich  ist. 

Ich  lasse  übrigens,  ehe  ich  die  Zitate  aus  den  Lehrbüchern 
bringe,  hier  noch  ein  Verzeichnis  von  Schriften  folgen,  die 
sich  besonders  den  neueren,  an  Parallelentheorien  anknüpfenden 
Ansichten  widmen,  wobei  ich  von  den  Aufsätzen  in  den  Mathe- 
matischen Annalen  und  Crelle's  Journal,  sowie  in  den  eigent- 
lichen mathematischen  Zeitschriften  des  Auslandes  absehe.  Zu 
nennen  sein  würden  hier  besonders  Klein,  Eilling,  Schur, 
Lipschitz,  Beltrami,  Lie,  Engel. 

Das  Verzeichnis  macht  durchaus  keinen  Anspruch  auf 
Vollständigkeit 

P.  Duell emin,  Des  parallMes  dans  Vespace.    Droites  et  plans 

paralleles.  —  Avranches. 
P.  Duchemin,  Theorie  des  parallMes  et  certitude  de  la g^ometrie 

—  Goutances. 
P.    Duchemin,   Theorie   des    parallMes    sans   postulatum   et 

certitude  de  la  geometrie.  —  Goutances. 
L.  G.  Dadgson,  Guriosa  Mathematica.   Part.  L:  A  new  theorj 

of  parallels.  —  London. 


^)  Man  lese  nur  die  Schriften  von  Klein,  Lie,  Lindenuum  etc.,  so 
wird  man  mit  Erstaunen  wahrnehmen,  wie  oft  diese  Vertreter  der  Nicht- 
Euklidischen  Geometrie  sich  gegenseitig  —  aber  auch  noch  andern  z.  B. 
Helmholtz  —  den  Vorwurf  machen,  mifsverstanden  worden  zu  sein. 
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L.    Liard,    Des   definitious   g^om^triques   et    des    definitions 

empiriques.  —  Nouvelle  edition.  —  Paris. 
A.   Sannia   ed.   E.    d'Ovidio,    Elementi    di    Geometria.    — 

Napoli. 
R.  Betazzi,  I  postulati  e  gli  enti  geometrici.  —  Roma. 
H.  Poincare,  Sur  les  hypothfeses  fondamentales  de  la  geo- 

metrie.  —  S.  M.  F.  Bull.  XV. 
J.  Petersen,  Om  Mathematikers  Grundbegreber.     Bewis  for 

Satningen  om  Trekantens  Winkelsum.    Tidskrift  for  Math. 

—  Kopenhagen. 

J.  Carbonelle,  Les  incertitudes  de  la  geometrie.   —  Revue 

de  qu.  sc.  14. 
H.  Wehr,   Die  Subjektivität  des  Raums  und  des  11.  Axioms 

Euklids.  —  Wien. 
E.  Beltrami,  Saggio  di  Interpretazione  della  Geometria  Non- 

Euklidea.  —  Napoli  1868. 
Briefwechsel  zwischen  Gauss  und  Schumacher.     (Angefügt 

von  J.  Hoüel  seiner  Übersetzung  von  Lobatschewsky's 

Parallelentheorie.)  —  Paris  1866. 
E.  Rouche  et  Ch.  de  Comberousse,  Traite  de  Geometrie. 

—  Paris  1883.  —  p.  553.  Note  II:  „Sur  la  geometrie 
non  euclidienne.'^  (Besonders  wertvoll  auch  die  reiche 
Litteraturangabe.) 

La  science  absolue  de  l'espace.  Ind^pendante  de  la  verite  ou 
de  la  faussete  de  Taxiome  11  d'Euclide  par  J.  Bolyai. 
Pr^c^de  d'une  notice  sur  la  vie  et  les  traveaux  de  W,  et 
de  J.  Bolyai  par  M.  Fr.  Schmidt.  —  Paris  1868. 

Glebsch-Lindemann,  Vorlesungen  über  Geometrie.    II.  Bd. 

—  Leipzig. 

Frischauf,  Absolute  Geometrie  nach  Bolyai.  —  Leipzig  1872. 
N.  Lobatschewsky,  Theorie  der  Parallellinien.     2.  Aufl.  — 

Berlin  1887. 
M.  Simon,  Die  Elemente  der  Geometrie,  mit  Rücksicht  auf 

die  absolute  Geometrie.  —  Strafsburg  1890. 
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Ha  äff;  Lehrbegriff  der  reinen  Mathematik.  —  Frank- 
furt a/M.   —   1803, 

p.  155  wird  der  Satz  von  der  Winkelsorome  im  Dreieck 
aufgestellt  und  weitläufig  indirekt  bewiesen  ^  wobei  natürlich 
versteckte  Axiome  unterlaufen.^) 

In  einer  Anmerkung  (p.  163)  bemerkt  der  Verfasser,  dafs 
dieser  Lehrsatz  der  Grundstein  der  Euklidischen  Geometrie 
sei.  Euklid  habe  an  Stelle  seines  16.  Satzes  den  Beweis  Toin 
32.  gesucht  und  darin  gefehlt,  dafs  er  ein  unberechtigtes 
Axiom  aufgestellt  und  einen  Satz  von  einem  andern  hergeleitet 
habe,  während  gerade  das  umgekehrte  stattfinden  müsse. 

p.  193 — 202  wird  auf  die  Parallelenlehre  näher  einge- 
gangen.   

Schweins,  System  der  Geometrie.  —  Göttingen   1808. 

p.  6:  ,^ie  Richtung  einer  Linie,  in  Beziehung  auf  die 
Richtung  einer  andern  Linie  gedacht,  wird  ihre  Lage  ge- 
nannt. Diese  kann  nun  eine  solche  sein^  dafs  sich  die  Linien 
. . . .  nicht  durchschneiden  ....  die  parallele  Lage." 

Richtungsbeweis.  ^) 

Bertrand,  Elemens  de  G^omätrie.  —  Paris  1812. 

p.  12:  „Th^or^me:  Lorsque  les  angles  interieurs  sont 
egaux  a  deux  droits,  les  droites  qui  les  fönt  sur  une  troisieme, 
ne  se  rencontrent  pas." 

Beweis  durch  Kongruenz  der  Halbstreifen.  ^) 

yyPremi^rementy  on  dit  de  deux  lignes,  qui  tracees  sur  le 
m§me  plan  ne  s^y  rencontrent  pas,  qu'elles   sont  ParallMes/' 


')  Das  ist  überhaupt  der  Fehler  aller  sogenannten  Beweise,  dafs 
sie  an  irgend  einer  Stelle  ein  Axiom  enthalten,  das  an  sich  ebensowenig 
anschaulich  ist  wie  das  von  Euklid  aufgestellte. 

*)  unter  „Bichtungsbeweis"  verstehe  ich  den  Gang,  dafs  zwei 
Bichtnngen  gleich  sind,  wenn  sie  gegen  eine  dritte  gleichen  Bichiongs- 
unterschied  haben  oder  umgekehrt. 

^)  Dieser  Beweis  wird  vielfach  angefochten,  weil  man  offene  Figuren 
nicht  zur  Deckung  bringen  dürfe.  Mir  scheint  dieser  Einwand  hinf&Uig, 
denn  dann  dürfte  man  ja  auch  Winkel  nicht  zur  Deckung  brin^^en  und 
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B^zout,  Gours  de  Mathematiques.  —  Paris  1812. 

p.  16:  ;;Deux  lignes  droites,  trac^es  aar  un  m6me  plan^ 
sont  dites  paralleles ,  lorsqu'elles  ne  penvent  jamais  se  ren- 
contrer,  a  quelque  distance  qu'on  les  imagine  prolongdes. 

Deux  lignes  paralleles  ne  fönt  donc  point  d'angle  entre 
elles. 

Donc  denx  paralleles  sont  partout  ^galement  eloignees 
Tune  de  l'autre;  car  il  est  evident  que  si  en  quelqu'endroit  elles 
se  trouvaient  plus  pres  qu'en  un  autre,  elles  seraient  inclin^es 
Tune  ä  l'autre,  et  que  par  consequent  elles  pourraient  enfin 
se  rencontrer." 

Es  folgen  dann  die  Sätze  über  die  Winkel  bei  Paral- 
lelen. — 

In  den  angefügten  Noten  bemerkt  Reynaud  p.  7:  ,,Bdzout 
donne  une  definition  exacte  des  paralleles,  mais  il  ne  demontre 
pas  rigoureusement  les  propriet^s  de  ces  lignes.  De  sorte 
que  les  demonstrations  des  nos  36  . .  42  et  74  (Beweis  für 
die  Winkelsumme  im  Dreieck)  ne  sont  pas  tr^s-exactes.  Nous 
allons  suivre  une  marche  inverse;  nous  demontrerons  d'abord 
le  principe  du  no.  74;  nous  en  d^duirons  la  th^orie  des 
parallMes/' 

Es  wird  zuerst  direkt  bewiesen,  dafs  der  grofsem  Seite 
des  Dreiecks  der  gr5fsere  Winkel  gegenüberliegt  und  umge- 
kehrt; dann  iadirekt,  dafs  die  Winkelsumme  im  Dreieck  zwei 
Rechte  beträgt.  (Der  Beweis  (?)  ist  zu  lang,  um  ihn  hier 
wiederzugeben.)  Daran  schliefsen  sich  dann  die  Sätze  von 
den  Parallelen. 


damit  wäre  die  ganze  Eongruenzlehre  hinfällig.  Aber  es  zeigt  sich  hier 
wieder,  wie  an  so  manchen  andern  Stellen  der  Geometrie,  dafs  oft  bei 
irgend  einem  Beweise  Bedenken  auftauchen  über  einen  Pankt,  der  an 
andrer  Stelle  ohne  jeglichen  Skrupel  hingenommen  worden  ist.  Eines 
der  eklatantesten  Beispiele  hierfür  ist,  dafs  sehr  viele  Lehrbücher  den 
Beweis  fEir  die  Gleichheit  der  Basiswinkel  im  gleichschenkligen  Dreieck, 
der  sich  anf  die  Halbierungslinie  des  Winkels  an  der  Spitze  stutzt,  nicht 
anerkennen,  weil  man  noch  nicht  gelernt  habe  einen  Winkel  zu  halbieren« 
Dieselben  Lehrbücher  aber  geben  den  Beweis  für  die  Winkelsumme  im 
Dreieck  mittels  einer  Parallelen  ohne  jegliches  Bedenken,  obwohl  das 
Ziehen  einer  Parallelen  auch  nicht  gelehrt  worden  ist. 
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Metternichy  Vollständige  Theorie  der  Parallellinieii.^)  — 
Mainz  1815. 

Verfasser  glaubt  natürlich  das  Problem  gelöst  zu  haben, 
das  aus  den  folgenden  zwei  Aufgaben  bestehe: 

,,1)  zu  beweisen,  dafs  die  Winkelsinusse,  bei  entfernteren 
Punkten  vom  Winkels -Scheitel,  immer  gröfser  werden  und 
jede  gegebene  Linie  übertreffen  können;  2)  dafs  die  Parallel- 
sinusse überall  gleich  und  der  senkrechten  Normale  gleich 
werden." 

Der  Beweis  gründet  sich  auf  den  Begriff:  ^Wenn  zu  einer 
Gröfse  nach  und  nach  angebliche  gleichartige  Teile  gesetzt 
oder:  Wenn  von  einer  Grofse  nach  und  nach  angebliche  Teile 
weggenommen  werden  und  dieses  Verfahren  so  weit  getrieben 
werden  kann  als  man  will,  so  mufs  im  ersten  Falle  eine  Grölse 
entstehen,  die  grölser  ist,  im  andern  Falle:  die  kleiner  ist,  als 
jede  angebliche  Gröfse/' 

Auf  den  Inhalt  näher  einzugehen  verbietet  die  Weitläufig- 
keit, mit  der  die  Abhandlung  angelegt  ist. 

Rezensionen  finden  sich  in  den  Heidelberger  Jahrbüchern 
der  Litteratur  (April  1815)  und  in  den  Göttinger  Anzeigen 
(April  1816).  

Grelle,  lieber  Parallelentheorieen  und  das  System  in  der 
Geometrie.  —  Berlin  1816. 

Der  schwache  Punkt  in  der  Euklidischen  Geometrie  ist 
das  Parallelentheorem. 

„Die  Parallelentheorie  beruht  auf  zwei  Sätzen: 

1)  Zwei  gerade  Linien,  die  von  einer  dritten  so  geschnitten 
werden,  dafs  die  beiden  innren  an  einer  Seite  liegenden  Winkel 
zusammen  zwei  rechte  ausmachen,  treffen  sich,  so  weit  man 
sie  verlängert,  nirgends." 

Für  diesen  Satz  giebt  es  einen  strengen  Beweis. 


*)  In  der  Vorrede  werden  erwähnt: 

J.  J.  J.  HoffmanD,  Kritik  der  Parallel -Theorie.  Erster  Teil, 
AK' elcher  die  Darstellnng  und  Prüfung  yon  siebzehn  verschiednen  Systemen 
enthält;   Jena  1807.   —   Eine  Abhandlung   von  Karsten   über    diesen 
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2)  „Zwei  gerade  Linien,  die  von  einer  dritten  so  geschnitten 
werden,  dals  die  beiden  inuern  an  einerlei  Seite  liegenden 
Winkel  zusammen  kleiner  sind,  als  zwei  rechte,  treifen  genugsam 
verlängert  an  derselben  Seite  zusammen/' 

Dieser  Satz  bei  Euklid  Grundsatz«  Hier  die  Schwäche 
der  alten  Geometrie. 

„Alle  diejenigen  nämlich,  die  eine  Parallelentheorie  nach 
Euklidischen  Begriffen  von  der  Raumgröfse  zu  geben  versucht 
haben,  alle  die  das  elfte  Axiom  nach  Euklidischen  Grund- 
sätzen zu  beweisen  versucht  haben,  haben  wie  es  scheint 
etwas  eben  so  Unmögliches  versucht  ....  als  diejenigen,  die 
den  Ereisumfang  oder  die  Quadratwurzel  aus  2  und  dergleichen 
in  rationalen  Zahlen  auszudrücken  sich  bemühten.  Dies  läfst 
sich,  dünkt  mich,  sogar  beweisen/' 

Die  Euklidische  Geometrie  habe  es  nur  mit  begrenzten 
Bäumen  zu  thun;  da  man  aber  den  Durchschnittspunkt  nicht 
kenne,  so  handle  es  sich  bei  unsrer  Frage  um  unbegrenzten 
Baum. 

„Der  Gegensatz  des  elften  Axioms  lautet: 

Zwei  Gerade,  die  sich  nicht  begegnen,  machen  mit 
einer  dritten  zwei  innere  Winkel,  die  zusammen  zwei  rechte 
sind." 

Wäre  dies  bewiesen,  dann  auch  das  Axiom.  Aber  „Wie 
soll  nun  mit  begrenzten  Bäumen  Etwas  für  unbegrenzte 
Bäume  bewiesen  werden?" 

„Das  elfte  Axiom  ist,  wie  es  scheint,  einer  der  Über- 
gänge von  dem  Endlichen  der  geometrischen  Vorstellung  in 
das  Unendliche,  aus  welchem  die  Vorstellung  die  endlichen 
Bäume  absondert." 

Euklid  wollte  im  Endlichen  bleiben;  daher  das  Axiom. 
Daher  die  alte  Geometrie,  so  lange  man  bei  ihren  Ansichten 
stehen  bleibt,  etwas  Vollendetes. 

Die  Vernunft  sträubt  sich  gegen  das  Axiom.  Mit  ihm 
würde  aber  alles  fallen,  was  sich  darauf  stützt  Das  Be- 
streben zur  Überzeugung  zu  gelangen  darf  nicht  aufboren. 

Mit  begrenzten  Bäumen  ist  nichts  auszurichten,  daher 
andrer  Weg.  Es  handelt  sich  darum  einen  vernunftgemäfsen 
Übergang  aus  dem  Unendlichen   in   das  Endliche  zu  finden« 
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„Statt  eines  plötzlichen,  gleichsam  einen  allmählichen  Über- 
gang von  dem  Unbegrenzten  zu  begrenzten  Grolsen  zu  ver- 
suchen, ist  das  Mittel,  zur  Überzeugung  zu  kommen/' 

Es  wird  der  BegrifiF  zum  Teil  unbegrenzter  Figuren,  der 
Winkelräume  und  der  Räume  zwischen  Parallelen  ein- 
geführt.  Etwas  Ähnliches  findet  sich  bei  Bertrand  u.  a. 
Winkel  und  Parallelenstreifen  sind  Grofsen,  denn  sie  lassen 
sich  halbieren  etc.,  kurz  mit  ihresgleichen  vergleichen.  Der 
Unterschied  zwischen  endlich  und  unendlich  mufs  dabei  immer 
scharf  im  Auge  behalten  werden.  Es  handelt  sich  aber  hier 
trotzdem  um  dasselbe,  da  wir  endliches  mit  endlichem,  unend- 
liches mit  unendlichem  vergleichen,  was  bei  beiden  mit 
völliger  Klarheit  möglich  ist.  Zurückweisung  der  Ansicht, 
als  wenn  Winkelräume  und  Parallelstreifen  keine  Gröfsen 
wären. 

Die  Verwertung  giebt  der  Verfasser  nun  in  dem  systema- 
tischen Gang  der  Geometrie. 

p.  42:  „Erklärung.  Gerade  Linien,  die  einander  in 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  nicht  begegnen,  heifsen  Parallel- 
linien.*^ 

p.  44:  „Erklärung.  Der  zum  Teil  unbegrenzte  Raum, 
welcher  zwischen  zwei  Parallelen  liegt,  soll  Parallel-Raum 
heifsen.^' 

„Lehrsatz.  Wenn  man  zwei  oder  mehrere  und  so  viel 
man  will  Parallelräume  aneinanderfügt,  so  entsteht  wieder  ein 
Parallel-Raum." 

p.  45:  „Lehrsatz.  Durch  Aneinanderfügen  von  Parallel- 
räumen kann  der  ganze  unbegrenzte  Raum  nicht  ausgefüllt 
werden." 

Nachdem  hierauf  die  Erklärung  des  Winkels  gefolgt  ist 
(s.  Kapitel  III)  und  über  die  Kongruenz  gleicher  Winkel  ge- 
sprochen ist,  kommt  der  dem  zuletzt  zitierten  Lehrsatz  ent- 
sprechende. 

p.  47:  „Jeder  Winkel  ist  ein  gewisser  Teil  des  unbe- 
grenzten Ebenenraums  und  durch  Aneinanderfügen  von  Winkeln 
gleicher  Grofse  kann  der  ganze  Ebenenraum  entweder  genau 
oder  soweit  ausgefüllt  werden,  dafs  weniger  übrig  bleibt  als 
der  einfache  Winkel.'* 
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p.  48:  „Jeder  Parallelranm  ist  kleiner  als  ein  Winkel."^) 

Beweis  leicht  auf  Grund  der  vorher  zitierten  Lehrsätze. 

p.  49:  „Jeder  ganz  begrenzte  Raum  ist  kleiner  als  ein 
Winkel." 

Darauf  folgen  Winkelsatze  (Scheitelwinkel,  Nebenwinkel) 
und  Begriffsfestsetzungen  (Winkelpaare  bei  geschnittnen  Ge- 
raden). 

p.  54:  „Lehrsatz  I  a:  Umkehrung  des  11.  Axioms.  —  Vor- 
aussetzung die  Geraden  scheiden  sich. 

Beweis.  Denn  der  innere  Neigungswinkel  ist  um  den 
begrenzten  Baum  (des  Dreiecks)  gröfser^  um  den  (Aulsen)winkel 
aber  kleiner  als  der  äuTsere  Neigungswinkel.  Nun  ist  jeder 
begrenzte  Baum  kleiner  als  ein  Winkel,  folglich  der  innere 
Neigungswinkel  kleiner  als  der  äufsere." 

II  b:  „Wenn  Neigungs-  und  Wechsel winkel  gleich  sind 
oder ,  so  sind  die  Schenkel  parallel." 

Beweis  indirekt  mit  Satz  I. 

II  a:  Das  11.  Axiom.  —  Beweis  geht  darauf  zurück,  dafs 
ein  Winkelraum  nicht  innerhalb  eines  Parallelraums  liegen 
kann,  weshalb  die  betreffenden  Geraden  sich  schneiden  müssen.^) 

Hieran  schliefsen  sich  die  Sätze  über  die  Winkel  bei  ge- 
schnittnen Parallelen. 


Eries^  Lehrbuch  der  reinen  Mathematik.  —  Jena  1817. 

p.  291:  „Zwei  gerade  Linien  in  derselben  Ebene  sind  ihrer 
Lage  nach  parallel,  wenn  sie  in  immer  gleicher  Entfernung 
Yon  einander  bleiben^)  oder  nie  zusammentreffen,  soweit  sie 
auch  nach  der  einen  oder  andern  Seite  hin  verlängert  werden.'' 


^)  Dieser  Gedanke  ist  es,  der  sehr  vielen  sogenannten  Beweisen 
des  Parallelenaxioms  za  Grande  liegt.  Ob  er  von  Grelle  herrührt, 
wage  ich  nicht  zu  entscheiden,  jedenfalls  ist  er  aber  hier  ausführlich 
begründet  resp.  abgeleitet. 

*)  Der  Verfasser  glaubt  damit  einen  vOllig  strengen  Beweis  des 
Parallelenproblems  geliefert  zu  haben. 

*)  Dies  dürfte  das  älteste  Lehrbuch  sein,  in  dem  sich  eine  von  der 
Euklidischen  abweichende  Definition  der  Parallelen  findet  und  zwar  also 
diejenige,  die  von  dem  gleichen  Abstand  aller  Punkte  ausgeht. 
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Blasche^  Grundrifs  der  Elemeutar-Geometrie.  —  Reval 
1819. 

p.  19:  yyErklärung.  Zwei  gerade  Linien  AB,  CD  sind 
gleichliegend  oder  haben  einerlei  Lage  gegen  eine  dritte 
sie  schneidende  Linie  EF,  wenn  sie  mit  dieser  gleiche,  über- 
einstimmig liegende  Winkel  EGB^  EHD  machen." 

p.  21:  y^Gleichliegende  Linien  können,  soweit  man  sie  auch 
an  beiden  Seiten  verlängern  mag,  doch  nirgends  zusammen- 
treffen, und  sind  daher,  wie  man  kurz  zu  sagen  pflegt,  parallel/' 

p.  22:  „Wenn  zwei  gerade  Linien  AB,  CD  gegen  irgend 
eine  dritte  einerlei  Lage  haben,  so  sind  alle  Punkte  der  einen 
Linie  in  gleicher  Entfernung  von  der  andern/' 


Brewer,  Lehrbuch  d.  Geometrie.  —  Düsseldorf  1822. 

p.  4:  „Gerade  Linien,  die  in  derselben  Ebene  liegen  und 
sich  unendlich  verlängert  nicht  schneiden,  heifsen  parallele 
oder  gleichlaufende  Linien/' 

p.  15:  „Wenn  zwei  Linien,  welche  in  einer  Ebene  liegen, 
von  einer  dritten  so  geschnitten  werden,  dafs  pp.  Winkel  gleich 
sind,  so  sind  die  Linien  parallel/' 

Beweis  durch  Kongruenz  der  Halbstreifen.  Wenn  also 
auf  der  einen  Seite  ein  Schnittpunkt  dann  auch  auf  der  andren, 
was  unmöglich  ist. 

Montanus,  Handbuch  der  Geometrie.  —  Berlin  1822. 

p.  22:  „Zwei  gerade  Linien  in  einer  Ebene  heüüsen  parallel 
zu  einander,  wenn  sie  in  allen  Punkten  gleichweit  von  ein- 
ander entfernt  bleiben,  soweit  man  sich  dieselben  verlängert 
denken  mag  d.  h.  wenn  alle  Senkrechten  gleich  sind.  Dafs 
eine  solche  Lage  einer  Geraden  gegen  eine  andre  möglich 
sei,  wird  hier  als  Grundsatz  angenommen,  den  gewifs  jeder 
vernünftige  Mensch  vermöge  seiner  innern  Anschauungskraft 
als  gültig  anerkennt,  die  aber  dennoch  dem  spekulierenden, 
ich  möchte  sagen  dem  gelehrten  Verstände  noch  Bedenklich- 
keiten übrig  läfst." 

Verfasser  weist  dann  auf  den  Artikel  Parallelen  in 
Klügel's  Wörterbuch  hin. 
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Thibaut,  Grundrifs  der  reinen  Mathematik.  —  6ottingen 
1822. 

p.  230:  y,Zwei  gerade  Linien  werden  parallel  unterein- 
ander genannt,  wenn  sie  nach  keiner  Seite  hin,  verlängere 
man  sie  soweit  man  will,  zusammenstofsen  können.^' 

Die  Entwicklung  der  Sätze  bei  geschnittnen  Parallelen 
folgt  aas  der  Winkelsumme  des  Dreiecks,  die  Thibaut  be- 
kanntlich mit  Hülfe  der  Drehung  als  zwei  Rechten  gleich 
nachweist. 

p.  184:  „ . . .  tritt  das  allgemeine  Prinzip  einer  yöUigen 
gegenseitigen  Unabhängigkeit  der  progressiven  und  drehenden 
Bewegung  ein.  Insofern  ein  Punkt  in  gerader  Linie  fort- 
schreitet, behält  er  durchaus  die  nämliche  Richtung.  Wenn  also 
durch  Drehung  an  einem  Scheitelpunkte  ein  Winkel  beschrieben 
worden  und  auf  dem  letzten  Schenkel  desselben  beliebig  fort- 
geschritten wird,  ehe  man  aus  seiner  Richtung  zu  einer  neuen 
drehend  fori^eht^  so  ist  die  dadurch  im  ganzen  bewirkte  Ände- 
rung der  Richtuhg  völlig  dieselbe,  als  wenn  beide  Drehungen, 
ohne  durch  eine  progressive  Bewegung  unterbrochen  zu  werden, 
an  dem  nämlichen  Scheitelpunkte  vorgenommen  wären.^'^) 


Paucker,  Die  ebene  Geometrie.  —  Königsberg  1823. 

p.  12:  „Zwei  gerade  Linien  werden  entweder  ....  oder 
in  einer  und  derselben  Ebene  so  gezogen  sein,  dafs  sie 
nirgends  zusammentreffen,  wie  weit  man  sie  auch  verlängern 
mag:  solche  Linien  heifsen  in  Beziehung  zu  einander  parallel 
oder  Parallellinien.'* 

p.  29  wird  die  Parallelenlehre  eingeleitet  durch  den  Satz: 
„Gegen  eine  Gerade  läfst  sich  aus  einem  bestimmten  Punkte 
nur  eine  einzige  parallele  Gerade  ziehen.^'  Dann  folgen  die 
Winkelsätze  und  ihre  Umkehrungen  mit  indirekten  Beweisen. 

Eöberlein,  Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie.  —  Sulz- 
bach 1824. 

p.  40:  „Linien,  welche  in  einer  Ebene  überall  gleich  weit 


^)  Man  vergl.  Günther^s  oben  zitierte  Frogrammabb and lung  über 
den  TMbaat'Bchen  Beweis. 

Schotten,  der  plftnimetr.  Unterriobt.    II.  18 
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von  einander  abstehen ,  werden  parallel  oder  gleichlaufend 
genannt. 

Parallellinien  können  sich  nirgends  einander  nähern  oder 
von  einander  entfernen,  und  niemals  zusammenlaufen." 

„Konzentrische  Kreise  sind  parallel/' 

,,Die  gerade  Linie,  welche  die  Endpunkte  aller  gleich 
grofsen  Senkrechten,  die  auf  einer  geraden  Linie  nebeneinander 
errichtet  werden  können,  mit  einander  verbindet,  ist  von  der 
letzteren  überall  gleichweit  entfernt  und  daher  zu  dieser 
parallel/'  

Grelle,  Lehrbuch  der  Elemente  d.  Geometrie.  — .Berlin 
1826. 

p.  13:  „Gerade  Linien,  welche  mit  einer  beliebigen  dritten 
an  einerlei  Seite  gleiche  Winkel  machen,  heifsen  Parallelen.'' 

Auf  das  Weitere  will  ich  hier  nicht  eingehen,  da  es  schon 
in  der  diesem  Gegenstand  gewidmeten  besondren  Schrift  des 
Verfassers  genügend  geschehen  ist^  Der  Bewers  des  11.  Axioms 
ist  hier  im  wesentlichen  derselbe,  wie  dort:  ähnlich  in  seiner 
Anlage  denen  von  Bertrand  und  Schulz. 


V.  Porstner,  Grundrifs  d.  Elem.  d.  r.  Math.  —  Berlin 
1826. 

p.  449:  „Zwei  gerade  Linien  in  einer  und  derselben  Ebene, 
welche  unendlich  verlängert  in  keinem  Punkte  zusammen- 
treffen,  heifsen  parallele  Linien  oder  blofs  Parallelen." 

'  Daran  schliefst  sich  die  Konstruktion  von  Parallelen 
durch  Konstruktion  zweier  Senkrechten  auf  einer  Geraden. 
Diese  keinen  Punkt  gemeinsam,  sonst  Dreieck  mit  zwei  rechten 
Winkeln.  Dies  nicht  möglich.  Beweis  dafür  stützt  sich  auf 
den  Satz,  „dafs  der  Aufsenwinkel  grofser  ist  als  ein  innerer 
von  ihm  getrennt  liegender." 


Förstemann,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Danzig  1827. 

p.  13  nach  Aufstellung  und  Besprechung  der  Winkel- 
relationen heilst  §  45:  „Findet  eine  der  16  Gleichungen  des 
vorigen  §,  und  finden  also   alle  16  statt,   so  sind  die  beiden 
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Geraden,  welche  tob  der  dritten  geschnitten  werden,  parallel, 
d.  h.  sie  treffen  sich  nirgends,  selbst  unbegrenzt  gedacht 

Indirekter  Beweis,  gestützt  auf  1)  die  aus  der  Deckung 
der  gleichartigen  Wechselwinkel  folgende  Kongruenz  der  bei- 
den Hälften  des  Konstrukts,  welche  durch  die  schneidende 
Gerade  gebildet  werden,  und  2)  den  Satz,  dafs  zwei  Gerade 
nicht  mehr  als  einen  Punkt  gemeinsam  haben  können. 

Wolff,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Berlin.  1830. 

p.  4:  „Zwei  gerade  Linien,  die  in  einer  Ebene  sich  be- 
finden und  so  liegen,  dafs  sie  nicht  übereinander  weggehen, 
selbst  wenn  sie  unendlich  gedacht  würden,  heifsen  Parallel- 
linien.*^ 

„Grandsatz.  Schneiden  sich  zwei  gerade  Linien,  so  giebt 
es  keine  dritte,  die  parallel  ist  mit  einer  jeden  von  ihnen.^' 

Winkelsätze  mit  indirektem  Beweis. 


Bürger,  Theorie  der  Parallellinien.  —  Heidelberg  1833.^) 
Der  Verfasser   glaubt   den  Beweis   für   das   elfte   Axiom 
Euklids  gefunden  zu  haben  und  feiert  den  Sieg  seines  Nach- 
denkens   über    ein    durch    zwei   Jahrtausende    nicht  gelöstes 
Problem  in  überschwenglicher  Weise. 

Die  eigentliche  Abhandlung  leitet  er  mit  dem  Satze  selbst 
(11.  Axiom)  ein.  Der  Beweis  hat  folgenden  Gang.  Es  wird 
ein  Dreieck  (rechtwinkl.)  angenommen;  die  Hypotenuse  wird 
parallel  mit  sich  verschoben,  vor  der  Bewegung  aber  werden 
alle  Strecken  verlängert  gedacht;  daraus  folgert  der  Verfasser, 
dafs  immer  ein  Schnittpunkt  vorhanden  ist,  weil  der  Endpunkt 
der  Hypotenuse  einmal  unterhalb  der  einen  Kathete  liege 
und  dann  oberhalb,  also  notwendig  während  des  Verschiebens 
einmal  auf  der  Kathete  liegen  müsse.  Man  sieht,  dafs  der 
Kern  der  Frage  gar  nicht  getroffen  ist;  aufserdem  leidet  aber 
der  Beweis  an  dem  Fehler,  an  dem  alle  angeblichen  Beweise 
leiden,  dafs  nämlich  Axiome  zu  Hülfe  genommen  werden,  die 


')  Der  YerfaBser  erwähnt  in  einer  Anmerkung  eine  zweite  Auflage 
vom  Jahre  1820  und  setzt  als  Jahr  seiner  Erfindung  1815  fest,  wo 
also  wahrscheinlich  auch  die  erste  Auflage  erschienen  ist 

18* 
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viel  weniger  oder  wenigstens  um  nichts  einleuchtender  sind 
als  unser  Axiom  selbst. 

Der  Abhandlung  folgt  sodann  eine  Zusammenstellung  von 
urteilen,  die  der  erste  Versuch  erfahren  z.  B.  in  den  Heidel- 
berger Jahrbüchern  der  Literatur.  1818.  p.  849. 

Die  aus  dem  Hinaufbewegen  des  Winkels  folgenden  Fehl- 
schlüsse werden  aufgedeckt,  wogegen  Bürger  remonstriert. 

Auch  andere  Rezensenten  erkennen  zwar  die  Bemühnngen 
des  Verfassers  an,  vermissen  aber  in  den  sogen.  Beweisen  das 
eigentlich  Beweiskräftige. 

Interessant  ist  übrigens,  dafs  ein  Rezensent  1826  diese 
Schrift  nicht  besprechen  will,  „da  dieser  Gegenstand  in  un- 
serer Zeit  bereits  bis  zum  Ekel  besprochen  und  bestritten 
worden  ist.** 


E.  G.  Fischer,  Lehrb.  d.  eb.  Geometrie.  —  Berlin  1833. 

p.  12:  „Zwei  gerade  Linien  in  einer  Ebene,  welche  ohne 
sich  zu  decken,  gleiche  Richtung  haben,  heifsen  parallele 
oder  gleichlaufende  Linien.'' 

Die  Parallelensätze  werden  dann  auf  grund  gleichen  Rieh- 
tungsunterschiedes  bewiesen.  Von  den  übrigen  Definitionen 
findet  sich  noch  die  Euklidische. 


van  Swinden,  Elemente  der  Geometrie.  —  ed.  Jacobi.  — 
Jena  1834. 

p.  9:  „Zwei  gerade  Linien  heifsen  parallel,  wenn  sie 
gegen  eine  dritte  Linie,  die  sie  schneidet,  dieselbe  Neigung 
haben  d.  h.  mit  dieser  an  der  einen  Seite  einen  äufseren 
Winkel  bilden,  der  so  grofs  ist  als  der  innere  Gegenwinkel 
an  eben  dieser  Seite  ist.'* 

In  einer  Anmerkung  weist  der  Herausgeber  hin  auf 
d'Alembert,  Melanges  etc.  V.  p.  202,  Taquet^)  und  Cla- 
vius.*) 


*)  A.  Taquet,  Elem.  (Enclideae)  Geometriae  planae  ac  solidae, 
quibns  accedant  Selecta  ex  Archimede  theoremata  etc.  ed.  nova  Am- 
stelod.  1783.  —  Weitere  Ausgabe,  Rom  1745. 

*)  Euclidis  Elem.  Libri  XV  auctore  C.  Clavio,  Francofiirti  1607. 
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Euklids  Definition^  sowie  die,  welche  sich  auf  den  gleichen 
Abstand  stützt^  werden  angeführt 

Euklids  XL  Axiom  wird  zum  teil  indirekt  bewiesen,  zum 
teil  mit  Hülfe  einer  weiteren  Parallelen. 

Jacobi  nennt  Eönig^)  und  Taquet  und  führt  an,  dafs 
Montucla  (Histoire  des  Mathem.  I.  p.  209)  mit  Recht  ver- 
mutet, dafs  der  betr.  Satz  ursprünglich  ein  Zusatz  zu  Satz  28 
des  ersten  Buches  gewesen  sei  und  durch  Nachlässigkeit  eines 
Abschreibers  aus  seiner  früheren  Stelle  gerückt  sei.  Fernere 
Literatur: 

Nasser-eddin-Al-Tussi  arabische  Übersetzung  des  Euklid. 
Wallis,  Opera  Mathematica«)  II,  667  u.  672. 

Castillon  in  M^moires  de  TAcademie  de  Berlin  von  den 
Jahren  1786  u,  1788. 


Ulrich,    Lehrbuch    der    reinen    Mathematik.    —    Got* 
tingen  1836. 

p.  427  wird  der  Satz  von  der  Winkelsumme  im  Dreieck 
folgendermafsen  bewiesen:  „Es  werde  der  Winkel  NCQ  so, 
dafs  sein  Schenkel  CQ  in  der  Linie  PQ  bleibt,  an  PQ  von 
(7  bis  B  verschoben,  wo- 
durch der  Schenkel  CN 
in  die  Lagei?^'  kommt. 
Es  ist  offenbar,  dafs  B  N' 
zwischen  denLinien^Q 
und  BM  liege,  denn  da 
W.  ÄCQ>W.  ABC 
ist,  so  ist  2R  -  ACQ 
<2B  —  ABC,  oder 
NCQ  <  MBQ,  mithin, 
weil  N'BQ  =  NCQ 
ist,N'BQ<MBQ.DB,  ^^  ^ 

nun   die  Linien  BN'  und  ACN  an  derselben  Seite  von  PQ 
mit   dieser   die   gleichen  Winkel  an    B  und  C  einschliefsen. 


^)  Eoenig  Elemeas  de  Geometrie  contenant  las  alz  premiers  livres 
d*Eaclide  etc.  ^  la  Haye  1762. 
*)  Oxford,  1693. 
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also  in  gleichem  LagenYerhältnis  gegen  PQ  stehen,  so  sind 
auch  —  wie  früher  bewiesen  —  die  Winkel  dieser  Linien  gegen 
irgend  eine  andere  Richtung  MS,  nämlich  N'BS  und  NAS, 
folglich  auch  deren  Nebenwinkel  MBK  und  MAN  einander 
gleich. 

Demnach  ist 

FBM=ABÜ, 

MBN'=^BAC\ 
N'BC=NCQ  =  ACB', 

addiert  man  diese  Gleichungen  zusammen,  so  folgt 

PB3I  +  MBN'  +  N'BC  «  ABC  +  BAC  +  ACB. 

Die  Winkelsumme  im  ersten  Teile  dieser  Gleichung  betragt 
aber  222,  folglich  ist  auch 

ABC  +  BAC  +  ACB  =  2i?." 

p.  441  folgt  die  Lehre  von  den  Parallellinien.  Die  Er- 
klärung lautet:  ,,Zwei  gerade  Linien  in  derselben  Ebene,  die 
obschon  sie  beliebig  verlängert  gedacht  werden  mögen,  sich 
nicht  schneiden,  heiisen  Parallellinien.'' 

Die  nötigen  Beweise  •  stützen  sich  im  wesentlichen  auf 
den  Dreieckssaiz  resp.  werden  ähnliche  Betrachtungen  wie 
dort  angestellt. 

Arneth,  System  der  Geometrie.  —  Stuttgart  1840. 

p.  10:  „Gegenseitige  Lage  zweier  Geraden.  Be- 
trachtet man  die  Gerade  ihrer  Lage  und  Richtung  nach  ge- 
geben, so  kann  man  die  Lage  und  Richtung  der  andern  mit 
denen  der  ersten  vergleichen.  Bei  dieser  Vergleichung  sind 
nur  zwei  Fälle  möglich:  die  Geraden  haben  entweder  ver- 
schiedene oder  sie  haben  dieselbe  Richtung. 

Von  solchen  Linien  sagt  man  im  gewöhnlichen  Sprach- 
gebrauche, sie  neigen  sich  zu  einander  oder  sie  sind  gleich- 
laufend, parallel. 

Der  Begriff  der  Neigung  beruht  auf  dem  der  Annäherung, 
des  endlichen  Zusammentreffens,  so  dafs  Verschiedenheit  der 
Richtung,  Neigung,  Zusammentreffen  nur  verschiedene  Aus- 
drücke ein  und  derselben  Bedingung  sind,  und  Gleichheit  der 


.  —    279    — 

Hichttmg^  Parallelität,  Nichtzusammentreffen  yerschiedene  Aus- 
drücke des  Gegensatzes/' 

Hieran  schliefst  sich  unter  dem  Titel  „Von  der  ge- 
neigten Lage"  die  Lehre  vom  Winkel.. —  Dann  heilst  es 
p.  15:  „Von  der  parallelen  Lage.  Haben  CD  und  FG 
gleiche  Richtungen  unter  sich^  so  bilden  sie  auch  gleiche 
Richtungen  mit  AB  und  es  ist  BEB  =  EHG!^  Damit  ist 
sofort  die  Überleitung  zu  den  bekannten  Sätzen  von  den 
Winkeln  bei  geschnittenen  Parallelen  gegeben. 

Dann  heifst  es  p.  16:  „Man  erkennt  also  die  Gleichheit 
der  Richtungen  an  diesen  drei  Eigenschaften  der  Winkel,  man 
erkennt  sie  aber  auch  an  dem  Nichtzusammentreffen  der  bei- 
den Geraden,  da  hierin  eben  der  Charakter  der  Gleichheit  der 
Richtungen  liegt  und  die  angegebenen  Eigenschaften  der 
Winkel  darauf  beruhen,  daher  eine  nicht  minder  wichtige 
Wahrheit  wie  die  vorhergehende,  die  folgende  ist: 

„13)  Sind  zwei  Linien  AB  und  CD  zu  einander  parallel, 
und  zieht  man  die  Linien  KL,  MNy  OB,  QB  u.  s.  w.  nach 
einer  beliebigen  aber  unter  einander  gleichen  Richtung,  so 
müssen  die  Entfernungen  der  Punkte  L,  N,  P,  .  .  ,  .  von 
K,  M,  0, oder  die  Geraden  KL,  MN,  OB,  . . . ,  sämt- 
lich einander  gleich  sein  oder  die  beiden  Parallelen  müssen 
in  dieser  Richtung  immer  die  gleiche  Entfernung  behalten." 

Hierzu  wird  ein  indirekter  Beweis  gegeben. 


Euklid,  Elemente  ed.  Dippe.  —  Halle  1840. 

p.  2:  „Parallel  sind  gerade  Linien,  die  in  derselben 
Ebene  liegen  und  auf  keiner  der  beiden  Seiten  zusammentreffen, 
soweit  man  sie  auch  an  beiden  Seiten  yerlängem  mag/' 

p.  3:  „Grundsatz  11:  Werden  zwei  gerade  Linien  von 
einer  dritten  so  geschnitten,  dafs  die  beiden  inneren  an 
einerlei  Seite  liegenden  Winkel  zusammen  kleiner  als  zwei 
rechte  sind,  so  treffen  diese  beiden  Linien,  genugsam  ver- 
längert, an  eben  der  Seite  zusammen/^ 

Hierzu  bemerkt  der  Herausgeber,  dafs  Peyrard,  der  Mehr- 
zahl der  Handschriften  folgend,  in  seinen  „Oeuvres  d'Euclide. 
Paris  1814"  diesen  Grundsatz  als  Forderung  aufführe. 


—     280     - 

Wunder,  Die  Elemente  der  ebenen  Geometrie.  —  Leipsdg 
1840. 

p.  14:  ,,Haben  zwei  Strahlen  einerlei  Richtung,  aber  es 
ist  keiner  nach  dem  Anfangspunkt  des  andern  hin  gerichtet, 
so  können  sie  nie  zusammentreffen  und  heifsen  dann  pa- 
rallel.'^     Winkelsätze  mit  Richtungsbeweis. 


Beck,  Die  ebene  Geometrie  nach  Legendre.  —  Bern  1842. 

§  15:  „Parallellinien  sind  Linien,  welche  in  ein  und  der- 
selben Ebene  liegen  und  nie  zusammentreffen.'' 

Nach  der  Dreieckslehre  findet  sich  §  68  Lehrsatz:  „Sind 
zwei  Linien  senkrecht  auf  einer  dritten,  so  sind  sie  parallel/' 
§  69  die  Erklärung  der  Namen  Wechselwinkel  etc. 

§  70:  Lehrsatz:  „Werden  zwei  Linien  von  einer  dritten 
geschnitten,  und  beträgt  die  Summe  der  zwei  inneren  an- 
liegenden Winkel  2jß,  so  sind  diese  Linien  parallel." 

Analog  werden  die  andern  Sätze  behandelt  Dann  folgen 
von  §  75  an  die  Umkehrungen. 

§  79:  „Parallelen  sind  überall  gleich  weit  von  einander 
entfernt.'*  

Frantz,  Die  Philosophie  der  Mathematik.  —  Leipzig 
1842. 

p.  69:  ,;Die  gerade  Linie  bezieht  sich  auf  sich  selbst  als 
auf  sich  aufserhalb  ihrer,  sie  ist,  sie  wird  ihre  Pa- 
rallele. Als  Parallele  ist  sie  aufser  sich  gekommen  und 
kommt  sie  aufser  sich." 

p.  116  äufsert  sich  der  Verfasser  gegen  Legendre,  indem 
er  den  Nachweis  zu  bringen  versucht,  dafs  der  Satz  von  der 
Winkelsumme  erst  nach  der  Parallelentheorie  folgen  dürfe. 
Legendre's  Beweis  leide  an  dem  Fehler,  dalSs  er  eine  unend- 
liche Reihe  von  Konstruktionen  fordere.  Die  Unbeweifibar- 
keit  des  elften  Axioms  liege  in  der  falschen  Definition  des 
Parallelismus. 

Es  mufs  definiert  werden:  „Eine  gerade  Linie  ist  einer 
andern  parallel,  wenn  sie  in  allen  ihren  Punkten  von  der- 
selben gleichweit  absteht." 

Dafs  sich  aus  der  Konstruktion  der  gleichweit  entfernten 
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Punkte  eine  Gerade  ergebe ,  liege  in  der  Definition  der  Ge- 
raden.   Danach   ergebe   sich   folgender  Gang  der  Parallelen 
theorie: 

^^a.  Lehrsatz.  Ist  eine  gerade  Linie  von  einer  andern  in 
allen  Punkten  gleich  weit  entfernt^  so  hat  auch  diese  von  jener 
in  allen  Punkten  gleiche  und  dieselbe  Entfernung. 

b.  Lehrsatz.  Eine  gerade  Linie ,  die  in  zwei  Punkten 
von  einer  andern  auf  derselben  Seite  gleichweit  absteht,  ist 
derselben  parallel. 

c.  Lehrsatz.  Die  bekannten  Winkelrelationen ,  das  elfte 
Axiom  etc. 

d.  Sind  zwei  Gerade  einer  dritten  parallel,  dann  auch 
untereinander. 

e.  Die  Winkelsumme  im  Dreieck.^' 


Francoeur,  Vollständiger  Lehrkurs  der  reinen  Mathe- 
matik   Ed.  Külp.  —  Bern  1843. 

p.  25:  ,;Zwei  gerade  Linien,  welche,  obgleich  in  einer 
Ebene  liegend,  einander  nie  begegnen,  so  weit  man  sie  auch 
nach  einer  oder  der  andern  Seite  hin  verlängern  mag,  heifsen 
Parallellinien.^' 

Die  Sätze  werden  bewiesen  durch  Vergleichung  von  Winkel- 
räumen  und  Parallelstreifen. 

In  einer  Anmerkung  wird  auf  die  Identität  dieser  Sätze 
mit  dem  elften  Axiom  hingewiesen;  ein  besonderes  Axiom  ist 
nötig.    Es  wird  hier  folgendermafsen  geformt: 

Wenn  eine  Linie  Ä  auf  einer  Linie  B  senkrecht  steht 
und  die  Linie  C  trifft  dieselbe  unter  einem  spitzen  Winkel,  so 
müssen  Ä  und  C  gehörig  verlängert  sich  schneiden. 

Der  Beweis  ist  oben  angedeutet. 


Bretschneider,  Lehrgebäude  der  niederen  Geometrie.— 
Jena  1844. 

p.  36 :  „Werden  zwei  Gerade  A  B  und  CD  von  einer  dritten 
EF  so  geschnitten,  dafs  unter  den  dadurch  entstehenden  acht 
Winkeln   eine   der   zwölf  Grundgleichungen  ^)   stattfindet,   so 

*)  Diese  Gleichnnj^en  sind  im  vorhergehenden  Paragraphen  auf- 
gestellt; es  sind  die  bekannten. 
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nennt  man  die  geschnittenen   Linien  parallel  oder  auch  Pa- 
rallellinien oder  kurz  Parallelen." 

^yParallellinien  können  sich  niemals  schneiden,  soweit  sie 
auch  yerlängert  werden  mögen/' 

Beweis  durch  Kongruenz  von  Hülfsdreiecken.  Es  folgen 
dann  die  Sätze  über  das  Schneiden  von  Geraden,  wenn  die 
Summe  der  inneren  Winkel  kleiner  als  zwei  Rechte  ist. 

Dazu  bemerkt  der  Verfasser  p.  41:  ,,Es  ist  bereits  oben 
bemerkt,  dafs  dieser  Satz  nicht  streng  bewiesen  sei.  Soll  dies 
geschehen,  so  hat  man  folgenden  Weg  einzuschlagen. 

Wenn  man  in  der  Lehre  von  den  Parallelen  soweit  ge- 
diehen ist,  so  schalte  man  folgende  Sätze  ein: 

*  1)  Eiue  halbbegrenzte  Gerade  erleidet  keine  Veränderung 
ihrer  Gröfse,  wenn  man  eine  vollbegrenzte  zu  ihr  hinzufügt 
oder  von  ihr  wegnimmt. 

2)  Ein  Winkelblatt  erleidet  keine  Veränderung  seiner 
Gröfse,  wenn  man  durch  eine  Gerade,  die  dem  einen  seiner 
Schenkel  parallel  ist,  einen  halbbegrenzteu  Streifen  zu  ihm 
hinzufügt  oder  von  ihm  wegnimmt. 

3)  Nie  kann  ein  Winkelblatt,  sei  der  zugehörige  Winkel 
noch  so  klein,  ein  blofser  Teil  eines  halbbegrenzten  Streifens 
sein,  der  letztere  sei  so  breit  als  man  woUe.'^ 

Hierauf  stützt  sich  dann  der  Beweis  in  der  bekannten 
Weise. 

Schliefslich  geht  der  Verfasser  noch  auf  den  Abstand 
der  Parallelen  ein. 

Legendre,  Elemente  der  Geometrie,  ed.  Crelle.^)  Berlin 
1844. 


^)  Aus  der  Vorrede  znr  zwölften  Auflage  des  Originals: 
„Da  der  Beweis  der  Theorie  der  Parallelen,  so  wie  er  sich  in  der 
dritten  bis  achten  Auflage  findet,  nicht  ganz  frei  von  Einwendungen 
war,  so  hatte  man  sich  entschlossen,  diese  Theorie  in  der  neunten  Auf- 
lage wiederum  beinahe  ganz  nach  Eaklid  yorzntragen.  Fernere  Unter- 
suchungen über  diesen  Gegenstand  hatten  zu  zwei  neuen  Beweisen  des 
Lehrsatzes  von  der  Summe  der  Winkel  eines  Dreiecks  geführt,  die  ohne 
Hülfe  irgend  eines  Postulats  gegeben  werden. 

Von  diesen  ist  der,  der  sich  am  wenigsten  von  der  gewohnten 
Ansicht  entfernt,  hier  aufgenommen.^* 
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.  p.  16:  Wird  der  Satz  von  der  Winkelsumme  des  Dreiecks 
durch  Konstruktion  von  Hölfsdreiecken  bewiesen,  indem  ge- 
zeigt wird,  dafs  die  Winkelsumme  immer  die  gleiche  bleibt, 
während  ein  Winkel  des  neuen  Dreiecks  kleiner  als  die  Hälfte 
eines  des  alten  Dreiecks  wird.  Die  Schwäche  des  Beweises  liegt 
darin,  dafs  diese  Konstruktion  unendlich  oft  angestellt  werden  mufs. 

p.  20  folgt  dann  das  elfte  Axiom  als  Lehrsatz  mit  einem 
ähnlichen  Beweise,  woran  sich  die  Winkelsatze  anschliefsen. 

In  einer  Anmerkung  p.  23  geht  Grelle  auf  das  Parallelen- 
problem näher  ein  und  legt  Legendre's  Beweis,  dafs  die  Winkel- 


summe nicht  grofser  und  nicht  kleiner  als  2R  sein  kann  „des 
Interesses  wegen''  dar.  Der  Vollständigkeit  wegen  soll  dieser 
Beweis  hier  mitgeteilt  werden. 

ABC  sei  das  geg.  Dreieck  und  ACJ  eine  gerade  Linie. 
Man  mache  CE^ÄC,  DCE-^BAC  und  DC'=^ÄB:  so 
ist  das  Dreieck  DCE  dem  Dreiecke  ABC  gleich.  Wäre  nun 
BAC+ABC+BCA>2q  (fi  bedeute  einen  rechten  Winkel), 
80  wäre  BAC+ABC+BCA>BCA  +  DCE  +  BGD, 
weil  die  letzten  drei  Winkel  zusammen  gleich  zwei  rechten 
sind.  Nimmt  man  also  auf  beiden  Seiten  den  Winkel  BCA 
und  dann  den  Winkel  BAC  «=  DCE  weg,  so  bleibt 
ABOBCD.  Da  aber  die  Winkel  ABC  und  BCD  von 
gleichen  Seiten  BC  ^^  BC  und  AB^^CD  eingeschlossen 
sind,  80  folgt  daraus,  dafs  BD  <.AC  sein  müfste.^)  Man  mache 
auf  dieselbe  Weise  das  Dreieck  EFG  dem  Dreiecke  CDE 
oder  ABC  gleich:  so  wird  eben  so  gezeigt,  dals  DF  <CE 
oder  <AC  sein  müfste;  und  zwar  ist  zugleich  DF  '^  BD, 
weil  ABCD  =  A  DE  F.  Eben  das  läfst  sich  von  FE  und 
HK  zeigen;  so  weit  man  will.    Der  Unterschied  von  BD  und 

^)  Legendre  stützt  sich  hierbei  auf  Sätze,  die  anabhSjigig  von 
Parallelen  bewiesen  sind. 
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• 

AC  mag  nun  so  klein  sein  als  man  will,  so  kann  doch  ein 
beliebiges  Vielfache  desselben ,  welches  der  Unterschied  der 
ganzen  Linie  BDFHK  von  der  Linie  AJ  sein  würde,  jede 
Gröfse  erreichen,  nnd  folglieh  gröfser  werden  als  die  Summe 
der  beiden  Linien  am  Ende,  AB  und  JK]  folglich  würde 
unter  der  V^oraussetzung,  dafs  A  -■\-  B  -i-  C>  2q  sein  kann, 
worauf  alles  dieses  beruht,  die  gebrochene  Linie  ABKJ 
kürzer  sein  können  als  die  gerade  AJ.  Da  dieses  unmöglich  ist, 
so  ist  die  Voraussetzung  unstatthaft.  Folglich  kann  die  Summe 
der  drei  Winkel  eines  Dreiecks  nicht  grofser  sein,  als  zwei  rechte. 
Um  zu  zeigen,  dafs  auch  die  Summe  der  drei  Winkel 
eines  Dreiecks  nicht  kleiner  sein  kann  als  zwei  rechte,  lege 


man,  sagt  Legendre,  an  die,  dem  kleinsten  Winkel  A 
eines  Dreiecks  ABC  gegenüberliegende  Seite  BC  ein  Dreieck 
BBC,  welches  ABC  gleich  ist,  auf  die  Weise,  dafs  man 
DBC  =  BCA  und  DCB^CBA  macht;  und  ziehe  durch 
D  eine  beliebige  gerade  Linie,  die  die  yerlängerten  AB  und 
AC  in  E  und  F  schneidet. 

Wäre  nun  die  Summe  der  drei  Winkel  in  dem  Dreiecke 
ABC  kleiner  als  zwei  Rechte,  und  zwar  «=  2p  —  d,  so  wäre 
auch  die  Summe  der  Winkel  von  *  DJB  (7  «s  2p  —  d,  weil  die 
Dreiecke  einander  gleich  sind.  Da  nun  die  Summe  der  drei 
Winkel  in  jedem  der  beiden  übrigen  Dreiecke  BEB  und 
FDCf  wie  vorhin  bewiesen,  wenigstens  nicht  gröfser  sein 
kann  als  zwei  Rechte:  so  ist  die  Summe  der  12  Winkel,  in 
allen  vier  Dreiecken  der  Figur,  höchstens 

4p         I 
+  2p  — d[  =8p  — 2d. 

Nun  ist  die  Summe  der  drei  Winkel  an  jedem  der  drei  Punkte 
B,  (7,  D  BS  2  p.     Zieht  man  diese  neun  Winkel,  die  also  zu- 
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sammen  6q  ausmachen,  von  jeneu  zwölf  Winkeln  ab,  so  bleiben 
die  drei  Winkel  A,  E  und  F  des  Dreiecks  AEF  übrig,  die 
also  höchstens  =  2^  —  2d  sind.  Daraus  folgt,  dafs,  wenn 
die  drei  Winkel  in  dem  kleinen  Dreieck  ABC  um  S  weniger 
betragen  als  zwei  Rechte,  die  drei  Winkel  in  dem  gröfseren 
AEF  schon  (mindestens)  um  das  Doppelte^  2d,  Yon  zwei 
Rechten  verschieden  sind.  Wiederholte  man  also  die  Zusammen- 
setzung, so  ginge  das  so  weiter.  So  klein  aber  auch  S  sein 
mag:  so  kann  ein  beliebiges  Vielfaches  desselben  doch  jede 
beliebige  Gröfse  und  also  selbst  2^  übersteigen;  woraus  folgen 
würde,  dafs  die  Summe  der  Winkel  eines  hinreichend  grofsen 
Dreiecks  «=»  0,  oder  selbst  weniger  als  0  sein  könne.  Da 
dieses  unmöglich  ist,  so  ist  die  Voraussetzung,  dals  die 
Winkel  im  Dreieck  kleiner  sein  können  als  zwei  Rechte, 
unstatthaft. 

Damit  wäre  also  gezeigt,  dafs  die  Summe  der  Winkel 
gleich  zwei  Rechten  sein  mufs. 

Der  erste  Teil  des  Beweises  ist  einwurfsfrei;  „der  andere 
Teil  aber  hat  eine  schwache  Stelle,  nämlich  da,  wo  verlangt 
wird,  dafs  durch  D  eine  gerade  Linie  gezogen  werden  soll, 
die  E  und  F  zugleich  schneidet.  Diese  Forderung  stimmt 
im  wesentlichen  mit  dem  zu  beweisenden  Axiom  überein.  ^) 

Grelle  giebt  dann  noch  eine  Vereinfachung  des  auf  S.  16 
bewiesenen  Satzes,  erkennt  aber  Legendre's  Versuch,  das  be- 
rühmte Problem  zu  lösen,  als  der  vollständigen  Lösung  mög- 
lichst nahe  an;  er  verweist  femer  auf  den  Beweis  in  seinem 
Lehrbuch.     Vergl.  Zitat  aus  Grelle  p.  274. 

p.  26  folgt  der  Lehrsatz:  „Zwei  Parallelen  sind  überall 
'gleichweit  von  einander  entfernt." 


J.  H.  T.  Müller,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Halle  1844. 

Es  werden  zuerst  die  Winkelerklärungen  durchgenommen. 
Dann  heifst  es  p.  21:  „Haben  zwei  von  einer  dritten  m  halb- 
begrenzte Linien  eine  solche  Lage,  dafs  eine  derselben,  wenn 

')  Hiernach  ist  das  elfte  Axiom  identisch  mit  dem  folgenden : 
„Liegt  zwischen  zwei  von  einem  Punkte  ausgehenden  Strahlen  ein 
Punkt,  so  läfst  sich  immer  darch  ihn  eine  Gerade  legen,  die  die  beiden 
Strahlen  zugleich  schneidet/* 
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nennt  man  die  geschnittenen   Linien  parallel  oder  auch  Pa- 
rallellinien oder  kurz  Parallelen/' 

yjParallellinien  können  sich  niemals  schneiden,  soweit  sie 
auch  verlängert  werden  mögen/^ 

Beweis  durch  Kongruenz  von  HQlfsdreiecken.  Es  folgen 
dann  die  Sätze  tSber  das  Schneiden  von  Geraden,  wenn  die 
Summe  der  inneren  Winkel  kleiner  als  zwei  Rechte  ist. 

Dazu  bemerkt  der  Verfasser  p.  41:  ,,Es  ist  bereits  oben 
bemerkt,  dafs  dieser  Satz  nicht  streng  bewiesen  sei.  Soll  dies 
geschehen,  so  hat  man  folgenden  Weg  einzuschlagen. 

Wenn  man  in  der  Lehre  von  den  Parallelen  soweit  ge- 
diehen ist,  so  schalte  man  folgende  Sätze  ein: 

*  1)  Eine  halbbegrenzte  Gerade  erleidet  keine  Veränderung 
ihrer  Gröfse,  wenn  man  eine  vollbegrenzte  zu  ihr  hinzufügt 
oder  von  ihr  wegnimmt. 

2)  Ein  Winkelblatt  erleidet  keine  Veränderung  seiner 
Grofse,  wenn  man  durch  eine  Gerade,  die  dem  einen  seiner 
Schenkel  parallel  ist,  einen  halbbegrenzteu  Streifen  zu  ihm 
hinzufügt  oder  von  ihm  wegnimmt. 

3)  Nie  kann  ein  Winkelblatt,  sei  der  zugehörige  Winkel 
noch  so  klein,  ein  blofser  Teil  eines  halbbegrenzten  Streifens 
sein,  der  letztere  sei  so  breit  als  man  woUe.^ 

Eierauf  stützt  sich  dann  der  Beweis  in  der  bekannten 
Weise. 

Schliefslich  geht  der  Verfasser  noch  auf  den  Abstand 
der  Parallelen  ein. 

Legendre,  Elemente  der  Geometrie,  ed.  Crelle.^)  Berlin 
1844. 


^)  Aus  der  Vorrede  znr  zwölften  Auflage  des  Originals: 
„Da  der  Beweis  der  Theorie  der  Parallelen,  so  wie  er  sich  in  der 
dritten  bis  achten  Auflage  findet,  nicht  ganz  frei  von  Einwendungen 
war,  so  hatte  man  sich  entschlossen,  diese  Theorie  in  der  neunten  Auf- 
lage wiederum  beinahe  ganz  nach  Euklid  vorzutragen.  Fernere  Unter- 
suchungen über  diesen  Gegenstand  hatten  zu  zwei  neuen  Beweisen  des 
Lehrsatzes  von  der  Summe  der  Winkel  eines  Dreiecks  geführt,  die  ohne 
Hülfe  irgend  eines  Postulats  gegeben  werden. 

Von  diesen  ist   der,  der  sich  am  wenigsten  von  der  gewohnten 
Icht  entfernt,  hier  aufgenommen.** 
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.  p.  16:  Wird  der  Satz  von  der  Winkelsumme  des  Dreiecks 
durch  Konstruktion  von  Hülfsdreiecken  bewiesen,  indem  ge- 
zeigt wird,  dafs  die  Winkelsumme  immer  die  gleiche  bleibt, 
während  ein  Winkel  des  neuen  Dreiecks  kleiner  als  die  Hälfte 
eines  des  alten  Dreiecks  wird.  Die  Schwäche  des  Beweises  liegt 
darin,  dafs  diese  Konstruktion  unendlich  oft  angestellt  werden  mufs. 

p.  20  folgt  dann  das  elfte  Axiom  als  Lehrsatz  mit  einem 
ähnlichen  Beweise,  woran  sich  die  Winkelsätze  anschliefsen. 

In  einer  Anmerkung  p.  23  geht  Grelle  auf  das  Parallelen- 
problem näher  ein  und  legt  Legendre's  Beweis,  dafs  die  Winkel. 


summe  nicht  gr5fser  und  nicht  kleiner  als  222  sein  kann  „des 
Interesses  wegen''  dar.  Der  Vollständigkeit  wegen  soll  dieser 
Beweis  hier  mitgeteilt  werden. 

ABC  sei  das  geg.  Dreieck  und  ACJ  eine  gerade  Linie. 
Man  mache  CE=ÄC,  DCE=BÄC  und  DC=ÄB:  so 
ist  das  Dreieck  DCE  dem  Dreiecke  ABC  gleich.  Wäre  nun 
BAC+ABC+BCA>2q  {q  bedeute  einen  rechten  Winkel), 
80  wäre  BAC  +  ABC+BCA>BCA  +  DCE  +  BGD, 
weil  die  letzten  drei  Winkel  zusammen  gleich  zwei  rechten 
sind.  Nimmt  man  also  auf  beiden  Seiten  den  Winkel  BGA 
und  dann  den  Winkel  BAC  =^  DGE  weg,  so  bleibt 
ABG>BGD.  Da  aber  die  Winkel  ABG  und  BGB  von 
gleichen  Seiten  BG  =  BG  und  AB  =  GD  eingeschlossen 
sind,  so  folgt  daraus,  dafs  BD  <.AG  sein  müfste.^)  Man  mache 
auf  dieselbe  Weise  das  Dreieck  EFG  dem  Dreiecke  GDE 
oder  ABG  gleich:  so  wird  eben  so  gezeigt,  dafs  BF<GE 
oder  <AG  sein  müfste;  und  zwar  ist  zugleich  DF  '^  BD, 
weil  ^BGD  =  A  BEF.  Eben  das  läfst  sich  von  FE  und 
HK  zeigen;  so  weit  man  will.    Der  Unterschied  von  BD  und 

^)  Legendre  stützt  sicli  hierbei  auf  Sätze,  die  unabhängig  7on 
Parallelen  bewiesen  sind. 


I 
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Ebensp erger,  Gemeinfafsliche  Geometrie.  —  Nürnberg 
1850. 

p.  12:  „Zwei  oder  mehrere  Linieu,  in  derselben  Ebene 
liegend,  welche  in  allen  Punkten  gleichweit  von  einander  ent- 
fernt bleiben  und,  selbst  wenn  sie  unendlich  verlängert  wür- 
den, nie  zusammentreffen,  heifsen  Parallellinien.  Die^e 
können  sowohl  von  Geraden,  als  von  krummen  Linien  gebildet 
werden,"  _    

Lübsen,  Ausführliches  Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie. 
Hamburg  1850. 

p.  50:  „Zwei  gerade  Linieo,  welche  in  einer  Ebene  liegen 
und  nach  keiner  Seite  hin  zusammentreffen,  wie  weit  man  sie 
auch  yerlängert  denken  mag,  heifsen  parallel." 

Dann  folgen  die  Winkelsätze. 

p.  53:  „Lehrsatz.  Zwei  Parallellinien  sind  überall  gleich- 
weit  von  einander  entfernt." 

Durch  Kongruenz  von  Dreiecken  bewiesen. 


Bartholomäi,  Geradlinige  Planimetrie.  —  Jena  1851. 

p.  14.  §  25:  „Die  Möglichkeit  sich  nicht  schneidender 
Geraden  ist  nur  eine  logische,  denn  wir  wissen  noch  nicht, 
ob  es  wirklich  Gerade  giebt,  welche  sich  nicht  schnei- 
den,   " 

p.  42.  §  63:  „Wir  haben  jetzt  zu  den  sich  nicht  schnei- 
denden Geraden  überzugehen.  Wir  bekümmern  uns  nur  um 
diejenigen,  welche  in  derselben  Ebene  liegen.  Sie  heifsen 
Parallellinien  oder  Parallelen.  Parallelen  sind  also 
solche  Gerade  in  der  Ebene,  welche  sich  nirgends 
schneiden. 

Durch  diese  Erklärung  ist  der  Begriff  der  Parallelen  nur 
negativ  bestimmt,  und  die  Realität  derselben  noch  nicht  er- 
wiesen. Wir  haben  deshalb  die  doppelte  Aufgabe:  1)  aus 
der  negativen  Erklärung  der  ParaHelen  eine  positive 
abzuleiten,  2)  die  Wirklichkeit  der  Parallelen  nach- 
zuweisen. 

§  64.  „Parallelen  treffen  nie  zusammen,  also  bilden  sie 
keinen  Winkel,  mithin  kann  kein  Unterschied  ihrer  Richtungen 
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gedacht  werden,  folglich  haben  sie  dieselbe  Richtung.  Mithin 
sind  Parallelen  solche  Gerade,  welche  dieselbe  Rich- 
tung haben. 

Parallelen  sind  inbezag  auf  die  Richtung  dieselbe  Linie.  — '* 

§  65  lost  dann  die  Aufgabe  2  des  §  63. 

§  66  fafst  den  Parallelstreifen  auf  und  weist  nach: 
,,Parallelen  sind  solche  Gerade,  welche  eine  Fläche  einschliefsen, 
welche  inbezug  auf  die  Halbebene  gleich  Null  oder  verschwin- 
dend klein  ist." 

Kunze,  Lehrbnch  der  Geometrie.  —  Jena  1851. 

p.  37:  „Eine  Linie  von  der  Beschaffenheit,  dafs  alle  ihre 
Punkte  in  einerlei  Ebene  von  einer  Geraden  gleichweit  ab- 
stehen, heilst  eine  Parallellinie  oder  eine  Parallele  zu 
derselben.*' 

„Grundsatz.  Die  Parallele  zu  einer  Geraden  ist  selbst 
eine  Gerade." 

ünger.  Die  Geometrie  des  Euklid.  —  Leipzig  1851. 

Zu  der  p.45— 49  ganz  in  Euklidscher  Weise  dargestellten 
Parallelenlehre  heifst  es  in  einem  Anhange  p.  66:  „Die  Er- 
klärung der  Parallelen  enthält  blofs  negative  Merkmale;  man 
erfährt  durch  dieselbe,  „dafs  es  Linien  in  einer  Ebene  sind, 
die  nicht  zusammen  treffen^'  und  daher  bietet  diese  Erklärung 
direkt  kein  Mittel  dar,  woraus  sich  erkennen  liefse  „ob  zwei 
geg.  Linien  parallel  oder  nicht'*."  Die  Frage  nach  den  Merk- 
malen erledige  sich  durch  eine  dritte  Linie  und  die  Sätze  über 
die  Winkel.  

August,  Lehrbuch  der  Mathematik.  —  Berlin  1852. 

p.  35:  „Zwei  gerade  Linien  heifsen- parallel,  wenn  sie 
in  derselben  Ebene  liegen  und  zu  beiden  Seiten,  so  weit  man 
will,  verlängert  nie  zusammentreffen.^' 

Diese  Erklärung  folgt  nach  der  Lehre  von  der  Kongruenz. 
Daran  schliefsen  sich  zwei  (resp.  drei)  Lehrsätze,  wie  der  fol- 
gende: 

„Wenn  bei  zweien  von  einer  dritten  durchschnittenen 
Linien  die  inneren  Winkel  auf  einer  der  schneidenden  Linie 
zusammengenommen  zwei  rechte  betragen;   so  ist  dies  auch 

Schotten,  der  planimetr.  Unterricht.    II.  19 
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auf  der  andern  Seite  der  Fall  und  die  Gegenwinkel  und  Wechsel- 
winkel sind  überall  gleich/' 

Dann  heifst  es:  ,^Wenn  zwei  gerade  Linien  von  einer 
dritten  so  durchschnitten  werden,  dafs  beide  innere  Winkel 
gleich  sind,  so  sind  die  Linien  parallel/' 

Als  ümkehrung  dieses  Satzes  folgt  ^, Grundsätzlicher 
Lehrsatz:  Zwei  Linien,  die  mit  einer  durchschneidenden  auf 
einer  Seite  innere  Winkel  bilden,  die  zusammen  kleiner  als 
zwei  rechte  sind,  treffen  sich  gehörig  verlängert  auf  dieser 
Seite." 

Es  wird  hervorgehoben,  dafs  dieser  Lehrsatz  aus  den  da- 
gewesenen Grundsätzen  und  Lehrsätzen  sich  nicht  streng 
beweisen  lasse.  Euklides  habe  ihn  daher  als  Grundsatz  auf- 
gestellt. Viele  Beweise.  Es  folgt  dann  als  angeblich  ein- 
fachster ein  indirekter  Beweis,  der  sich  auf  den  Hülfssatz 
stützt,  dafs  jedes  beliebige  Wiukelblatt  gröfser  ist  als 
jeder  beliebige  Parallelstreifen." 


Eosack,  Beiträge  zu  einer  systematischen  Entwicklung 
der  Geometrie  aus  der  Anschauung.  —  Nordhausen  1852. 
(Progr.) 

p.  19:  „Parallele  Linien  sind  solche,  welche  dieselbe  Rich- 
tung haben.  Solche  Linien  werden  ihrer  Natur  nach,  soweit 
man  sie  auch  yerlängem  mag,  nie  zusammentreffen.''  Winkel- 
sätze  mit  ßichtungsbeweis.  —  Umkehrungen. 


Fresenius,  Die  Raumlehre  eine  Grammatik  der  Natur. 
Frankfurt  a.  M.  1863. 

p.  40:  ,,Lassen  wir  zwei  Punkte  sich  mit  gleicher  Rich- 
tung bewegen,  doch  nicht  so,  dafs  der  eine  in  der  Richtung 
des  andern  liegt,  sondern  nach  irgend  einer  andern  Seite 
hin,  80  erhalten  wir  zwei  gleichgerichtete  oder  parallele 
Linien. 

Zwei  mit  gleicher  Richtung  bewegte  Punkte  können  nie 
zusammentreffen.  Sonst  müfsten  sie  ja  auch  umgekehrt  aus 
einem  Orte  herkommen  können,  was  für  zwei  gleiche  Rich- 
tungen eine  Unmöglichkeit  ist." 
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Gernerth,  Grandlehren  der  ebenen  Geometrie.  —  Wien 
1857. 

p.  8:  „Werden  gerade  Linien,  welche  in  einer  und  der- 
selben Ebene  liegen ,  bezüglich  ihrer  Richtung  mit  ein- 
ander verglichen,  so  sind  zwei  Fälle  möglich;  sie  haben  ent- 
weder dieselbe  Richtung  oder  yerschiedene  Richtung/^ 
(Namen.) 

p.  9:  „Aus  der  Einerleiheit  der  Richtungen  paralleler 
Linien  ergiebt  sich  folgende  Grandeigenschaft  derselben:  Pa- 
rallele Linien  treffen,  beliebig  weit  verlängert,  nie 
zusammen.'' 

Der  Beweis  der  Winkelsätze  stützt  sich  natürlich  auf  die 
„gleiche  Abweichung  der  Richtungen.'^ 


Snell,  Lehrbuch  der  geradlinigten  Planimetrie.  —  Leipzig 
1857. 

p.  18:  „Zwei  gerade  Linien  können  so  liegen,  dafs  sie, 
selbst  ins  Unendliche  nach  beiden  Seiten  verlängert,  sich  nicht 
schneiden.  In  diesem  Falle  heilsen  die  Linien  gleichlaufend 
oder  parallel." 

Die  Winkelsätze  werden  mit  Richtungsbeweis  gegeben. 

^^  • 

Ley,  Die  Planimetrie.  —  Bonn  1858. 
p.  14:   „Linien  heifsen  parallel,  wenn  sie  in  derselben 
£bene  liegen  und  verlängert  sich  nie  treffen." 
Beweis  mittelst  Parallelverschiebung. 


F.  W.  Becker,  Lehrbuch  der  Elementargeometrie.  Oppen- 
heim a.  R.  1859. 

p.  4:  „Liegen  zwei  Gerade  so,  dafs  sie  sich  nicht  schnei- 
den, wenn  man  sie  auch  noch  so  weit  verlängert,  so  heifsen 
sie  gleichlaufend  oder  parallel." 


Heidenreich,  Die  Elemente  der  niederen  Geometrie.  — 
Leipzig  1859. 

§  5  handelt  von  den  Winkeln,  wenn   zwei  Gerade   von 

einer  dritten  geschnitten  werden  und  weist  die  Beziehungen 

unter  diesen  nach. 

19* 
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§  6:  ^yZwei  gerade  Linien,  welche,  soweit  man  sie  aucb 
verlängern  mag,  sich  nicht  tneffen,  oder,  was  dasselbe  sagt^ 
zwei  gerade  Linien,  die  gleiche  Richtung  haben,  heifsen  Pa- 
rallellinien/' 

„Man  kann  die  eine  oder  andere  Erklärung  von  Parallel- 
linien wählen;  im  wesentlichen  stimmen  beide  mit  einander 
Qberein.  Denn  gleich  gerichtete  Linien  können  sich  nie  treffen, 
da  sie  in  diesem  Falle  einen  Winkel  bilden,  also  verschiedene 
Richtung  haben  müfsten/' 


Franke,  Die  Elemente  der  eb.  Geometrie.  —  Hannover 
1860. 

p.  11:  „Zwei  Gerade  heifsen  parallel,  wenn  sie  sich  nicht 
schneiden,  wie  weit  sie  auch  verlängert  werden.  Da  zwei 
parallele  Gerade  sich  nicht  schneiden,  so  erleidet  die  eine 
gegen  die  andere  keine  Ablenkung,  es  haben  daher  beide 
Gerade  gleiche  Richtung.'' 

Der  Beweis  stützt  sich  auf  dieselbe  Ablenkung. 


Giffhorn,  Leitfaden  der  eb.  Geometrie  etc.  —  Braun- 
schweig 1862. 

p.  11:  „Zwei  Linien  können  nicht  nur  ihrer  Grofse,  son- 
dern auch  ihrer  Richtung  nach  mit  einander  verglichen  werden 
und  sind  dann  entweder  gleichgerichtet,  gleichlaufend  (parallel) 

oder Um  über  die  Parallelität  zweier  Linien  urteilen 

zu  können,  müssen  ihre  Richtungen  mit  der  Richtung  einer 
dritten  sie  durchschneidenden  Linie  verglichen  werden/' 


Wiegand,  Planimetrie.  —  Halle  1863. 

p.  22:  „Zwei  Linien,  welche  ohne  zusammenzufallen  eine 
und  dieselbe  Richtung  haben,  nennt  man  gleichlaufend  oder 
parallel." 

,Jjehrsatz.  Parallele  Linien  schneiden  einander  niemals 
und  nirgends,  soweit  man  sie  auch  nach  beiden  Seiten  ver- 
längern mag"  und  Umkehrung. 

Winkelsätze  mit  Richtungsbeweis. 
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Dronke,  Die  Elemente  der  eb.  Geometrie. —  M.Gladbach 
1864. 

p.  4:  ,,Zwei  gerade  Linien,  die  ins  Unendliche  verlängert 
sich  nicht  schneiden,  heifsen  Parallellinien  und  man  sagt,  die 
eine  sei  parallel  der  andern.^ 

„Der  von  zwei  Parallelen  eingeschlossene  Baum  wird  Pa- 
rallelraum genannt.'' 

„Jeder  Winkel  nimmt  einen  grofseren  Flächen- 
raum  ein,  als  jeder  Parallelraum/' 

,,Schneidet  eine  Gerade  eine  von  zwei  Parallellinien,  so 
schneidet  sie  bei  gehöriger  Verlängerung  auch  die  andere/' 
Auf  diese  Sätze  stützt  sich  dann  der  Beweis  des  elften  Axioms; 
den  wichtigsten  habe  ich  durch  den  Druck  hervorgehoben. 


Funck,  Das  Euklidische  System  der  Geometrie  der  Ebene. 
—  Berlin  1864 

p.  3 :  „Parallellinien  sind  Linien,  die  in  einer  Ebene  liegen, 
und,  wenn  auch  noch  so  weit  nach  beiden  Seiten  verlängert, 
sich  niemals  schneiden.'' 


Weifsenborn,  Die  Elemente  der  Planimetrie.  —  Halle 
1864. 

p.  19:  „Wenn  zwei  Gerade  gleiche  Bichtung  haben,  so 
sagt  man,  sie  sind  Parallellinien." 

„Grundsatz.  Zwei  parallele  Gerade  können  sich  nie  schnei- 
den, wenn  man  sie  auch  noch  so  weit  verlängert.  Und  um- 
gekehrt*. Wenn  sich  zwei  Gerade  in  derselben  Ebene  nirgends 
schneiden,  auch  nicht,  wenn  sie  noch  so  weit  verlängert  wer- 
den, so  sind  sie  parallel." 

Die  Winkelsätze  werden  mit  Hülfe  des  gleichen  Bichtungs- 
unterschiedes  bewiesen. 

Sonndorfer,  Lehrbuch  der  Geometrie. —  Wien  1865. 

p.  11:  „Zwei  Gerade  haben  dieselbe  Bichtung,  so  heifsen 
sie  parallel." 

„Zwei  Linien  sind  parallel,  wenn  sie  noch  so  weit  ver- 
längert sich  nie  treffen." 
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„Zu  einer  gegebenen  Geraden  kann  durch  einen  anfser 
derselben  liegenden  Punkt  nur  eine  Parallele  gelegt  werden.^ 

Sonnenburg,  Ebene  Geometrie.    Bremen  1868. 

p.  10:  „Zwei  unendliche,  gerade  Linien  in  der  unbe- 
grenzten Ebene,  welche  nicht  konvergieren,  also  sich  nicht 
schneiden,  heifsen  Parallellinien/' 

„Schneiden  sich  zwei  gerade  Linien,  so  giebt  es  keine 
dritte,  welche  mit  einer  jeden  von  beiden  parallel  ist.^'  Bei^eis 
indirekt. 

Die  Winkelsätze  werden  durch  Deckung  der  Halbstreifen 
bewiesen.  

Teirich,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Wien  1868. 

p.  13:  „Zwei  in  einer  Ebene  liegende  gerade  Linien^  welche 
gleiche  Richtung  besitzen,  ohne  ineinander  zu  fallen,  heifsen 
parallel." 

„Man  erkennt  leicht,  dafs  zwei  solche  Gerade  immer  in 
derselben  Entfernung  von  einander  bleiben  und  niemals  zu- 
sammentreffen, wie  weit  man  sie  auch  yerlängern  mag." 

„Zu  einer  Geraden  läfst  sich  daher  durch  einen  anfser* 
halb  derselben  liegenden  Punkt  jederzeit  eine,  aber  auch  nur 
eine  Parallele  ziehen," 

Das  elfte  Axiom  wird  ebenfalls  als  Grundsatz  aus- 
gesprochen.   

Adam,  Lehrbuch  der  eb.  u.  körperl.  Geometrie.  Berlin  1869. 

p.  12:  „In  jeder  Fläche  des  Würfels  bleiben  je  zwei 
gegenüberstehende  Kanten,  soweit  man  sie  auch  verlängert 
denkt,  in  stets  gleicher  Entfernung  von  einander.  Ebendas- 
selbe nimmt  man  wahr  an  den  gegenüberstehenden  Kanten 
eines  viereckigen  Tisches  etc. 

Linien  dieser  Art  heifsen  gleichlaufend  oder  parallel. 
Hieraus  folgt: 

Parallele  Linien  liegen  in  einer  und  derselben 
Ebene  und  behalten  auch  bei  unendlicher  Verlänge- 
rung stets  die  gleiche  Entfernung  von  einander  bei.'' 

Daran  schliefsen  sich  Übungen  und  dann  Auseinander- 
setzungen über  Konvergenz  und  Divergenz. 
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Beez,  Die  Elemente  der  Geometrie.  —  Plauen  1869. 

p.  23:  ;,Zwei  Gerade^  die,  soweit  man  sie  auch  verlängert, 
einander  nie  schneiden,  heifsen  parallel/^ 

Hieran  schliefsen  sich  Erklärungen  und  Lehrsätze. 

p.  26:  ,,Durch  einen  Punkt  aufserhalb  einer  Geraden  ist 
nur  eine  Parallele  zu  derselben  möglich.^' 

Indirekter  Beweis. 

Runimer,  Elementargeömetrie.  —  Heidelberg  1869. 

p.  2:  „Zwei  gerade  Linien  haben  gleiche  Richtung, 
dann  nennt  man  sie  gleichlaufende  oder  Parallellinien.'' 

Die  Winkelsätze  werden  p.  4  in  bezug  auf  Parallelen  aus- 
gesprochen und  sind  der  Erklärung  gemäfs  mit  Richtungs- 
beweis versehen. 

Fr.  Becker,  Die  elementare  Geometrie  in  neuer  Anord- 
nung. —  Hanau  1870.     (Progr.) 

p.  22:  „Der  gemeinsame  Punkt  zweier  Geraden  kann  auch 
in  unendlicher  Ferne  liegen,  man  sagt  dann,  die  Geraden 
schneiden  sich  gar  nicht.  Die  Geraden  heifsen  in  diesem 
Falle  parallel." 

„Lehrsatz.  Wenn  ein  Ereuz  durch  eine  Transversale 
ebenbildlich  geschnitten  wird,  so  kann  dieselbe  die  zweite 
Gerade  des  Kreuzes  selbst  bei  weitester  Verlängerung  nicht 
treffen  und  ist  ihr  parallel.  (Gewöhnlich  lautet  dieser  Satz: 
Wenn  zwei  Gerade  von  einer  dritten  so  geschnitten  werden, 
dafs  die  entstehenden  korresp.  und  Weckselwinkel  gleich  oder 
die  inneren  und  äufseren  entgegengesetzten  Winkel  supplementär 
sind,  so  sind  die  Geraden  parallel.)" 

Hierzu  bemerkt  Becker:  „Ein  solches  Geschnittenwerden 
ist  aber  nur  dann  möglich,  wenn  die  Geraden  schon  parallel 
sind,  und  findet  in  diesem  Falle  die  Gleichheit  der  erwähnten 
Winkel  für  jeden  beliebigen  Schnitt  statt.  Es  sollte  daher 
der  Satz  also  lauten:  Wenn  zwei  sich  schneidende  Geraden 
von  einer  dritten  so  geschnitten  werden,  dafs  gleiche  .  .  .  .  ' 
Winkel  entstehen,  so  ist  die  Schneidende  der  einen  der  beiden 
Geraden  parallel*,  oder  er  sollte  lauten:  Wenn  zwei  Gerade, 
welche  von  einer  dritten  geschnitten  werden,  so  zu  einander 
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liegen ;   dafs  die  durch   diesen  Schnitt   entstehenden   korresp. 
Winkel  gleich  sind,  so  sind  diese  Geraden  parallel/' 

Als  Beweis  des  Lehrsatzes  wird  der  durch  Deckung  ge- 
gebeu.  Ebenfalls  als  Lehrsatz  folgt  dann  der  Satz,  dafs  durch 
einen  Punkt  nur  eine  Parallele  zu  einer  Geraden  möglich  ist. 


Frischauf,  Elemente  der  Geometrie.  —  Graz  1870. 

p.  5:  ,,Sind  zwei  in  einem  Punkte  S  sich  schneidende 
Gerade  a  und  b  gegeben,  und  dreht  man  (in  derselben  Ebene) 
die  Gerade  h  um  einen  in  ihr  befindlichen  Punkt  B  derart, 
dafs  ihr  Durchschnitt  mit  a  immer  weiter  und  weiter  rückt, 
so  kann  man  schliefslich  eine  Lage  der  Geraden  h  erhalten, 
für  welche  der  Durchschnitt  verschwindet:  man  nennt  diese 
Lage  der  beiden  Geraden  die  parallele,  und  beide  Gerade 
zu  einander  parallel.  Wird  die  Drehung  weiter  fortgesetzt, 
so  erscheint  der  Durchschnittspunkt  auf  der  entgegengesetzten 
Seite  der  Geraden  a." 

„Von  einem  Punkte  aulserhalb  einer  gegebenen  Geraden 
läfst  sich  nur  eine  Gerade  ziehen,  welche  zur  gegebenen  Ge- 
raden parallel  ist."^)         

Grunert,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  —  Branden- 
berg  a/H.  1870. 

p.  48:  „Zwei  in  einer  Ebene,  ohne  sich  zu  decken,  nach 
ein  und  derselben  Richtung  hin  sich  erstreckende  oder  gegen 
einander,  wie  weit  man  sie  auch  nach  beiden  Seiten  hin  ver- 
langem  mag,  immer  völlig  ein  und  dieselbe  Lage  habende 
gerade  Linien  heifsen  einander  parallel.^' 

Li  einer  Anmerkung  (nicht  für  Schüler)  legt  der  Verfasser 
dar,  warum  seiner  Ansicht  nach  das  vorliegende  Problem  ein 
eigentümliches  Axiom  erfordert.  Als  solchen  Grundsatz  stellt 
ei'  auf:  „Zwei  gerade  Linien,  deren  jede  einer  gewissen  dritten 
geraden  Linie  parallel  ist,  sind  einander  parallel/' 

Daran  schliefsen  sich  die  Winkelsätze. 


^)  Hierzu  sagt  eine  Anmerknng:  Dieser  Satz  wird  als  Axiom   be- 
rächtet. 
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Heia   und   Eschweiler,   Lehrbuch   der   Geometrie. 
Köln  1870. 

Die  Parallelenlehre  geht  aus  von  den  Winkeln  beim 
Durchschnitte  zweier  geraden  Linien  mit  einer  dritten. 

p.  11:  yyParallele  Linien  heilsen  solche  Linien^  welche 
in  einer  Ebene  liegen  und  sich  nicht  schneiden,  so  weit  man 
sie  auch  nach  beiden  Seiten  hin  yerlängern  mag/' 

Dann  folgt  der  Satz^  dafs  wenn  die  besondern  Winkel- 
beziehungen  eintreten,  die  Geschnittnen  parallel  sind. 

Beweis  durch  Deckung  der  Halbstreifen. 

Hierauf  die  Umkehrung  des  11.  Axioms  mit  indirektem 
Beweis,  dann  das  elfte  Axiom  selbst  ohne  Beweis^  aber  in 
einem . Anhange,  p.  299,  der  Bertrand-Schulz'sche  Beweis.^) 


.  Job.  Müller,  Lehrbuch  der  element.  Planimetrie.  • — 
Bremen  1870. 

p.  21:  „Wie  die  Lage  zweier  Punkte  gegen  einander  aus 
der  Bewegungsgröfse  erkannt  wird,  welche  erforderlich  ist  um 
die  beiden  Punkte  zum  Zusammenfallen  zu  bringen,  so  ist 
auch  mit  der  Lage  zweier  Geraden  gegen  einander  kein  andrer 
Begriff  zu  verbinden.  Da  aber  in  der  Geraden  die  veränder- 
lichen Grundvorstellungen  beide  enthalten  sind,  so  sind  für 
die  Gerade  zwei  einfache  Bewegungen  möglich:  Verschiebung 
und  Drehung  (aufserdem,  im  Baume,  eine  Kombination  beider 
Bewegungen)." 

„Zwei  Geraden,  welche  sich  durch  Verschiebung  ohne 
Richtungsänderung  zur  Deckung  bringen  lassen,  werden  parallel 
genannt.^' 

„Man  erhält  also  zwei  parallele  Geraden,  wenn  man  von 
zwei  sich  deckenden  Geraden  die  eine  ohne  Richtungsänderuug 
verschiebt.*' 

„Da  parallele  Geraden  ohne  Richtungsänderung  zur  Deckung 
gebracht  werden  können,  so  haben  sie  dieselbe  Richtung;  man 
nennt   sie   deshalb    auch  gleichgerichtete   Geraden.     Eine  be- 


')  Bertrand,  D^veloppement  nouveau  de  la  partie  ^lämentaire  des 
Mathematlques.    4.   Gen^ve  1778. 

Schulz,  Entdeckte  Theorie  der  Parallelen.    Königsberg  178V86. 
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stimmte  Richtung  ist  nicht  an  einen  bestimmten  Ort  gebunden^ 
sondern  an  jedem  Orte  existiert  dieselbe  Richtung.'' 

.^Parallele  Geraden  laufen  nebeneinander  her^  ohne  jemals 
zusammenzutreffen/' 

Die  Winkelsätze  werden  p.  30  unter  der  Bezeichnung 
„das  offene  Dreiseit"  behandelt  Ihre  Behandlungsweise  geht 
aus  den  Erklärungen  hervor. 


Brockmann,  Lehrbuch  der  element.  Geometrie. —  Leipzig 
1871. 

p.  9:  „Aufser  der  Lage,  in  welcher  zwei  Gerade  sich 
schneiden  und  Winkel  bilden,  ist  noch  eine  Lage  zweier  Ge- 
raden in  der  Ebene  möglich,  nämlich  die,  in  welcher  sie  sich, 
selbst  bei  unendlicher  Verlängerung,  niemals  schneiden. 

Linien,  welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  keinen  Punkt 
miteinander  gemeinschaftlich  haben,  heifsen  parallele  Linien, 
Parallelen. 

Die  Parallelen  bilden  also  mit  einander  keine  Winkel, 
oder  es  besteht  keine  Abweichung  der  Richtung  derselben  von 
einander.  Da  nun  jede  andere  Linie,  welche  von  einem  Punkte 
einer  dieser  Parallelen  aus  gezogen  ist,  mit  dieser  einen  Winkel 
macht  und  daher  von  der  Richtung  dieser  abweicht,  so  muls 
sie  auch  von  der  Richtung  der  andern  abweichen  d.  h.  mit 
ihr  einen  Winkel  bilden  oder  sie  schneiden.  Es  folgen  daher 
als  Grundsätze:  1)  Durch  einen  Punkt  ist  zu  einer 
Geraden  nur  eine  Parallele  möglich;  und  2)  Eine  Linie, 
welche  eine  von  zwei  Parallelen  schneidet,  schneidet 
auch  die  andere." 

Hartmann,  Geometrischer  Leitfaden.  —  Bautzen  1872. 
—  In  Form  von  Fragen  und  Anweisungen. 

p.  2:  „Jede  bestimmte  Richtung  einer  Geraden  nennen 
wir  Lage. 

Welche  zwei  Hauptfalle  sind  zu  unterscheiden,  wenn  man 
zwei  Geraden  nach  ihrer  Lage  mit  einander  vergleicht?'' 

p.  3:  „Welche  Geraden  nennt  man  parallel?" 

„Wie  viele  Geraden  kann  man  durch  einen  Punkt  zu  einer 
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davon   entfernt  liegenden   Geraden   legen?     Warum    können 
parallele  Gerade  einander  niemals  schneiden?^' 


Hering,  Planimetrie.  —  Leipzig  1872. 

p.  4:  „Zwei  Gerade  heifsen  parallel,  wenn  sie  nach 
beiden  Seiten  beliebig  verlängert,  keinen  oder  einen  unendlich 
weit  entfernten  (fallende  JS^örper,  Sonnenstrahlen)  Punkt  ge- 
meinschaftlich haben/' 

p.  24:  Die  Winkelsätze  stützen  sich  auf  den  Begri£f  der 
Richtung.  —  Daran  schliefsen  sich  direkt  die  Sätze  vom 
Aufsenwinkel  und  der  Dreieckswinkelsamme. 


Sadebeck,  Elemente  d.  e.  Geometrie.  —  Breslau  1872. 

p.  11:  „Zwei  gerade  Linien,  welche  beliebig  verlängert 
nirgends  zusammentreffen,  heifsen  parallel.'' 

„Grundsatz.  Durch  einen  Punkt  aulserhalb  einer  geraden 
Linie  ist  zu  dieser  nur  eine  einzige  parallele  Linie  möglich." 

Die  Winkelsätze  durch  Deckung  der  Halbstreifen  bewiesen. 


Schlegel,  System  der  Baumlehre.  —  Leipzig  1872. 

p.  23:  „Ein  von  zwei  Geraden  mit  verschiedner  Lage  ein- 
geschlossner  Teil  der  Ebene  heifst  Ebenenstreifen.  Seine 
Gröfse  ist  unbestimmt;  denn  da  die  Gerade  nicht  begrenzt  ist, 
so  ist  auch  ein  durch  ihre  Bewegung  erzeugtes  Gebilde  nicht 
vollkommen  begrenzt." 

„Zwei  Geraden  nach  verschiedner  Lage  aber  gleicher 
Richtung  heifsen  parallel." 


Job,  Lehrbuch  der  Planimetrie.  —  Dresden  1873. 

Nach  der  Erklärung  des  Begriffes  Wechselwinkel  heifst 
es  p.  16:  „Hat  man  eine  gerade  Linie  und  aufserhalb  der- 
selben einen  Punkt  und  zieht  man  von  demselben  nach  irgend 
einem  Punkte  der  geg.  Geraden  eine  zweite  Gerade,  so  läfst 
sich  immer  durch  den  Punkt  eine  Gerade  von  solcher  Beschaffen- 
heit legen,  dafs  die  entstandnen  Wechselwinkel  gleich  sind." 

Beweis  mittelst  Drehung. 
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„Werden  zwei  gerade  Linien  so  Ton  einer  dritten  ge- 
schnitten ^  daHs  gleiche  Wechselwinkel  entstehen,  so  treffen 
sich  dieselben  nicht,  man  mag  sie  yerl&ngern  so  weit  als 
man  will." 

Beweis  durch  Deckung  der  Halbstreifen. 

y^Zwei  gerade  Linien ,  die  mit  einer  Durchschneidenden 
gleiche  Wechselwinkel  bilden,  nennt  man  Parallellinien/' 

Man  kann  sie  auch  definieren' 

1)  als  Nichtschneidende, 

2)  als  Linien  gleicher  Richtung/' 


Nagel,  Lehrbuch   der  ebenen  Geometrie.  —  Ulm    1873. 

p.  2:  yyWenn  zwei  gerade  Liuien,  so  weit  man  sie  Ter- 
längert,  nicht  zusammentreffen,  so  sind  sie  parallel.'^ 

p.  8:  „Um  die  Eigenschaften  der  Parallellinien  zu  unter- 
suchen, vergleicht  man  die  Winkel  untereinander,  welche  eine 
gerade  Linie  mit  ihnen  macht,  wenn  sie  beide  Parallelen 
schneidet 

Erster  Satz:  „Bei  Parallellinien  ist  jeder  äufsere  Winkel 
seinem  inneren  Gegenwinkel  gleich.'*     Richtungsbeweis. 

Nach  dem  Satze  von  der  Dreieckswinkelsumme  folgen 
dann  die  Umkehrungen. 


Spieker,  Ebene  Geometrie.  —  Potsdam  1873. 

p.  11:  „Zwei  gerade  Linien  in  einer  Ebene,  welche  ohne 
sich  zu  decken  gleiche  Richtung  haben,  heifsen  parallel.'' 

„Parallelen  schneiden  sich  auch  bei  unbegrenzter  Ver- 
längerung nicht." 

Dann  folgt  die  Umkehruug. 

Die  Winkelsätze  haben  den  Richtungsbeweis. 


Baltzer,  Die  Elemente  der  Mathematik.  —  Leipzig  1874. 

p.  31:  „Wenn  zwei  Gerade  mit  einer  dritten  Geraden 
Winkel  bilden,  die  gleich  oder  um  180*^  verschieden  sind  — 
jede  Gerade  in  einer  bestimmten  Richtung,  die  Winkel  in 
"rlei  Sinn  genommen,  so  schneiden  sie  sich  nicht." 

Indirekter  Beweis  durch  Kongruenz  der  beiden  Parallel- 
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Hinweis  auf  den  Mangel   des   Bertrand'schen  Beweises. 

p.  12:  „Wenn  in  einem  Dreieck  ABC  ein  Winkel  BAC 
und  eine  an  demselben-  liegende  Seite  CA  unverändert  bleibt, 
und  die  andere  daranliegende  Seite  AB  zu  wachsen  beginnt, 
so  beginnt  der  ihr  gegenüberliegende  Winkel  AGB  zu  wachsen. 
Wenn  es  nun  einen  bestimmten  Winkel  ACD  giebt^  welchem 
der  Winkel  AGB  bei  hinreichender  Gröfse  der  Seite  AB  bis 
auf  eine  beliebig  kleine  Differenz  sich  nähert,  so  heifst  der 
Schenkel  02)/ welcher  nach  einem  unendlich  fernen  Punkt 
(dieser  Ausdruck  ist  von  Desargues  1630  und  in  weiterem 
Umfange  von  Newton  1687  gebraucht  worden)  des  Schenkels 
A,B  gerichtet  ist  und  letzteren  nicht  schneidet,  während  alle 
▼on  G  ausgehenden  und  in  dem  Winkel  AGB  enthaltnen 
Schenkel  ihn  schneiden,  parallel  mit  AB, 

Der  Winkel  AGB  kann  das  Supplement  des  Winkels  BAG 
erreichen,  aber  nicht  überschreiten.  Wenn  NG  normal  zm  AB 
ist,  w^nn  NIS  und  NB'  entgegengesetzte  Richtungen  haben 
und  wenn  der  Winkel  D'GN  =  NGB  ist,  so  folgt  aus  der 
Kongmenz  der  (offnen)  Figuren  BNGD  und  B'NGD\  dafs 
auch  CD'  parallel  mit  NB\  Wenn  insbesondre  der  Winkel 
NGB  recht  ist,  so  ist  D'GN+  NGB  =  180<^,  und  die  beiden 
Parallelen  CB  und  GD'  liegen  auf  einer  Geraden. 

Wenn  aber  eine  solche  Grenze  AGB  des  Winkels  AGB 
nicht  existiert,  wenn  die  Gerade  eine  geschlossene  Linie  ist, 
auf  der  man  von  A  über  B  in  derselben  Richtung  weitergehend 
nach  A  gelangt,  so  sind  die  Parallelen  nicht  konstruierbar. 

Den  Parallelen  entsprechend  werden  einer  Geraden  ent- 
weder zwei  getrennte  unendlich  ferne  Punkte  (real  oder  nicht 
real),  oder  ein  unendlich  ferner  Punkt  zugeschrieben. 

Welcher  von  den  drei  möglichen  Fällen  stattfindet,  kann 
weder  empirisch  (durch  Beobachtung)  noch  theoretisch  (spe- 
kulativ) entschieden  werden.  Auf  die  Voraussetzung  eines 
unendlich  fernen  Punktes  der  Geraden  ist  die  gemeine, 
Euklidsche  Geometrie  gegründet,  der  die  Erfahrung  nicht 
widerspricht  und  die  im  Folgenden  entwickelt  wird;  auf  die 
Voraussetzung  eines  Paares  unendlich  ferner  Punkte  der  .Ge- 
raden wird  die  allgemeine,  Nicht-Euklidsche  Geometrie 
gegründet." 
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Hieran  schlielst  sich  in  einer  Anmerkung  eine  werbrolle 
historische  Darstellung  (verbunden  mit  Angabe  der  älteren 
Litteratur);  von  der  wir  hier  das  Wichtigste  geben  wollen- 

Gauss  1792  ist  von  der  ünbeweisbarkeit  des  11.  Axioms 
überzeugt.  Bestätigung  dieser  Überzeugung  durch  die  von 
Gauss,  J.  Bolyai,  Lobatschewsky  aufgestellte  wider- 
spruchsfreie Geometrie,  indem  sie  die  Möglichkeit  geradliniger 
Dreiecke  mit  verschiednen  Winkelsummen  (unter  180®)  zu- 
liefsen.  Diese  erhält  den  Namen  Nicht-Euklidsche  (ima- 
ginäre) Geometrie^  Astralgeometrie,  Pangeometrie.  — 
Diese  Arbeiten  fallen  in  die  erste  Hälfte  dieses  Jahrhunderts. 

Die  Möglichkeit  einer  Geometrie  bei  Negation  unendlich 
ferner  Punkte  der  Geraden  ist  von  ßiemann  1854  erkannt 
worden. 

Der  Übergang  der  allgemeinen  Untersuchung  zu  der 
Euklidschen  findet  sich  nun  im  folgenden  Satze: 

„Wenn  die  Schenkel  CD  mit  NB,  CD'  mit  NB'  parallel 
sind,  wenn  die  Winkel  NCD,  D'CN  recht  sind,  und  daher 
CD  und  CD'  auf  der  Geraden  DD'  liegen  (Axiome  der  ge- 
meinen Geometrie),  so  sind  die  Geraden  BB',  DD'  parallel 
und ** 

Helmes,  Planimetrie.  —  Hannover  1874. 

Nach  Erledigung  der  Winkelsätze  bei  drei  Geraden  wird 
p.  31  der  Satz  aufgestellt,  dafs  wenn  die  bekannten  Bedingungen 
stattfinden  „die  beiden  geraden  Linien  nie  zusammentreffen 
oder  nie  in  einem  Punkte  sich  schneiden,  wie  weit  man  sie 
auch  verlängern  mag,  oder  parallel  sind." 

Beweis  durch  Deckung  der  Halbstreifen. 

Der  umgekehrte  Satz  jedoch,  das  elfte  Axiom  (oder  fünfte 
Postulat),  bedarf  eines  neuen  Grundsatzes. 

Vergl.  Klügel,  math.  Wörterbuch,  p.  728.  —  Ersch  und 
Gruber,  Encykl.  „Parallel^ 

Einfach  und  natürlich  der  Grundsatz:  „Zwei  gleich  ge- 
richtete Linien  bilden  mit  jeder  beliebigen  Transversalen 
gleiche  korrespondierende  Winkel."     (Thibaut.) 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz,  dafs  durch  einen  Punkt 
^  eine  Parallele  möglich  ist  zu  einer  Geraden. 
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Helmes  selbst  giebt  dann  folgenden  Gang  an: 

;yGmndsatz:  Wenn  zwei  Gerade  in  einer  Ebene  einer 
und  derselben  dritten  parallel  sind,  so  sind  sie  auch  unter- 
einander parallel. 

Folgerung:  Durch  einen  Punkt  ist  nur  eine  Parallele  zu 
einer  Geraden  möglich. 

FolgeruAg:  Schneidet  eine  Gerade  eine  von  zwei  Parallelen, 
so  schneidet  sie  auch  die  andere. 

Lehrsatz:  Wenn  zwei  Gexade  parallel  sind,  so  gelten  die 
bekannten  Winkelbeziehungen.     Beweis  indirekt. 

Folgerung:  Das  elfte  Axiom  Euklids.^' 


Kober,  Leitfaden.  —  Leipzig  1874. 

p.  8:  „Zwei  gerade  Linien  können  gemein  haben  die  Rich- 
tung; dann  heifsen  sie  parallel.  Parallele  Linien  können 
einander  nie  treffen,  sonst  hätten  sie  aufser  der  Bichtung  noch 
einen  Punkt  gemein  und  mülBten  zusammenfallen'^ 

p.  10  folgen  die  Winkelsätze  mit  Richtungsbeweis. 


Hub.   Müller,    Leitfaden 
Leipzig  1874. 

p.  8: 
„Erklärung.    Zwei  Linien 
sind   parallel,   wenn   sie   sich 
nicht  schneiden,   soweit  man 
sie  auch  verlängern  mag. 

Lehrsätze, 
a.  Wenn  zwei  Wechselwinkel 
gleich   sind,   so   sind  die   ge- 
schnittnen  Linien  parallel. 

Beweis   durch  Deckung  der 
Halbstreifen. 


der    ebenen   Geometrie.^)    — • 


Grundsatz.  Durch  einen 
Punkt  aufserhalb  einer  Geraden 
läJjst  sich  nur  eine  Parallele  zu 
derselben  ziehen 

a.  Werden  zwei  Parallelen 
von  einer  dritten  Geraden  durch- 
schnitten, so  sind  Wechsel- 
winkel gleich." 

Beweis  indirekt. 


Es  folgen  dann  die  übrigen  Winkelsätze. 


^)  In  der  dritten  Auflage,  1889,  findet  die  Parallentheorie  eine 
von  der  hier  zitierten  so  verschiedne  Behandlung,  dafs  ich  sie  ebenfalls 
zitieren  werde. 


-     304    — 

Schlömilcliy  Geometrie  des  Mafses.  —  Leipzig  1874. 

p.  10:  „Zwei  gerade  Linien,  welche  gleiche  Richtung  be- 
sitzen, ohne  ineinander  zu  fallen ^  heifsen  Parallelen.  Man 
bemerkt  leicht,  dafs  zwei  solche  Gerade  immer  nebeneinander 
herlaufen  und  niemals  zusammentreffen,  wie  weit  man  sie  auch 
yerlängern  möge." 

„Zu  einer  gegebnen  Geraden  läfst  sich  durch  einen  auf^er 
ihr  liegenden  Punkt  jederzeit  eine,  aber  auch  nur  eine,  Parallele 
ziehen."  

Wagner,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  —  Hamburg 
1874. 

p.  33  giebt  Wagner  den  Nachweis  der  Winkelsumme  im 
Dreieck,  auf  Grund  der  Aufgabe,  ein  Dreieck  in  ein  andres 
von  gleicher  Winkelsumme  zu  verwandeln;  des  Lehrsatzes,  jedes 
Dreieck  läfst  sich  allmählich  in  ein  andres  von  gleicher  Winkel- 
summe verwandeln,  in  welchem  die  Summe  zweier  Winkel 
beliebig  klein  ist;  und  der  sich  daran  anschliefsenden  Lehrsätze. 

Die  Parallelenlehre  schliefst  sich  dann  an. 


«  

Worpitzky,  Planimetrie.  —  Berlin  1874. 

p.  10:  „Axiom  11.  Es  giebt  kein  Dreieck,  in  welchem 
jeder  Winkel  kleiner  wäre,  als  ein  beliebig  klein  gegebener 
Winkel. 

Scholle.  Die  Gruhdeigenschaften  der  Figuren,  insofern 
man  sie  blofs  als  Örter  auffafst,  sind  durch  .  die  bisher  auf- 
gezählten 11  Axiome  erschöpft.  (Unser  11.  Axiom  vertritt 
das  gleichnummerierte  Euklidische,  vor  welchem  es  u.  a.  die 
gröfsere  Evidenz  und  auch  den  Vorzug  voraus  hat,  dafs  man 
keiner  langen  Entwicklungen  zu  seinem  Verständnis  bedarf.)^' 

Nach  diesem  Axiom  ist  der  Beweis  für  die  Dreiecks- 
winkelsumme klar  (durch  fortgesetzte  Konstruktion  gleicher 
Dreiecke);  ebenso  die  Entwicklung  der  Parallelenlehre. 


Hablüzel,  Lehrbuch  der  synthetischen  Geometrie.  — 
Leipzig  1875. 

p.  35:  „Zwei  Gerade  in  einer  Ebene,  welche  bei  ver- 
scbiedner  Lage  eine  gleiche  Richtung  haben,  werden  parallele 
. . .  genannt."  
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Kruse,  Elemente  der  Geometrie.  —  Berlin  1875. 

p.  20  wird  die  Winkelsumme  des  Dreiecks  mittelst  Drehung 
als  gleich  zwei  Rechten  bewiesen.  Daran  schliefsen  sieh  die 
Winkelsätze  bei  geschnittnen  Geraden. 

p.22:  ,,Zwei  Gerade  einer  Ebene,  welche  niemals  zusammen- 
treffen, wie  weit  man  sie  auch  verlängern  möge,  heifsen 
paralleU' 

p.  23:  „Da  zwei  parallele  Gerade  keinen  Funkt  gemein 
haben,  so  kann  die  eine  derselben  nicht  durch  Drehung  in  die 
Lage  der  andern  gebracht  werden;  sie'  bilden  also  auch  keinen 
Winkel  miteinander.'^ 

Parallelenyerschiebung. 


Schurig,  Elemente  der  Geometrie.  —  Plauen  1876. 
p.  3:  „Zwei  Gerade  in  einer  Ebene,  welche  beliebig  ver- 
ändert sich  nicht  schneiden,  heifsen  parallel/' 
Die  Beweise  der  Winkelsätze  indirekt. 


Zmurko-Fabian,  Lehrbuch  der  Mathematik.  —  Lem- 
berg  1876. 

p.  29  wird  durch  Verschiebung  eines  Dreiecks,  das  am 
Schnittpunkt  zweier  Geraden  konstruiert  wird,  eine  dritte  Ge- 
rade gewonnen,  die  mit  der  einen  der  beiden  ersten  keinen 
Punkt  gemein  hat 

„Solche  Gerade  heifsen  parallele  Geraden,  und  damit  sie 
parallel  seien  ist  nur  erforderlich,  dalis  der  Winkel  beim  Ver- 
schieben sich  gleich  bleibe.'^ 


J.  K.  Becker,  Die  Elemente  der  Geometrie  auf  neuer 
Grundlage.  —  Berlin  1877. 

p.  59:  „Bilden  zwei  gerade  Linien  einer  Ebene  mit  einer 
dritten  in  derselben  Ordnung  dieselben  Winkel,  so  haben  sie 
in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  keinen  Punkt  gemeinsam.'' 

p.  67:  „Aus  den  Lehrsätzen  (33  und)  58  folgt  unmittelbar, 
dafs  man  durch  jeden  Punkt  einer  Ebene  in  derselben  immer 
eine  Gerade  ziehen  kann,  welche  mit  einer  beliebigen  Geraden 

Sohotteiii  dar  pUnimetr.  Untozrichi.    n.  20 
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in  derselben  Ebene  keinen  Punkt  gemein  hai  Man  sagt  dann. 
die  Geraden  seien  parallel  oder  gleichlaufend  und  nennt 
jede  eine  Parallele  zur  andern^  beide  auch  zwei  parallele 
Gerade  oder  zwei  Parallele." 

Lehrsatz:  „Man  kann  durch  jeden  Punkt  einer  £bene 
zu  jeder  in  derselben  liegenden  Geraden  eine  und  nur 
eine  Parallele  ziehen/' 

Beweis  aus  der  Gleichheit  zweier  gleichliegenden  Winkel 
indirekt.  —  Der  Einwand,  dafs  Winkelflächen,  weil  unendlich, 
nicht  miteinander  verglichen  werden  können,  wird  zorQck- 
gewiesen.  Dann  schliefsen  sich  eine  Reihe  von  Sätzen  an. 
Schliefslich  kommt  Becker  noch  auf  den  unendlich  fernen 
Schnittpunkt  zu  sprechen. 


J.  K.  Becker,  Lehrbuch  der  Elem.-Geometrie.  —  Berlin 
1877. 

p.  8:  „Dreht  sich  eine  Gerade  a  um  einen  Punkt  A  so, 
dafs  sie  dabei  eine  nicht  durch  A  gehende  Gerade  b  schneidet^ 
fortwährend  nach  derselben  Seite,  so  rückt  der  Schnittpunkt 
mit  b  immer  weiter  fort  und  zuletzt  gelangt  a,  ohne  die 
Ebene,  welche  sie  beschreibt  zu  verlassen,  in  eine  Lage,  in 
welcher  sie  mit  b  keinen  Punkt  mehr  gemein  hat. 

Befindet  sich  a  in  dieser  Lage  zu  b,  so  sagt  man,  a  sei 
parallel  zu  6,  oder  a  und  b  seien  parallele  Gerade  oder 
Parallele.  Wird  jedoch  a  in  der  Ebene  noch  weiter  gedreht 
so  schneidet  sie  die  Gerade  b  wieder,  aber  der  Schnittpunkt 
erscheint  zuerst  in  weiter  Ferne  auf  der  andern  Seite  und 
kommt  bei  fortgesetzter  Drehung  dem  Punkt  A  immer  näher. 

Wir  können  also  definieren: 

Eine  Parallele  zu  einer  gegebnen  Geraden  ist 
eine  Gerade,  welche  mit  derselben  Geraden  in  der- 
selben Ebene  liegt,  ohne  einen  Punkt  damit  gemein 
zu  haben. 

Zugleich  ist  zu  merken: 

Durch   jeden   Punkt    einer   Ebene   geht    zu    jeder 
^urch  ihn  gehenden  Geraden  in  derselben  immer 
id  nur  eine  Parallele. 
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Von  zweien  parallelen  Geraden  sagen  wir,  sie  haben 
gleiche  Stellung.  Zwei  Punkte,  die  sich  auf  parallelen  Ge- 
raden bewegen,  bewegen  sich  in  gleicher  oder  entgegengesetzer 
Richtung." 

„Da  zwei  sich  nicht  schneidende  Gerade  nur  dann  in  einer 
Ebene  liegen,  wenn  sie  parallel  sind,  zwei  sich  schneidende 
aber  immer  in  einer  Ebene  liegen,  so  zählt  man  auch  die 
parallelen  Geraden  zu  den  sich  schneidenden  und  sagt: 

Parallele  Gerade  sind  gerade  Linien,  die  einen 
unendlich  fernen  Punkt  gemein  haben. 

Dieser  unendlich  ferne  Punkt  ist  aber  nur  eine  Fiktion, 
kein  wirklicher  Punkt.  Denn  „unendlich  ferne"  heifst  eben 
nichts  anderes,  als  ,^nirgends  vorhanden". 

Was  irgendwo  sich  befindet,  ist  immer  in  endlicher  Ferne, 
wenn  auch  in  noch  so  grofser." 


Boy  mann,  Lehrbuch  der  Mathematik.  L  —  Köln  und 
Neuss  1877. 

p.  6:  „Haben  zwei  Gerade  keinen  Punkt  gemeinsam,  so 
haben  sie  gleiche  Richtung;  haben  zwei  Gerade  gleiche 
Richtung,  so  sind  sie  gleichlaufend  und  werden  Parallelen 
genannt." 

Diese  Erklärung  findet  sich  p.  18  wiederholt. 

Daran  schlieljsen  sich  die  Folgerungen: 

„Zwei  gerade  Linien  in  einer  Ebene,  welche  unbegrenzt 
weit  verlängert  sich  nicht  schneiden,  sind  parallel." 

„Zwei  parallele  Linien  in  einer  Ebene  können,  soweit 
man  sie  auch  verlängern  mag,  einander  nicht  schneiden." 

„Zwei  gerade  Linien,  welche  beide  einer  und  derselben 
dritten  parallel  sind,  sind  unter  sich  parallel." 


Gilles,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  —  Heidelberg  1877. 

Nach  zusammenfassenden  Lagenbetrachtungen  heifst  es 
p.  8:  „Haben  die  beiden  Geraden  keinen  Punkt  gemeinsam, 
so  nennt  man  dieselben,  wenn  sie  beide  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegen,  parallele  Linien." 

20* 
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p.  9  folgt  die  yyfruchibarere  Betrachtungsweise/' 

,fier  Ausgangspunkt  zweier  Geraden  ist  verschieden,  die 
Richtung  dieselbe/' 

Parallelyerschiebung  und  Deckung. 

„Solche  Linien  können  keinen  Punkt  gemeinschaftlich 
haben/' 

„Gerade  Linien,  welche  dieselbe  Richtung  haben,  heiüsen 
Parallelen.« 

Heinze,  Die  Elementargeometrie.  —  Berlin  1877. 

p.  37:  „Die  in  zwei  Punkten  a,  d  auf  einer  Geraden  er- 
richteten Perpendikel  {ab,  de),  welche  in  jeder  beliebigen 
gleichen  Länge  das  identische  Rechteck  (abcd)  geben,  haben 
überall  eine  der  ad  gleiche  senkrechte  Entfernung  von  ein- 
ander und  heifsen  Parallellinien.'' 


Polster,  Geometrie  der  Ebene.  —  Würzburg  1877/7<^. 
(Progr.) 

p.  15^):  „Zwei  Gerade,  deren  Richtungen  in  derselbeu 
Ebene  liegen,  ohne  einander  zu  schneiden,  heUsen  parallele 
Gerade  oder  Zeillinien  (Zeilen)/' 

Zusätze.  „Gerade  Linien,  deren  Richtimgen  einander 
decken,  sind  unter  sich  parallel. 

Jede  Gerade  ist  sich  selbst  parallel. 

Zwei  verschiedne  Richtungen,  von  welchen  die  eine  ganz 
auf  einerlei  Seite  der  andern  liegt,  sind  parallel/' 

Erklärung  von  „ebener  Strahlbündel",  „Streifen",  „Winkel- 
abschnitt", „Streifenabschnitt". 

^)  Verfasser  weist  auf  einen  Artikel  von  sich  hin  über  „Parallelen- 
Theorie**  im  8.  Hefte  des  18.  Bandes  der  „Blätter  für  das  Bair.  Gymna- 
sial-  und  Bealschulwesen"  1877,  worin  er  dem  9.  Axiom  Euklids  eine 
Fassung  gegeben,  „durch  deren  Anerkennung  jeder  Widerspruch  auf  dem 
neueren  Standpunkte  der  Geometrie  ausgeschlossen  wird**. 

Er  glaubt,  dafs  durch  seine  Arbeit  der  Standpunkt  der  sogenannten 
„Pangeometrie**  überwunden,  „welcher  auf  der  Grundlage  der  ReBignation 
erwachsen,  in  der  jüngsten  Zeit  vorzugsweise  als  streng  Wissenschaft- 
'ch  gegolten  habe**. 

Die  Annahme  eines  besondern  Axioms  sei  notwendig.     Die  regi- 
erte Fassung  des  9.  Axioms  löse  die  Aufgabe. 


—     309     -. 

;,  Lehrsatz.  Die  Richtung  einer  jeden  von  zwei  yer- 
schiednen  parallelen  Geraden  liegt  ganz  auf  einerlei  Seite  der 
Richtung  der  andern/'  Der  indirekte  Beweis  stützt,  sich  auf 
den  dritten  der  zitierten  Zusätze. 

p.  23 — 41  behandelt  das  dritte  Kapitel  ^^Theorie  der  Kon- 
vergenz und  des  Parallelismus'^  Auf  die  Winkeldefinitionen 
folgen  die  Kriterien  der  Konvergenz,  die  wiederum  im  wesent- 
lichen mit  Hülfe  des  dritten  Zusatzes  indirekt  bewiesen  werden. 

Das  fünfte  Kriterium  ist  identisch  mit  dem  11.  Axiom.    Dann 
♦ 

schliefsen  sich  die  Kriterien  des  Parallelismus  an. 


Wohlgemuth,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Libau  1877. 

p.  4:  ;,Zwei  Gerade  gleicher  Richtung  nennt  man  parallel.'' 

„Da  alle  Geraden ,  die  von  einem  Punkte  auslaufen ,  ver-  • 
schiedne  Richtungen  haben,  so  ergiebt  sich,  dafs  zwei  Gerade 
gleicher  Richtung  niemals  zusammentreffen  können.'' 

p.  6:  „Aus  dieser  Fundamentaleigenschaft  ergiebt  sich  aus 
dem  Begriffe  des  Parallelismus  ohne  Weiteres,  dafs  zwei  Ge- 
raden in  eine  Ebene,  die  beide  zu  einer  dritten  parallel  laufen, 
auch  untereinander  parallel  sein  müssen,  sowie  ferner,  dafs 
man  durch  einen  Punkt  zu  einer  Geraden  nur  eine  einzige 
Parallele  ziehen  kann." 

Winkelsätze  mit  Richtungsbeweis. 

Develey,  Anfangsgründe  der  Geometrie.  —  Stuttgart  1878. 

p.  31:  „Indem  wir  von  geraden  Linien  ausgingen,  die  sich 
schneiden,  haben  wir  erkannt,  dafs  es  Linien  gebe,  die  sich 
nicht  schneiden  z.  B.  zwei  Senkrechte  auf  derselben  Geraden. 

Zwei  gerade  Linien  aber,  die  sich  nicht  schneiden  können, 
soweit  man  sie  auch  als  verlängert  annimmt,  heifsen  Parallel - 
linien."*)     „Ebene  der  Parallellinien." 

„Zwei  Parallellinien  bestimmen  die  Lage   einer  Ebene." 

Sätze  und  Beweise  werden  nach  Bertrand  gegeben,  d.h. 
also  durch  Vergleichung  von  Parallelräumen  und  Winkel- 
räumen. 


*)  Diese  Worterklärung  nach  Lacroix  und  Legendre. 
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Focke  und  Erass,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  München 
1878. 

p.  7:  ;,Gerade  Linien,  die  sich  nicht  schneiden,  soweit  man 
sie. sich  auch  verlängert  denkt,  heifsen  parallel/' 

Dann  folgen  die  Winkelsätze.  Beweis  durch  Decknng  der 
Halbstreifen.  

Schmitz-Dumont,  Die  math.  Elemente  der  Erkenntnis- 
theorie.  —  Berlin  1878. 

p.  278:  „Parallele  Richtungen  nennt  man  solche,  welche 
zu  einer  beliebigen  andern  Richtung  als  der  obigen  den- 
selben Richtungsunterschied  haben,  welche  also  auf  sich 
selbst  bezogen  keinen  Richtungsunterschied  ergeben. 

Parallele  Richtungen  können  keinen  gemeinsamen  Aus- 
gangspunkt haben,  weil  sie  dann  nicht  yerschiedne  Rich- 
tungen wären,  oder  aber  einen  Richtungsunterschied  hätten. 
Anschaulich  spricht  man  dies  aus,  indem  man  sagt  ^Parallele 
Linien  schneiden  sich  nicht''.  Parallele  Linien  darf  man  des- 
halb nicht  Linien  von  gleicher  Richtung  nennen." 


Junghans,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  —  Berlin 
1879. 

p.  9:  „Zwei  gerade  Linien  heifsen  parallel,  wenn  sie  in 
derselben  Ebene  liegen,  ohne  einander  zu  decken,  und  sich 
niemals  schneiden,  soweit  man  sie  auch  verlängert." 

„  .  .  haben  zwei  Gerade  gleiche  Richtung,  so  schneiden 
sie  sich  nicht,  soweit  man  sie  auch  verlängert,  und  werden 
parallel  genannt." 

„Grundsatz.  Durch  einen  Punkt  aufserhalb  einer  Geraden 
ist  zu  ihr  nur  eine  Parallele  möglich." 

Es  folgen  hierauf  die  Winkelsätze  mit  den  üblichen  Be- 
weisen, die  sich  auf  den  Grundsatz  stQtzen:  „Verschiebt 
man  einen  Winkel  längs  seines  einen  Schenkels,  so  ändert 
der  andere  Schenkel  seine  Richtung  nicht." 

Als  weiterer  Grundsatz  folgt: 

p.  13:  „Zieht  man  aus  dem  Scheitel  des  einen  von  zwei 
^ren  entgegengesetzten  Winkeln  an  parallelen  Linien  einen 
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Schenkel;   so   mufs   dieser  hinreichend  verlängert  die   andere 
Parallele  schneiden/' 

Kor  neck,  Genetische  Behandlung  der  Planimetrie.  — 
Kempen  1879.     (Progr,  12ö,) 

p.  21:  ;,Hat  ein  Punkt  A  von  einer  Geraden  eine  be- 
stimmte Entfernung  hy  so  kann  man  ihn  in  der  Ebene  so  be- 
wegen^ dafs  seine  Entfernung  von  der  Geraden  immer  =»  h  ist. 
Die  entstehende  Linie  mufs  eine  gerade  sein;  denn  läfst  man 
die  gleich  bleibende  Entfernung  h  immer  kleiner  werden^  bis 
sie  ganz  verschwindet,  so  föllt  die  entstehende  Linie  mit  der 
gegebenen  Geraden  zusammen  und  ist  also  ebenfalls  eine 
Gerade.^' 

„Wenn  eine  Gerade  in  allen  ihren  Punkten  von  einer 
andern  Geraden  gleich  weit  entfernt  ist,  so  heifsen  die  Geraden 
einander  parallel.  Da  • . . .,  so  können  sie  auch  in  ihrer 
unendlichen  Ausdehnung  keinen  gemeinsamen  Punkt  haben, 
einander  nie  schneiden.^ 


Leesekamp,  Die  Elemente  der  ebenen  Geometrie.  — 
Kassel  1879. 

p.  6:  „Haben  zwei  Gerade  einen  gemeinschaftlichen  Punkt, 
so  sagt  man  von  ihnen,  sie  schneiden  sich  (treffen  sich) 
in  diesem  Punkte.  Jede  der  beiden  Geraden  hat  dann  eine 
andere  Richtung  nach  diesem  Punkte  hin.  Rückt  der  gemein- 
same Punkt  in  immer  gröfsere  Entfernung,  so  nimmt  der 
Unterschied  in  der  Richtung  beider  Geraden  immer  mehr  ab, 
bis  einmal  kein  Unterschied  mehr  vorhanden  ist,  die  Geraden 
also  gleiche  Richtung  haben.  Der  gemeinsame  Punkt  ist 
dann  in  unendliche  Ferne  gerückt,  für  unsere  Vorstellung 
also  nicht  mehr  vorhanden.  Solche  Gerade  heifsen  gleich- 
laufend (parallel)/' 

p.  10  findet  sich  der  Grundsatz:  „Ist  die  Summe  der 
innren  gemischt  liegenden  Winkel  zweier  von  einer  Trans- 
versale geschnittnen  Geraden  gröfser  oder  kleiner  als  2  22,  so 
konvergieren  die  Geraden  nach  der  Seite,  auf  welcher  die 
Summe  kleiner  als  2  R  ibÜ^ 
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stimmte  Richtung  ist  nicht  an  einen  bestimmten  Ort  gebunden, 
sondern  an  jedem  Orte  existiert  dieselbe  Richtung/' 

.^Parallele  Geraden  laufen  nebeneinander  her^  ohne  jemals 
zusammenzutrefifen/^ 

Die  Winkelsätze  werden  p.  30  unter  der  Bezeichnung 
,,das  offene  Dreiseit'^  behandelt.  Ihre  Behandlungsweise  geht 
aus  den  Erklärungen  hervor. 


Brockmann,  Lehrbuch  der  element.  Geometrie. —  Leipzig 
1871. 

p.  9:  „Aufser  der  Lage,  in  welcher  zwei  Gerade  sich 
schneiden  und  Winkel  bilden,  ist  noch  eine  Lage  zweier  Ge- 
raden in  der  Ebene  möglich,  nämlich  die,  in  welcher  sie  sich, 
selbst  bei  unendlicher  Verlängerung,  niemals  schneiden. 

Linien,  welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  keinen  Punkt 
miteinander  gemeinschaftlich  haben,  heifsen  parallele  Linien, 
Parallelen. 

Die  Parallelen  bilden  also  mit  einander  keine  Winkel, 
oder  es  besteht  keine  Abweichung  der  Richtung  derselben  von 
einander.  Da  nun  jede  andere  Linie,  welche  von  einem  Punkte 
einer  dieser  Parallelen  aus  gezogen  ist^  mit  dieser  einen  Winkel 
macht  und  daher  von  der  Richtung  dieser  abweicht,  so  mufs 
sie  auch  von  der  Richtung  der  andern  abweichen  d.  h.  mit 
ihr  einen  Winkel  bilden  oder  sie  schneiden.  Es  folgen  daher 
als  Grundsätze:  1)  Durch  einen  Punkt  ist  zu  einer 
Geraden  nur  eine  Parallele  möglich;  und  2)  Eine  Linie, 
welche  eine  von  zwei  Parallelen  schneidet,  schneidet 
auch  die  andere/' 

Hartmann,  Geometrischer  Leitfaden.  —  Bautzen  1872. 
—  In  Form  von  Fragen  und  Anweisungen. 

p.  2:  „Jede  bestimmte  Richtung  einer  Geraden  nennen 
wir  Lage. 

Welche  zwei  Hauptfalle  sind  zu  unterscheiden,  wenn  man 
zwei  Geraden  nach  ihrer  Lage  mit  einander  vergleicht ?'' 

p.  3:  „Welche  Geraden  nennt  man  parallel?*' 

„Wie  viele  Geraden  kann  man  durch  einen  Punkt  zu  einer 
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davon   entfernt   liegenden   Geraden   legen?     Warum    können 
parallele  Gerade  einander  niemals  schneiden?^' 


Hering;  Planimetrie.  —  Leipzig  1872. 

p.  4:  ,,Zwei  Gerade  heifsen  parallel,  wenn  sie  nach 
beiden  Seiten  beliebig  verlängert,  keinen  oder  einen  unendlich 
weit  entfernten  (fallende  JS^orper,  Sonnenstrahlen)  Punkt  ge- 
meinschaftlich haben/^ 

p.  24:  Die  Winkelsätze  stützen  sich  auf  den  Begriff  der 
Richtung.  —  Daran  schliefsen  sich  direkt  die  Sätze  vom 
Auüsenwinkel  und  der  Dreieckswinkelsamme. 


Sadebeck,  Elemente  d.  e.  Geometrie.  —  Breslau  1872. 

p.  11:  ,,Zwei  gerade  Linien ,  welche  beliebig  verlängert 
nirgends  zusammentreffen,  heifsen  parallel.'' 

yyGrundsatz.  Durch  einen  Punkt  aulserhalb  einer  geraden 
Linie  ist  zu  dieser  nur  eine  einzige  parallele  Linie  möglich.'' 

Die  Winkelsätze  durch  Deckung  der  Halbstreifen  bewiesen. 


Schlegel,  System  der  Baumlehre.  —  Leipzig  1872. 

p.  23:  „Ein  von  zwei  Geraden  mit  verschiedner  Lage  ein- 
geschlossner  Teil  der  Ebene  heifst  Ebenenstreifen.  Seine 
Grofse  ist  unbestimmt;  denn  da  die  Gerade  nicht  begrenzt  ist, 
so  ist  auch  ein  durch  ihre  Bewegung  erzeugtes  Gebilde  nicht 
vollkommen  begrenzt." 

„Zwei  Geraden  nach  verschiedner  Lage  aber  gleicher 
Richtung  heifsen  parallel." 


Job,  Lehrbuch  der  Planimetrie.  —  Dresden  1873. 

Nach  der  Erklärung  des  Begriffes  Wechselwinkel  heifst 
es  p.  16:  „Hat  man  eine  gerade  Linie  und  aufserhalb  der- 
selben einen  Punkt  und  zieht  man  von  demselben  nach  irgend 
einem  Punkte  der  geg.  Geraden  eine  zweite  Gerade,  so  läfst 
sich  immer  durch  den  Punkt  eine  Gerade  von  solcher  Beschaffen- 
heit legen,  dafs  die  entstandnen  Wechsel winkel  gleich  sind." 

Beweis  mittelst  Drehung. 
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man  durch  ihre  YerläDgerung  in  der  einen  und  andern  BieL- 
tung  zu  einem  einzigen  bestimmten  Punkte  gelange,  dorek 
welchen  die  gedrehte  Gerade  in  der  parallelen  Ls^e  gehe. 
Man  spricht  daher  auch  von  den  Parallelen  zu  einer  Geraden 
als  von  der  Geraden  nach  dem  unendlich  fernen  Punkt  der 
letzteren;  eine  Redeweise;  welche  nur  den  engen  Anschlofs  der 
Parallelen  zu  einer  Geraden  an  die  die  letztere  schneidenden 
Geraden  ausdrücken  soll." 


Menger;  Grundlehren  der  Geometrie.  —  Wien  1881. 

p.  5:  ;;Die  Geraden;  welche  nie  zusammentreffen;  heifsen 
parallele  Gerade.  Durch  einen  aufserhalb  einer  Geraden 
liegenden  Punkt  läfst  sich  nur  eine  Parallele  mit  derselben 
ziehen.  Zwei  parallele  Gerade  haben  entweder  gleiche  oder 
entgegengesetzte  Richtung.^' 


Milinowski;  Die  Geometrie.  —  Leipzig  1881. 
p.  23:    ;,Zwei  Gerade;  welche  dieselbe  Richtung  haben, 
heifsen  parallel.'^ 

Winkelsätze  mit  Richtungsbeweis. 


Petersen;  Lehrbuch  der  elementaren  Planimetrie.  — 
Kopenhagen  1881.  « 

Nach  dem  Beweis  für  die  Dreieckswinkelsumme  und  den 
Aufsenwinkel  mittelst  Drehung  wird  die  Erklärung  gegeben 
p.  18:  ;;Zwei  Linien  heifsen  parallel,  wenn  die  gleichliegen- 
den Winkel;  welche  sie  mit  einer  sie  schneidenden  Geraden 
bilden,  gleich  grofs  sind." 

Darauf  wird  der  Satz  bewiesen:  ;;S]nd  die  gleichliegenden 
Winkel  für  eine  schneidende  Gerade  gleich  grofiS;  so  sind  sie 
es  für  jede." 

Darauf  folgt  der  Winkelsatz  in  folgender  originellen 
Fassung: 

;;Bei  jedem  Durchschnittspunkte   hat   man  yier  Winkel; 

die  Linien  parallel,  so  ist  jeder  spitze  Winkel  der  einen 
e  gleich  jedem  spitzen  Winkel  der  andern  Gruppe  und 


j 
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Supplement  jedes  der  stampfen  Winkel.  Umgekehrt  sind 
die  Linien  parallel,  wenn  eine  von  diesen  Bedingungen  er- 
füllt ist."  

Ziegler,  Grundrifs  der  ebenen  Geometrie.  —  Landshut 
1881. 

p.  7:  ;;Gerade  in  einer  Ebene,  welche  bei  beliebiger  Ver- 
längerung sich  nicht  schneiden,  heifsen  parallel.'' 

„Durch  einen  Punkt  kann  man  zu  einer  Geraden  eine 
Parallele  ziehen''  mit  Beweis.     Dann  als  Axiom: 

,,Durch  einen  Punkt  kann  man  zu  einer  Geraden  nur  eine 
Parallele  ziehen." 

Die  Winkelsätze  werden  mit  Hülfe  kongruenter  Dreiecke 
bewiesen. 

,,Denkt  man  sich  die  Parallelen  und  die  Transversale 
unbegrenzt  verlängert  und  die  Figur  mit  allen  Punkten  in 
grolse  Entfernung  gerückt,  so  erscheinen  die  dreierlei  Winkel- 
paare allmählich  als  Scheitelwinkel,  kongruente  Winkel  und 
Nebenwinkel. 

Am  leichtesten  wird  dieser  Hauptsatz  der  Parallelentheorie 
bewiesen  mit  dem  Axiome:  Der  Parallelstreifen  ist  im  Ver- 
gleich zur  Ebene  verschwindend  klein." 


Feaux,  Lehrbuch  der  elem.  Planimetrie.  —  Paderborn 
1882. 

p.  13:  „Zwei  Linien  werden  parallel  genannt,  wenn  sie 
in  einer  gemeinsamen  Ebene  liegen  und  sich  niemals  schneiden, 
wofern  sie  auch  ins  Unendliche  verlängert  werden.  Da  solche 
Linien  gleiche  Richtung  haben,  da  mit  andern  Worten  ein 
Unterschied  der  Richtung  bei  .ihnen  nicht  besteht,  so  sagt 
man  auch  wohl,  parallele  Linien  seien  solche,  welche  den 
Winkel  Null  bilden." 

Als  Hülfssatz  folgt  dann  der  bekannte  Winkelsatz. 

p.  14:  „Axiom.  Durch  einen  auf  serhalb  einer  Linie  AB 
gelegnen  Punkt  P  ist  nur  eine  Parallele  zu  AB  ziehbar." 

Daran  schliefst  sich  eine  ausführliche  Behandlung  der 
Parallelenlehre. 
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In  einem  Rückblicke  konstatiert  der  Verfasser ,  dafs  alle 
Versuchey  das  elfte  Axiom  Euklids  zu  beweisen,  yergeblicli 
gewesen  sind  und  einfach  darin  bestehen,  an  Stelle  dieses 
Axioms  ein  anderes  zu  setzen.  So  sei  auch  sein  Axiom  eigent- 
lich ein  Lehrsatz,  der  zu  beweisen  sei. 

Die  absolute  und  relative  Null  werden  unterschieden: 


(0  =  a-a)        (0  =  4). 


yjDem  entsprechend  giebt  es  auch  einen  zweifachen  Paralle- 
lismus, einen  absoluten  und  einen  relativen.  Das  Wesen  des 
absoluten  (ideellen)  Parallelismus  besteht  darin,  daXls  der 
Winkel  zweier  Geraden  einer  Ebene  absolut  0  sei.  Solche 
Linien  schneiden  sich  nicht,  selbst  wenn  man  sie  unendlich 
lang  denkt;  denn  wenn  sie  sich  schnitten,  so  bildeten  sie 
einen  gewissen,  wenn  auch  noch  so  kleinen  Winkel.  —  Das 
Wesen  des  relativen  Parallelismus  besteht  darin,  dafs  zwei 
Linien  einer  Ebene  sich  im  Unendlichen  oder,  was  auf  das- 
selbe hinauskommt,  unter  einem  unendlich  kleinen  Winkel 
treffen. 

Wegen  der  durch  das  Anschauungsvermogen  gesteckten 
Grenzen  fallen  beide  Parallelismen  dem  Wesen  nach  zu- 
sammen.^' 


Heger,  Leitfaden  für  den  geometr.  Unterricht.  —  Breslau 
1882. 

p.  7:  „Unter  den  durch  einen  Punkt  A  gehenden  Geraden 
giebt  es  eine,  aber  auch  nur  eine,  die  eine  gegebne  Gerade 
nicht  schneidet  (Axiom).'' 

„Zwei  Gerade  einer  Ebene,  die  einander  nicht 
schneiden,  heifsen  parallel.'' 

Die  Winkelsätze  werden  durch  Deckung  bewiesen,  ihre 
Umkehrungen  zum  Teil  indirekt. 


Eommerell-Fink,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  — 
Tübingen  1882. 

p.  6:  „Stimmen  zwei  oder  mehrere  Gerade  in  ihren  Rich- 
tungen   vollkommen   überein,    so   heifst  man    sie    parallel. 
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Wenn  man  eine  Gerade  so  verschiebt,  dals  sie  ihre  ursprüng- 
liche Richtung  unverändert  beibehält,  so  kann  man  sie  in  die 
Lage  jeder  ihr  parallelen  Geraden  bringen. 

Zwei  sich  schneidende  Gerade  zielen  nach  dem  Schnitt- 
punkt hin;  parallele  Gerade  zielen  nach  einem  gemeinsamen 
Punkt  in  gröfster  Entfernung  d.  h.  in  unendlich  grofser  Ent- 
fernung hin:  sie  schneiden  sich  in  unendlicher  Entfernung. 
Parallele  Gerade  einer  Ebene  zielen  sämtlich  nach  demselben 
unendlich  enfernten  Punkt  hin/' 

,,Zwei  parallele  Gerade  haben  keinen  Richtungsunterschied, 
ihr  Winkel  ist  gleich  Null/' 

,,Schreitet  eine  Gerade  parallel  mit  ihrer  ursprünglichen 
Lage  fort,  so  mufs  ihr  Winkel  mit  einer  andern  festen  Geraden 
eine  unveränderliche  Grofse  behalten  und  umgekehrt. 

Daraus  folgt:  Sind  zwei  Gerade  einer  dritten  parallel,  so 
sind  sie  unter  sich  parallel/' 

p.  12  folgen  die  Winkelsätze  mit  Richtungsbeweis. 


Loser,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  —  Wiesbaden 
1882. 

p.  23:  „Zwei  Gerade  heifsen  parallel,  wenn  sie  in  einer 
Ebene  liegen  und  sich  nicht  schneiden,  wie  weit  man  sie  auch 
verlängern  mag. 

Grundsatz  I.  Zu  einer  gegebnen  Geraden  ist  durch  einen 
aufser  ihr  liegenden  Punkt  jederzeit  eine,  aber  auch  nur  eine 
Parallele  möglich. 

Grundsatz  IL  Zwei  Gerade  von  verschiednen  Richtungen 
in  einer  Ebene  müssen  hinreichend  verlängert  sich  treffen,  sie 
haben  dann  einen,  aber  auch  nur  einen  Punkt  mit  einander 
gemein.*' 

Die  Winkelsätze  werden  als  Kriterium  der  parallelen 
Lage  bezeichnet,  da  es  praktisch  unausführbar  ist,  die  Geraden 
ins  Unendliche  zu  verlängern. 


J.  E.  Becker,  Die  Math,  als  Lehrgegenstand  der  Gymna- 
sien. —  Berlin  1883. 

p.  56:  „Dabei  konneu  zwei  Gerade  etwa  als  parallel  de- 
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Behly  Die  Darstellung  der  Planimetrie.  —  Hildesheim 
1886. 

p.  10  werden  die  Möglichkeiten  der  Lagen  zweier  Geraden 
erörtert;  ,,3)  sie  können  keinen  Punkt  mit  einander  gemein 
haben  und  in  ihrer  Verlängerung  auch  keinen  Punkt  mit  ein- 
ander gemein  bekommen,  dann  sagt  man  yon  den  Linien: 
sie  sind  parallel. 

Grundsatz:  Parallele  Linien  können^  soweit  sie  auch 
verlängert  werden,  sich  niemals  schneiden/' 


Kroger,  Leitfaden  f.  d.  Geometrie-Unterricht.  —  Ham- 
burg 1886. 

p.  4:  „Gerade  Linien,  welche  in  einer  Ebene  liegen  und 
sich  nicht  schneiden,  soweit  man  sie  auch  nach  beiden  Seiten 
verlängern  möge,  heifsen  gleichlaufend  oder  parallel/' 

p.  91:  „Lehrsatz.  Durch  einen  Punkt  kann  zu  einer  Ge- 
raden nur  eine  Parallele  gezogen  werden/'   Beweis  indirekt. 


Stegmann,  Die  Grundlehren  der  ebenen  Geometrie.  — 
Kempten  1886. 

Nach  Erledigung  der  Winkelsätze  heifst  es 

p.  18:  „Gerade,  welche  sich  nicht  schneiden,  heifsen  pa- 
rallel." 

„Grundsatz.  Zu  einer  Geraden  kann  durch  einen  Punkt 
(aufserhalb  derselben)  nur  eine  Parallele  gezogen  werden/' 

Anwendung  der  Winkelsätze  und  Beweis  durch  Deckung 
der  Halbstreifen.  

F.  Fischer,  Anfangsgründe  der  Math.  H.  —  Leipzig  1887. 

p.  19:  „Zwei  Gerade  in  einer  Ebene  können  drei  ver- 
schiedene Lagen  haben.  Sie  haben  entweder  zwei  Punkte  ge- 
meinsam und  damit  alle,  sie  fallen  zusammen;  oder  sie  haben 
nur  einen  Punkt  gemeinsam,  in  welchem  sie  sich  schneiden; 
oder  sie  haben  keinen  Punkt  gemeinsam  und  sind  parallel." 

„Decken  sich  zwei  Gerade  oder  sind  sie  parallel,  so  haben 
sie  gleiche  Richtung.  Damit  haben  sie  auch  gegen  jede  dritte 
Gerade  denselben  ßichtungsunterschied." 
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Lieber  u.  von  Lühmann,  Planimetrie.  —  Berlin  1887. 
p.  6:   ;y6erade   Linien,    wekhe   gleiche   Richtung   haben^ 
nennt  man  parallel/' 
Folgerungen: 

1)  ;^arallele  Linien  können  sich  nie  schneiden,  so  weit 
man  sie  auch  yerlängern  mag/' 

2)  „Durch  einen  Punkt  läfst  sich  zu  einer  Geraden  nur 
eine  einzige  Parallele  ziehen/' 

3)  ;;ZWei  Linien,  die  einer  dritten  parallel  sind,  sind  ein- 
ander parallel." 

Winkelsätze  mit  Richtungsbeweis. 

Rausenberger,  Die  Elementargeometrie. —  Leipzig  1887. 

p.  27:  «^Während  sich  zwei  Punkte  immer  durch  ei^e  Ge- 
rade verbinden  lassen,  ist  es  bei  zwei  Geraden,  auch  wenn 
sie  in  einer  £bene  liegen,  nicht  notwendig,  dafs  sie  einen 
Punkt  gemeinsam  haben.  Zwei  in  derselben  Ebene  liegende 
Gerade,  welche  keinen  Punkt  gemeinsam  haben,  heifsen  pa- 
rallel. Da£9  parallele  Gerade  wirklich  existieren,  wird  später 
nachgewiesen  werden." 

„Die  gegebene  Definition  der  Parallelen  ist  wesentlich 
identisch  mit  der  Euklidischen;  auf  die  Bolyai'sche  kommen 
wir  später  zu  sprechen.  Die  landläufige,  dafs  zwei  Gerade 
parallel  heifsen,  wenn  sie  dieselbe  Richtung  haben,  ist  nichts- 
sagend, da  der  Begriff  der  Richtung  nicht  vorher  festgesetzt 
wird;  aulserdem  nimmt  sie  eine  später  zu  erörternde  That- 
sache  als  selbstverständlich  an,  die  in  Wirklichkeit  un- 
erwiesen ist." 

p.  36  folgt  die  Behandlung  des  Parallelenproblenis,  ein- 
geleitet durch  die  Winkelsätze.  Dann  folgt  der  Beweis,  dafs 
die  Geraden  sich  nicht  schneiden  können  unter  den  bestimmten 
Bedingungen  (Beweis  von  Ptolemäos).  —  Damit  ist  auch  die 
Existenz  von  parallelen  Geraden  nachgewiesen.  —  Die  Dreiecks- 
sätze schliefsen  sich.  an.  ^) 


')  Die  Behandlimg  des  ParaUelenaxioms ,  die  sich  auf  Seite  48  ff. 
findet,  werde  ich  an  anderer  Stolle  zur  Erörterung  bringen. 

Schotten,  dar  pUnimetr.  Unterricht,    n.  21  . 
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Seeger,  Die  Elemente  der  Geometrie.  —  Wismar  1887. 

p.  4:  ,,Zwei  gerade  Linien  heifsen  parallel,  wenn  sie 
keinen  Punkt  der  Ebene  mit  einander  gemein  haben/' 

p.  13:  Parallelentheorie.  Winkelsatze,  p.  15.  XI.  Axiom, 
Beweis  ohne  Zuziehung  unendlicher  Flächenräume  unmoglicli.^) 


Feld  und  Serf,  Leitfaden  £  d.  geometr.  Unterricht,  — 
Wiesbaden  1888. 

p.  3:  „Geraden  heilsen  parallel,  wenn  sie  bis  ins  Unend- 
liche verlähgert  werden  können,  ohne  dafs  sie  sich  schneiden.^ 

Reidt,  Planimetrie.  —  Berlin  1888. 

p.  7  werden  zwei  Gerade  betrachtet,  von  denen  die  eine 
sich  um  einen  Punkt  dreht.  Die  Lage  der  Schnittpunkte 
wird  erörtert,  das  Überspringen  von  der  einen  Seite  zur 
andern. 

„Unter  allen  den  verschiedenen  Lagen  befindet  sich,  nun 
eine,  welche  zwischen  dem  Übergange  des  Schnittpunktes  vom 
einen  nach  dem  andern  Ende  liegt.  In  dieser  Lage  haben 
die  beiden  Geraden  keinen  Punkt  gemeinsam  und  heifsen 
parallel." 

„Grundsatz:  Durch  einen  Punkt  aufserhalb  einer  Geraden 
läfst  sich  zu  dieser  nur  eine  Parallele  legen." 

p.  13  folgen  die  Winkelbetrachtungen  bei  zwei  geschnit-* 
tenen  Geraden  in  der  üblichen  Weise  mit  indirekten  Be- 
weisen.   

Rottok,  Lehrbuch  der  Planimetrie.  —  Leipzig  1888. 

p.  2:  „Zwei  gerade  Linien  einer  Ebene  haben  entweder 
gleiche  Richtung  mit  einander,  dann  können  sie,  soweit  man 
sie  auch  verlängern  mag,  sich  nicht  schneiden,  weil  sie  sonst 
zusammenfallen  müfsten,^)  und  solche  Linien  nennt  man  pa* 
rallele  Linien  oder  .  .  .  ." 


*)  In  einem  Anhange,  p.  138,  teilt  Seeger  den  Bertran duschen 
Beweis  mit.     (Parallelatreifen  und  Winkelblatt.) 

')  Es  geht  der  Satz  voraus:  Haben  zwei  gerade  Linien  einen  Ponkt 
und  die  Richtung  gemeiDSchaftlich,  so  fallen  sie  mit  allen  ihren  Pankt^n 
zusammen. 
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Die  Winkelsätze  bei  Parallelen  werden  durcli  Deckaug 
der  Schenkel  bewiesen. 

Spitz,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  —  Leipzig  1888. 

p.  20:  ,;Schneiden  zwei  in  einer  Ebene  liegende  Gerade 
eine  beliebige  dritte  Gerade  in  zwei  verschiedenen  Pankten  und 
man  denkt  sich  die  eine  Gerade  längs  der  geschnittenen  Ge- 
raden so  hinbewegt;  dafs  jede  Drehung  ausgeschlossen  bleibt, 
so  wird  dieselbe  .  .  .  oder  mit  der  andern  zusammenfallen. 
Dann  sagt  man,  die  beiden  Geraden  seien  parallel  oder 
gleichlaufend;  die  Art  der  gedachten  Bewegung  heifst 
Parallelbewegung/' 

„Lehrsatz.  Durch  einen  Punkt  aufserhalb  einer  Geraden 
läfst  sich  zu  dieser  nur  eine  Parallele  ziehen." 

Beweis  indirekt  —  Der  Beweis  der  Winkelsätze  ergiebt 
sich  aus  der  Erklärung. 

Frankenbach,  Lehrbuch  der  Mathematik.  L  —  Liegnitz 
1889. 

p.  6:  „Haben  zwei  Gerade  keinen  Punkt  gemein,  so  sind 
sie  entweder  parallel  oder  kreuzend." 

p.  16:  ;,Zwei  Parallelen  teilen  die  Ebene  in  drei  Felder; 
der  von  den  Parallelen  eingeschlossene  Teil  der  Ebene  heifst 
Streifen.  Da  zwei  Parallelen  keinen  Punkt  gemeinsam  haben, 
so  müssen  sie  die  nämliche  Richtung  bestimmen,  d.  h.  ihr 
Richtungsunterschied  ist  gleich  Null." 

p.  17:  „Durch  einen  Punkt  aufserhalb  einer  Geraden  ist 
nur  eine  Parallele  mit  der  Geraden  möglich.'' 

Indirekter  Beweis. 

Eoch,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  —  Ravensburg 
1889.  .       . 

p.  53:  „Grundsatz.  Durch  einen  Punkt  ist  zu  einer  Ge- 
raden nur  eine  Parallele  möglich." 

p.  54:  „Liegt  ein  Punkt  aufserhalb  einer  Geraden  und 
dreht  man  eine  durch  den  Punkt  gehende  Gerade  um  den 
Punkt,  so  rückt  der  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  ins 
Unendliche;    nur   einmal    existiert  kein  Schnittpunkt;    bei 

21* 
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Hierzu  bemerkt  der  Verfasser: 

„Um-  sich  ein  Bild  von  der  Richtigkeit  dieses  Grundsatzes 
zu  machen,  denke  man  sich  eine  yon  zwei^  durch  eine  Trans- 
versale geschnittnen  parallelen  Geraden  um  ihren  Schnit^unkt 
gedreht."  

Mink,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Elberfeld  1879. 

p.  5:  yyGerade  Linien,  die  noch  so  weit  verlängert  sich 
nicht  schneiden,  sind  parallel." 

,,Grundsatz.  Durch  einen  Punkt  aufserhalb  einer  Geraden 
ist  zu  dieser  nur  eine  Parallele  möglich." 

p.  9  werden  dann  die  Winkelsätze  auf  die  Parallelen  an- 
gewendet und  das  Verfahren  der  Deckimg  der  Halbstreifen 
angewendet.  

Schlegel,  Geometrie.  —  Wolfenbüttel  1879. 

p.  19:  „Eine  Gerade  hat  die  Merkmale  der  Lage  und 
Richtung." 

„Verschiebung  einer  Geraden  ist  Änderung  ihrer  Lage 
mit  Beibehaltung  ihrer  Richtung.  —  Zwei  Geraden  mit  ver- 
schiedner  Lage  aber  gleicher  Richtung  heifsen  parallel." 

,,Durch  -einen  aufserhalb  einer  Geraden  gegebnen  Punkt 
kann  man  nur  eine  Parallele  zu  der  Geraden  ziehen.  Denn 
die  Lage  derselben  ist  durch  den  gegebnen  Punkt  und  ihre 
Richtung  durch  die  gegebne  Gerade  vollkommen  bestimmt; 
also  ist  die  Parallele  selbst  vollkommen  bestimmt." 

Winkelsätze  p.  40  f.  mit  Richtungsbeweis. 


Schweder,  Lehrbuch  d.  Planimetrie.  —  Riga  1879. 

p.  5:  „Zwei  nicht  zusammenfallende  Gerade,  welche  gleiche 
Richtung  haben,  heifsen  parallel. 

Parallele  Gerade  können,  soweit  man  sie  auch  verlängert, 
nie  einander  schneiden,  da  sie  sonst  einen  Punkt  und  die 
Richtung  gemein  hätten,  also  zusammenfallen  müiüsten. 

Zwei  Gerade,  die  einer  dritten  parallel  sind,  sind  es  auch 
untereinander. 

Durch  einen  Punkt  aufserhalb  einer  Geraden  läfst  sich 
stets  eine,  aber  auch  nur  eine  Parallele  zu  dieser  ziehen." 

Für  die  Winkelsätze  natürlich  Richtungsbeweis. 


r 
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Henrici  und  Treutlein^  Lehrbuch  der  Elementar-Geo- 
metrie.  —  Leipzig  1881. 

p.  4:  „Geschieht  die  Drehung  einer  Geraden  nm  einen 
Drehpunkt  8  derart^  dafs  sie  mit  einer  festen  Geraden,  Leit- 
linie,  einen  Punkt  gemeinsam  behält,  so  kann  diese  drehende 
Bewegung  von  einer  Anfangslage  der  Geraden  und  des  Schnitt- 
punktes aus  so  Yor  sich  gehen,  dafs  der  Schnittpunkt  den 
einen  Halbstrahl  oder  dessen  Gegenstrahl  durchläuft;  hiernach 
unterscheidet  man  die  Drehung  in  dem  einen  Drehungssinn 
(dem  Uhrzeiger  entsprechend,  Rechtsdrehung)  oder  in  dem 
entgegengesetzten  (Linksdrehung).  —  Der  Schnittpunkt  rückt 
dabei  in  der  einen  Richtung  oder  in  der  Gegenrichtung  immer 
weiter,  unbegrenzt  weit  hinaus.  Die  Gerade  hat  nun,  wie  die 
Anschauung  zeigt,  als  Leitlinie  die  Eigenschaft,  dafs  durch 
die  Drehungen  in  entgegengesetztem  Sinne  beide  sich  drehende 
Strahlen  mehr  und  mehr  in  entgegengesetzte  Richtungen 
kommen,  und  zwar  in  die  Richtungen  einer  Geraden,  welche 
die  Leitlinie  nicht  schneidet.  Über  diese  Lage  hinaus  kann 
die  Drehung  in  demselben  Drehungssinn  so  fortgesetzt  werden, 
dafs  der  Schnittpunkt  von  der  andern  Seite  wieder  in  seine 
ursprüngliche  Lage  rückt.  Wir  gelangen  hiernach  zu  folgendem 
Grundsatz  (Axiom  der  Parallelen):  Durch  einen  Punkt 
aufserhalb  einer  Geraden  giebt  es  immer  eine  einzige  Gerade, 
welche  erstere  nicht  schneidet,  aber  durch  die  geringste  (eine 
unbeschränkt  kleine)  Drehung  jim  den  Punkt  in  eine  Lage  ge- 
bracht werden  kann,  in  welcher  sie  die  erstere  Gerade  bei 
größter  (unbeschränkt  grofser)  Verlängerung  nach  der  einen 
oder  andern  Seite  schneidet  Diese  Gerade  heifst  parallel  zu 
ersterer." 

„Thatsächlich  kani^  ein  erreichbarer  Teil  der  Parallelen 
nicht  von  einem  solchen  Teil  derjenigen  Geraden  unterschieden 
werden,  welche  die  Leitlinie  bei  sehr  weit  fortgesetzter  Ver- 
längerung in  der  einen  oder  andern  Richtung  schneidet.'^ 

„Wird  eine  Gerade  um  einen  Punkt  gedreht,  während  sie 
mit  einer  geschlossnen  Linie  stets  einen  Punkt  gemein  hat, 
so  kehrt  sie  schliefslich  in  ihre  Anfangslage  zurück.  Dies  ist 
nun  auch  bei  der  yoUen  Umdrehung  längs  einer  Geraden  der 
Fall;   die  Gerade  verhält  sich  dabei  als  Leitlinie  so,   als  ob 
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„Gleichlaufende  gerade  Linien  haben  keinen  Punkt  mit 
einander  gemeinsam^  auch  wenn  man  sie  beliebig  weit  Ter- 
längert  denkt." 

Beweis  der  Winkelsätze  durch  Deckung  der  Parallel- 
streifen. * 

Herin.  Müller-Zwerger,  Geometrie.  —  München  1890. 

p.  5  u.  6 .  die  Winkelsätze. 

p.  6:  ,;Zwei  Gerade  in  einer  Ebene,  welche  mit  einer 
dritten  gleiche  korrespondierende  Winkel  bilden ,  heiTsen 
parallel." 

,^Lehrsatz.  Durch  einen  Punkt  auTserhalb  einer  Geraden 
giebt  es  zu  dieser  stets  eine  und  nur  eine  Parallele." 

Parallele  Gerade  können  sich  nicht  schneiden/'     Beweis 


)) 


indirekt.    Zweiter  Teil  der  Winkelsätze  nebst  Folgerungen. 


Noack,  Leitfaden  der  Elementar -Mathematik.  —  Berlin 
1890. 

p.  50:  ;;Zwei  gerade  Linien  in  einer  Ebene,  die  sich  nicht 
schneiden,  soweit  man  sie  auch  verlängert,  heifsen  parallel.'' 

„Grundsatz.  Durch  einen  Punkt  aufserhalb  einer  Ge- 
raden läfst  sich  zu  derselben  immer  eine  einzige  Parallele 
ziehen." 

,^Je  weiter  der  Schnittpunkt  zweier  konvergenter  Strahlen 
sich  entfernt,  um  so  mehr  nähert  sich  die  Lage  der  von  pa- 
rallelen Geraden.  Man  sagt  daher  auch  von  parallelen 
Geraden,  sie  hätten  einen  unendlich  fernen  Schnitt* 
punkt" 

„Parallele  Geraden  haben  einerlei  Richtung." 

Die  Winkelsätze  werden  durch  Deckung  der  Halbstreifen 
bewiesen,  die  Umkehrungen  indirekt. 


Raschig,  Erkenntnistheoretische  Einleitung  in  die  Geo- 
metrie.    Schneeberg  1890.     (Progr.  537.) 

p.  35:  Das  11.  Axiom  Euklids. 

„Es  zeigte  schon  Legendre^  dafs  hiermit  identische  Vor- 
aussetzungen sind: 
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Die  Summe  der  iniieren  Winkel  zweier  Parallelen  mit 
einer  schneidenden  Geraden  beträgt  zwei  Rechte. 

Die  Summe  der  Winkel  eines  Dreiecks  beträgt  zwei  Rechte. 

Durch  einen  Punkt  auTserhalb  einer  Geraden  ist  nur 
eine  einzige  die  gegebene  Gerade  nicht  schneidende  Gerade 
möglich/' 

p.  36:  „In  dem  11.  Axiom  Euklids  oder  einem  der  oben 
als  äquivalent  bezeichneten  Axiome  liegt  die  Charakteristik 
der  ebenen  Geometrie  Euklids  gegenüber  einer  pseudosphä- 
rischen." 

Nach  einer  kurzen  Erörterung  der  einschlägigen  Arbeiten 
von  Donadt  imd  Günther^)  giebt  R.  das  phoronomische 
Axiom  GQnther's  wieder  und  formt  danach  den  Thibaufschen 
Beweis  etwas  um,  indem  er  zugleich  seine  Übereinstimmung 
mit  Günther  konstatiert. 

Es  wird  dann  auf  Petersen's  Versuch')  eingegangen; 
„Petersen  definiert  zunächst:  Unter  Verschiebung  einer  Ebene 
will  ich  eine  solche  Bewegung  einer  Ebene  in  sich  selbst  ver- 
stehen; bei  der  eine  Gerade  längs  sich  selbst  verschoben  wird. 
Hiernach  lautet  sein  Axiom:  Wenn  ein  Punkt  nach  meh- 
reren Verschiebungen  einer  Ebene,  in  seine  ursprüng- 
liche Lage  zurückkehrt,  so  befindet  sich  die  ganze 
Ebene  in  ihrer  ursprünglichen  Lage/' 

Raschig  giebt  dem  Günther' sehen  Axiom  den  Vorzug, 
weil  ;,es  besonders  anschauh'ch  und  evident  sei,  so  dafs  es 
nicht  einen  Beweis  zu  suchen  gewissermafsen  von  selbst  her- 
ausfordere." 


Rose,  Elementargeometrie.  —   Wismar  1890. 

p.  2:.  „Zwei  Gerade  in  derselben  Ebene  haben  entweder 
dieselbe  Richtung  und  dann  hennt  man  sie  Parallelen  oder 
gleichlaufende  Linien  oder  .  .  .  .''. 

Die  Winkelsätze  stützen  sich  demgemäfs  auf  den  Rieh- 
tungsbeweis. 


^)  Man  yergl.  die  betreffenden  Zitate. 

^  Petersen,  Math.  Annalen  29:  Über  die  Winkel  des  Dreiecks. 
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Scholim,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Kreuzborg  O.  S. 
1890. 

p.  5:  ,;Zwei  gerade  LiuieD;  welche  keinen  Punkt  gemein- 
sam haben,  aber  nach  derselben  Richtung  laufen  ^  heilsen 
parallel.  Dieselben  bleiben;  soweit  wir  sie  uns  Torstellen 
können,  gleich  weit  yon  einander  entfernt  und  begegnen  sich 
daher  nirgends.'' 

p.'ll  folgen  die  Winkelsätze,  die  durch  Verschiebung  und 
Deckung  bewiesen  werden. 

E.  Fischer,  Die  Geometrie.  —  Ferlin  1891.  ' 
p.  5:  „Wegen  der  völligen  Gleichheit  sämtlicher  Baum- 
punkte  geht  durch  jeden  derselben  stets  eine  Gerade,  welche 
mit  irgend  einer  andern  Geraden  im  Baume  dieselbe  Rich- 
tung hat.  Linien  gleicher  Richtung  heifsen  parallele 
Linien.'* 

Der  Beweis  der  Winkelsätze  stützt  sich  auf  die  Gleich- 
heit der  Bichtungsunterschiede. 


Holl,  Lehrbuch  d.  Geometrie.  —  Stuttgart  1891. 

p.  8:  „Gerade  liegen  in  gleicher  Bichtung  d.  h.  sie  sind 
gleichlaufend  oder  parallel,  wenn  sie  einander  nie  schneiden, 
soweit  man  sie  auch  yerlängert.  —  Parallelen  haben  stets 
gleiche  Entfernung  von  einander.'' 

p.  21  folgen  auf  die  Winkelsätze  zwei  Zusätze: 

„1)  Sind  zwei  Gerade  mit  einer  dritten  parallel,  so  sind 
sie  unter  sich  parallel. 

2)  Durch  einen  Punkt  läfst  sich  mit  einer  Geraden  nur 
eine  Parallele  ziehen."      

Hocevar,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Wien  1891. 

p.  10:  „Zwei  Gerade  in  einer  Ebene,  welche  beliebig  ver- 
längert sich  nicht  schneiden,  heifsen  parallel  oder  gleich- 
laufend." 

Beweis  der  Winkelsätze  durch  Deckung  der  Halbstreifen. 

H.  Müller,  Die  Elementar-Planimetrie. —  Berlin  1891. 
p.  23  werden  die  Winkel   zweier  Geradenpaare  aus- 
führlich   erörtert.     Daran    schliefsen    sich    die   Winkel    bei 
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Parallelen;  indem  angenommen  wird;  dafs  das  eine  Geraden- 
paar sieb  so  bewege;  bis  sein  einer  Scbenkel  mit  einem  des 
a.ndem  Paares  zusammenfalle.  Es  wird  dann  gesagt;  p.  27: 
„Die  Beobachtung  fahrt  demnach  bei  Benutzung  der  Er- 
klärung: Haben  zwei  gerade  Linien  keinen  Punkt  mit  ein- 
ander gemein;  so  werden  sie  parallel  genannt;  zu  dem  Lehr- 
satz: Sind  bei  zwei  von  einer  dritten  geschnittenen  Geraden 
zwei  gleichliegende  Winkel  oder  zwei  Wechselwinkel  einander 
gleich  oder  zwei  Ergänzungswinkel  supplementär;  so  sind  die 
geschnittenen  Geraden  parallel/' 

Beweis  durch  Kongruenz  der  beiden  Halbstreifen. 


Rossmanith;  Die  Elemente  der  Geometrie.  — Wien  1891. 

p.  24:  „Zwei  Gerade,  welche  in  einer  Ebene  liegen  und 
nie  zusamentreffeU;  soweit  man  sie  auch  nach  beiden  Seiten 
hin  verlängert;  werden  gleichlaufend  oder  parallel  genannt." 

„Parallele  unbegrenzte  Gerade  (Strahlen)  haben  nach  bei- 
den Seiten  hin  gleiche  Richtungen.'^ 

;;Grundsatz.  Durch  einen  Punkt  aufserhalb  einer  Geraden 
ist  zu  dieser  nur  eine  Parallele  möglich/' 

;;6ei  zwei  Parallelen  haben  alle  Punkte  der  einen  gleiche 
Abstände  von  der  andern." 


V.  Schmidt;  Euklids  11.  Axiom.  —  Moskau  1891. 

p.  16:  ;,Wenn  in  einer  Ebene  zwei  gerade  Linien  eine 
dritte  so  schneiden;  dafs  die  korrespondierenden  Winkel  gleich 
sind,  so  haben  die  schneidenden  Linien  gleiche  Richtung. 
Solche  Linien  werden  Parallellinien  genannt." 


Fenkner,  Ebene  Geometrie.  —  Braunschweig  1892. 

p.  5:  ;,Zwei  gerade  Linien  haben  keinen  PunW  mit  ein- 
ander gemeiu;  so  weit  man  sie  auch  verlängern  mag;  oder  sie 
sind  parallel." 

;,Grundsatz.  Zu  einer  geraden  Linie  kann  durch  einen 
aufserhalb  derselben  gegebenen  Punkt  nur  eine  Parallele  ge- 
zogen werden." 

Beweis  der  Winkelsätze  indirekt. 
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Päd.  Arch.  —  34.  Jahrg.  —  1892. 

p.  545:  Schur^  Die  Parallelenfrage  im  Lichte  der  neueren 
Geometrie. 

„Die  neueren  Forschungen  haben  erst  die  wahre  Bedeu- 
tung der  Erörterungen  zu  klarem  Bewufstsein  gebracht.^ 

Philosophische  Verquicknng. 

,,Moglich8t  wenige,  der  unmittelbaren  Anschauung  ent- 
lehnte Grundbegriffe,  genaue  Definitionen,  strenge  Deduk- 
tionen." 

„Die  negative  Definition  giebt  keine  unmittelbare  Eyidenz.'' 

Alle  Beweise,  aufser  Legendre's,  haben  das  Ziel  verfehlt. 

„Erst  seit  Gauss  wirklicher  Einblick  in  das  Problem, 
weil  sich  mit  den  übrigen  Axiomen  sehr  wohl  die  Negation 
der  Parallelen  vertrage." 

Bolyai,  Lobatschewsky.  In  sich  widerspruchsfreie  Geo- 
metrie unabhängig  vom  V.  Postulat 

Bis  jetzt  wohl  kein  Widerspruch,  fände  sich  vielleicht 
noch. 

„Man  hielt  doch  an  der  unendlichen  Länge  der  Geraden 
fest^  die  (nach  Biemann)  keine  Folge  der  übrigen  Axiome  sei." 

„Zusammenhang   zwischen  Hauptsätzen  und  Postulaten." 

„Riemann's  Koordinaten ausdruck  für  den  Komplex  der 
Postulate." 

Quadrat  der  Entfernung  zweier  unendlich  naher  Punkte. 
Winkel.     Das  sind  doch  alles  Euklidische  Begriffe.  — 

^Daher  unter  Riemann^schen  Voraussetzungen  Gültigkeit 
der  Euklidischen  Geometrie  in  jedem  unendlich  kleinen  Teile 
des  Raumes." 

Geodätische  Linien  und  Flächen.  —  Riemann'sches  £rüm- 
mungsmafs. 

Freie*  Beweglichkeit  der  starren  Körper  =  überall  gleiche 
Beschaffenheit  des  Raumes  =  Raum  konst.  Riem.  Krümmungs- 
mafses. 

Felix  Klein:  bestimmtes,  vorher  abgegrenztes  Gebiet.  — 
Unabhängigkeit  der  projekt.  Geometrie  vom  Parallelenaxiom. 

Sophus  Lie  —  Helmholtz. 
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Her  eher,  Lehrbuch  der  Geometrie.  —  Leipzig  1893. 

p.  5:  ,;Es  lassen  sich  auch  verschiedene  Gerade  in  einer 
Ebene  zeichnen,  welche  gleiche  Richtung  haben.  Solche  Linien 
können  sich,  soweit  man  sie  auch  verlängern  mag,  niemals 
schneiden,  denn  sie  mtifsten  sonst  als  Gerade,  die  einen  Punkt 
und  die  Richtung  gemein  haben,  zusammenfallen.  Solche 
gleichgerichtete  Gerade  nennt  man  parallele  Gerade  oder 
Parallelen." 

p.  10:  „Grundsatz.  Durch  einen  Punkt  aulserhalb  einer 
Geraden  läfst  sich  zu  derselben  nur  eine  Parallele  ziehen." 

Die  Winkelsätze  werden  durch  Deckung  der  Parallelen 
mittelst  Parallelverschiebung  bewiesen. 


Die  vorliegenden  Zitate  aus  den  Lehrbüchern  haben  ge- 
zeigt, dafs  die  verbreitetste  der  Definitionen  von  Parallelen 
diejenige  ist,  die  sich  auf  den  Begriff  der  Richtung  stQtzt. 
Und  dies  ist,  wie  ich  auch  schon  am  Anfang  des  Kapitels 
bemerkte,  wohl  dem  Umstände  zuzuschreiben,  dass  einer  ober- 
flächlichen Betrachtung  der  sogenannte  Richtungsbeweis  -^ 
d.  h.  also  der  auf  den  Richtungsunterschied  sich  gründende 
Beweis  —  äuTserst  bequem  und  treffend  erscheint.  Ich  möchte, 
da  ich  mich  über  diese  Frage  schon  am  Anfang  des  Kapitels 
ausgesprochen  habe,  hier  nur  noch  folgendes  zur  Erwägung 
anheim  geben.  Macht  man  die  mögliche  Bewegung  einer  Ge- 
raden zum  Ausgangspunkt  der  Betrachtung,  so  kann  matl  drei 
Fälle  unterscheiden: 

1.  Die  Gerade  bewegt  sich  in  allen  ihren  Punkten 
und  zwar 

a)  so,  dass  alle  Punkte  Nachbarpunkte  ihrer  ursprüng- 
lichen Lage  bleiben  (diese  Bewegung  heifst  schieben), 

b)  so,  dass  alle  Punkte  eine  neue  Lage  bekommen  ohne 
einschränkende  Bestimmung  (desgl.). 

2.  Ein  Punkt  bleibt  fest  (diese  Bewegung  heifst  drehen). 

3.  Zwei  Punkte  bleiben  fest.  (Bewegung  «=3  Drehung 
in  sich;  doch  dürfte  es  richtiger  sein,  unter  dieser  Voraus- 
setzung überhaupt  keine  Bewegung  mehr  als  möglich  an- 
zuerkennen.) 

Beschränken  wir  uns  auf  1.  und  2.  und  wählen  die  kurzen 
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—  und  wie  ich  glaube  auch  völlig  deutlichen  —  Namen 
Schieben  und  Drehen,  so  würde  man  zum  Begriff  der  parallelen 
Lage  der  Geraden  im  ersten  Falle,  zum  Begriff  des  Winkels 
im  zweiten  Falle  gelangen  und  so  gleich  einen  Zusammenhang 
dieser  beiden  Gebilde  erhalten.  Bei  beiden  Bewegungen  ändert 
sich  die  Richtung-,  es  ist  nicht  richtig  zu  sagen:  in  dem  einen 
Falle  ändert  sich  die  Richtung  und  ein  Punkt  bleibt  fest,  im 
andern  wechseln  alle  Punkte  ihre  Lage  und  die  Richtung 
bleibt  fest.  Wenn  es  z.  B.  in  dem  Zitat  p.  317,  Zeile  1  y.  o. 
heifst:  „Wenn  man  eine  Gerade  so  verschiebt,  dass  sie  ihre 
ursprüngliche  Richtung  unverändert  beibehält,  so  kann  man 
sie  in  die  Lage  jeder  ihr  parallelen  Geraden  bringen'',  so  ist 
dieser  Ausdruck  entschieden  falsch.  Behält  eine  Gerade  bei 
einer  Bewegung  ihre  ursprüngliche  Richtung  unverändert  bei, 
so  ist  nur  eine  Verschiebung  in  sich  möglich,  nichts  anderes. 
Ich  bin  gewifs,  dass  man  mir  hierin  zustimmen  wird.  Die 
ungenügende  Erkenntnis  der  wesentlichen  Verhältnisse  erzengt 
denn  auch  solche  verworrenen  Definitionen,,  wie  die  folgende  (s. 
8.  318):  „Parallelverschiebung  einer  Geraden  heilst  die  Be- 
wegung einer  Geraden  ohne  eigne  Richtungsänderung  in  der 
Richtung  einer  andern  Geraden. '^  Die  beiden  Bewegungen 
Schieben  und  Drehen  sind  deutlich  aufzufassen  und  deutlich 
auseinander  zu  halten. 

Gewissenhafte  Bearbeiter  haben  übrigens  für  nötig  be- 
fanden bei  der  Erklärung  der  Parallelen  des  Umstandes  zu 
gedenken,  dass  in  jeder  Geraden  zwei  Richtungen  zum  Aus- 
druck kommen,  und  haben  deshalb  folgende  Definition  aufge- 
stellt: „Gerade  von  gleicher  oder  entgegengesetzter  Rich- 
tung heifsen  parallel/'  So  kommt  es  denn,  dass  sie  kon- 
sequenterweise folgenden  Satz  aussprechen  (vergl.  p.  307): 
„Zwei  Punkte,  die  sich  auf  parallelen  Geraden  bewegen,  be- 
wegen sich  in  gleicher  oder  entgegengesetzter  Richtung.'^  Hier 
tritt  die  Unnatur  der  Parallelendefinition,  die  sich  auf  den 
Begriff  der  Richtung  stützt,  recht  in  Evidenz. 

Zum  Schluss  möchte  ich  noch  das  eine  erwähnen,  dass  es 
nicht  heifsen  darf:  „Gerade,  welche  .  • . .,  sind  parallel/'  son- 
dern dass  es  lauten  muss:  heissen  parallel. 
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IV.  Kapitel. 

Anwendungen  zur  Winkel-   and  Farallelenlehre« 

Sind  dem  Schüler  anschauliche  DefinitioDen  yom  Winkel 
und  von  den  Parallelen  gegeben^  so  handelt  es  sich  nun 
darum,  mit  diesen  Begriffen  zu  operieren;  Begriffen,  die  im 
wesentlichen  ja  nur  eine  Erweiterung  der  ursprünglichen  Be- 
griffe Richtung  und  Abstand  sind.  Gleich  damals  hatten  wir 
an  diese  beiden  ersten  Begriffe  Untersuchungen  angeschlossen 
,,Lagenbetrachtungen'',  auch  hier  schliefsen  sich  direkt  an  die 
Definitionen  Untersuchungen  über  die  wesentlichen  Beziehungen 
an.  Ich  hatte  am  Anfang  des  §  3  im  ersten  Kapitel  auf  die 
Wichtigkeit  der  Kombinationslehre,  insbesondere  auf  ihre  prak- 
tische Anwendung  hingewiesen,  indem  ich  zugleich  betonte, 
dafs  wir.  auf  diese  Weise  ein  Gerippe  für  den  Unterricht  ge- 
winnen, das  dem  Schüler  leicht  im  Gedächtnis  haftet  und 
deshalb  vorzüglich  geeignet  ist,  ihn  bei  Wiederholungen  nicht 
nur  zu  unterstützen^  sondern  überhaupt  zur  Festigung  seines 
Wissens  beizutragen.  Eine  gute  Disposition  ist  die  halbe 
Arbeit.  Dieser  Satz,  der  für  den  deutschen  Aufsatz  wohl  all- 
gemeine Anerkennung  gefunden  hat,  gilt  meiner  Ansicht  nach 
nicht  weniger  bei  der  Behandlung  des  mathematischen  Lehr- 
stoffs. Den  Hauptvorzug  einer  guten  Disposition  aber  bildet 
jedenfalls  der  organische  Zusammenhang  der  eibzelnen  Teile, 
gewissermafsen  die  natürliche  Ausbildung  und  Gestaltung, 
Nicht  nur  muTs  die  Anordnung  eine  naturgemäfse  sein,  die 
sich  von  Begriff  zu  Begriff  ohne  Gedankensprünge  aufbaut, 
es  muis  vor  allem  gleich  bei  Aufstellung  der  Disposition 
darauf  geachtet  werden,  dafs  sie  als  Bepetitionsschema  gelten 
kann.  ^) 


1)  Derartige  Repetitionsschemaia  pflege  ich  auck  in  den  andern 
Disziplinen  zu  geben  und  zwar  nach  Durchnahme  irgend  eines  Ab- 
schnittes, da  natürlich  die  wesentlichen  Elemente  dazu  nicht  von  vorn- 
herein bereit  liegen,  wie  hier  in  der  Planimetrie.  Ea  mufs  sich  daher 
das  Repetitionsflchema  erst  an  das  Pensum  anschliessen.  Sorgt  man 
dafür,  dafs  dieses  Schema  sich  dem  Gedächtcis  der  Schüler  sicher  ein- 
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Die  Untersuchungen  des  §  3  im  ersten  Kapitel  sind  ein 
Beispiel;  wie  ich  mir  einen  derarti]gen  Aufbau  und  seine  Ge- 
staltung als  Repetitionsschema  denke.  Durch  die  einfache 
Kombination  der  Elemente  Pankt,  Gerade,  Kreis  zu  je  zweien 
ergab  sich  ein  einfaches,  dem  Gedächtnis  leicht  einzuprägendes 
Gerippe,  das  jederzeit  bereit  liegt  und  nur  der  Ausführung 
harrt.  Jedoch  befanden  wir  uns  dort  in  einer  günstigen  Lage, 
die  Kombination  war  eine  sehr  einfache,  die  Darstellung  ge- 
staltete sich  demgemäfs  auch  aufserordentlich  einfach.  Im 
vorliegenden  Falle  bieten  sich  eiue  Reihe  gleichwertiger  Dis- 
positionen, die  je  nach  dem  Geschmack  des  Lehrenden  oder 
nach  den  Fähigkeiten  der  Lernenden  mit  einander  wechseln 
können.  Eine  so  völlig  einartig  sich  darbietende  Gestaltung 
der  Untersuchungen  wie  dort  ist  an  dieser  Stelle  nicht  mehr 
möglich.  Dagegen  haben  wir  hier  den  grossen  Vorteil^  die 
Untersuchungen  von  verschiedenen  Gesichtspunkten  beleuchten 
zu  können,  und  ich  möchte  als  ganz  besonders  vorteilhaft  em- 
pfehlen —  vorausgesetzt  dafs  die  Fähigkeiten  der  Lernenden 
dies  erlauben  —  beim  ersten  Durchnehmen  des  Lehrstoffs 
und  bei  den  recht  häufig  anzustellenden  Wiederholungen 
mit  den  verschiedenen  Dispositionen  abzuwechseln.  Doch,  ich 
wiederhole  dies  ausdrücklich,  mufs  man  gewiss  sein,  durch 
diesen  Wechsel  nicht  eine  Verwirrung  hervorzurufen  und  so 
grösseren  Schaden  anzurichten.  Allerdings  handelt  es  sich 
ja  auch  hier  um  höchst  einfache  Betrachtungen,  die  rein  syn- 
thetisch anzustellen  sind;  immerhin  bieten  sich  gegenüber  dem 
ersten  Abschnitt  Schwierigkeiten,  die  besonders  darin  liegen, 
dafs  dem  jugendlichen  Geiste  Beweise  zugemutet  werden  für 


prägt,  80  hat  man  die  Gewähr,  dafs  auch  die  Einzelheiten  im  Anschlofs 
an  die  Disposition  entweder  völlig  in  dem  Gedächtnis  haften  oder  we- 
nigstens jederzeit  leicht  in  das  Gedächtnis  zurückgei-ufen  werden  können. 
Nicht  die  Einzelkenntnisse,  sondern  die  Gesichtspunkte,  nach  denen  sie 
sich  ordnen,  geben  einen  wahren  Einblick  in  das  Wesen  des  behandelten 
Themas  und  ermöglichen  seine  Beherrschung.  Aus  diesem  Grande  sind 
auch  Leitfäden  zu  bevorzugen,  die  eben  nnr  die  Ordnung  des  Stoffes 
geben,  in  allen  Einzelheiten  aber  volle  Freiheit  der  Behandlang  ge- 
währen. — 

Man  vergl.  die  mathematischen  Repetitionshefte  von  Sänger  nnd 
ine. 
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Satze,  die  er  bereitwilligst  auch  ohne  solche  als  wahr  anerkennt; 
ferner  Sätze,  deren  Mitteilung  ihm  yorläufig  unnötig  erscheint, 
da  er  noch  nicht  weiss,  was  er  damit  anfangen  soll.^)  Als 
Hauptgrundsatz  mnfs  ganz  energisch  festgehalten  werden,  dafs 
jedes  dogmatische  Vortragen,  jede  analytische  Darstellungs- 
weise in  diesem  Anfangsunterricht  vermieden  werden  mufs. 
Rein  synthetisch  muss  das  Verfahren  sein  und  fortwährend 
muls  der  Schaler  zur  Mitarbeit  herangezogen  werden.  Nichts 
muss  ihm  fertig  geboten  werden,  er  mufs  sich  selbst  das  Neue 
erarbeiten*);  der  Lehrende  darf  nur  die  Schritte  leiten,  den 
Weg  zeigen,  vor  Abirruugen  behüten,  er  darf  aber  nicht  — 
ich  bitte  den  trivialen  Ausdruck  zu  entschuldigen  —  vorkauen; 
der  Schüler  mufs  wissen,  wozu  er  die  Zähne  hat  und  mufs  sie 
tüchtig  gebrauchen  lernen.  Ich  glaube  nicht,  dass  ein  auf 
diese  Weise  erteilter  Unterricht  für  den  Lehrer  b6sonders 
bequem  ist;  aber  sicherlich  wird  er  mehr  Freude  gewähren,  da 
es  nicht  ausbleiben  kann,  dafs  man  das  Wachsen  der  geistigen 
Kräfte  bei  den  Schülern  von  Stunde  zu  Stunde  fast,  möchte  ich 
sagen,  beobachten  kann.  Ich  kann  wenigstens  nach  meinen  be- 
scheidenen Erfahrungen^)  bezeugen,  dafs  die  Schüler  mit  dem 


^)  Ich  hoffe  allerdingB  zayersichtlich,  dafs  darch  Anordnung  und 
Uehandlnng  des  Stoffes,  wie  ich  sie  in  Vorschlag  gebracht  habe,  gerade 
diesen  Vorwürfen  aufs  wirksamste  entgegengearbeitet  wird.  Eine  ganze 
Reihe  von  Sätzen^  die  bei  der  bisherigen  Behandlung  des  Stoffes  weit- 
läufige Beweise  erforderten,  bieten  sich  in  der  von  uns  mitgeteilten 
Darstellung  in  so  einfacher,  natürlicher  Weise  dar,  dals  an  einen  Beweis 
gar  nicht  mehr  gedacht  zu  werden  braucht.  Ich  möchte  hier  nur  als 
ein  Beispiel  erw&hnen  die  Beziehungen  zwischen  Kreis  und  Tangente, 
wie  ich  sie  im  §  3  des  ersten  Kapitels  vorgetragen  habe.  Selbst  der 
gewissenhafteste  Mathematiker  wird,  wenn  er  nicht  ein  „Fanatiker  des 
Beweisens**  ist,  erklären  müssen,  dafs  bei  der  Entwicklung  des  organischen 
Zusammenhangs  der  verschiedenen  Lagen  die  Wahrheiten  der  Geometrie 
sich  in  so  einfacher,  Überzeugender  Weise  darbieten,  dafs  Zweifel  über- 
haupt nicht  auftau(5hen  können. 

*)  Ich  halte  diesen  Punkt  für  einen  der  wichtigsten  und  will  des- 
halb nicht  verfehlen,  poch  ausdrücklich  darauf  aufmerksam  zu  machen. 

')  Die  Erfahrungen  können  naturgemäDs  nicht  allzu  reich  sein,  da 
nach  den  strengen  Vorschriften  über  den  Betrieb  des  Unterrichts,  über 
die  Benutzung  des  Lehrbuchs  etc.  eine  individuelle  Behandlung  des  Lehr- 
stoffs nur  in  sehr  eng  bemessenen  Schranken  sich  bewegen  kann. 
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grössten  Interesse  sich  an  dem  Aufbau  des  LehrstofiTs  beteiligen 
und  dafs  man  ihnen  die  reine  Freude,  wenn  sie  das  Richtige 
treffen  und  mit  immer  grossrer  Sicherheit  treffen  lernen,  wohl 
anmerkt.  Die  Zeiten,  wo  man  pädagogisches  Geschick  als 
reine  Naturanlage  betrachtete,  liegen  wohl  völlig  hinter  uns; 
allgemein  wird  Pädagogik  als  eine  Wissenschaft  betrachtet: 
aber  in  gewissem  Sinne  ist  sie  doch  eine  Eunst^  und  hier  gilt, 
wenn  irgendwo,  der  Satz,  dafs  höchste  Kunst  und  reinste 
Natur  sich  aufs  innigste  nahe  stehen  müssen.  Von  diesem 
Grundgedanken  ausgehend,  müssen  wir  Lehrer  bestrebt  sein, 
den  Lehrgang  zu  gestalten;  von  diesem  Grundgedanken  aus- 
gehend, habe  ich  den  Gang  des  geometrischen  Anfangsunter- 
richts so  gestaltet,  wie  ich  ihn  im  vorliegenden  Werke  der 
Prüfung  der  Fachgenossen  darbiete. 

Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  über  die  Motive, 
die  mich,  bei  dem  Unterricht  beeinflussen,  kehre  ich  zu  der 
speziellen  Aufgabe,  der  dieses  Kapitel  gewidmet  ist,  zurück. 
Zunächst  werde  ich  einige  wichtige  Dispositionen  mitteilen, 
dann  an  der  Hand  eines  dieser  Entwürfe  die  Ausgestaltung 
im  Einzelnen  darstellen.  Diese  Einzelausgestaltuug  wird  im 
allgemeinen  nicht  wesentlich  von  einander  verschieden  sein, 
wenn  wir  eine  andre  Disposition  zugrunde  legen,  und  es 
wird  deshalb  uicht  notig  sein,  für  jede  Disposition  eine  aus- 
führliche Darstellung  zu  geben.  Ich  würde  selbst  auf  die 
Mitteilung  der  andern  Dispositionen  verzichtet  haben,  wenn 
ich  nicht  dadurch  dem  Vorwurf  entgehen  zu  können  glaubt«, 
dafs  ich  selbst  dogmatisch  vorginge,  indem  ich  einen  be^ 
stimmten  Gang  des  Unterrichts  vorschriebe.  Aber  selbst  im 
Einzelnen  sollen  meine  Mitteilungen  durchaus  nicht  etwa  be- 
stimmte Vorschriften  enthalten  oder  den  Anspruch  machen, 
dafs  man  sich  nun  ganz  genau  darnach  richten  müsse.  Der 
Einzelunterricht  hängt  von  zu  viel  Faktoren  ab,  als  dafs  sich 
generelle  Vorschriften  darüber  geben  liefsen,-  hier  mufs  Jeder 
den  bestehenden  Verhältnissen  gerecht  werden  und  den  Lehr- 
gang den  Umständen  gemäfs  formen.  Immerhin  wird  die 
Darstellung  eines  auf  grund  genauester  Studien  und  reicher 
Kenntnis  einschlägiger  Litteratur  gewonnenen  und  durch- 
gearbeiteten Lehrgangs  Anspruch  auf  das  Interesse  der  Fach- 
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genossen  erheben  dürfen.  Allerdings  mufs  ich  gestehen,  dafs 
ich  selbst  diesen  Lehrgang  nicht  einseitig  benutze,  wohl  kaum 
habe  ich  bis  jetzt  den  Stoff  einmal  wie  ein  anderesmal  be- 
handelt, und  dafs  ich  künftig  ganz  genau  meine  heutige  Dar- 
stellung beibehielte,  glaube  ich  auch  nicht.  Aber  dafs  sie 
mir  als  wesentliche  Norm  beim  Anfangsunterricht  auch  ferner- 
hin vorschweben  wird,  davon  allerdings  bin  ich  fest  überzeugt. 
Denn  nur  beseelt  von  einer  solchen  festen  Überzeugung  ist 
man,  meiner  Meinung  nach,  befugt,  seiner  Ansicht  Ausdruck 
zu  geben. 

Dispositionen  zur  Winkel-  und  Parallelenlehre  können 
nun  in  folgender  Weise  gestaltet  sein. 

I.  Disposition. 

A.    Ein  Schnittpunkt. 
(Winkelmessung,  Benennungen,  Nebenwinkel,  Scheitelwinkel.) 

B.  Zwei  Schnittpunkte. 

a)  Benennungen. 

b)  Voraussetzung  eine  der  16  Bedingungsgleichungen. 

c)  Zusammenhang  mit  den  Parallelen. 

d)  ümkehrung  der  Winkelsätze. 

e)  Keine  der  16  Bedingungen  trifft  zu.  Damit  Über- 
leitung zu 

C.  Drei  Schnittpunkte. 
(Kombinationsfrage:    Wie    viel    Schnittpunkte    überhaupt 

möglich?  Zusammenhang  zwischen  der  Anzahl  der  Geraden 
und  der  Anzahl  der  Schnittpunkte.) 

Die  Winkel  im  und  am  Dreieck. 

Der  Grundgedanke  aller  Betrachtungen  ist  die  Unter- 
suchung der  Beziehungen  zwischen  den  verschiedenen  Winkeln. 


II.  Disposition. 

A.    Eine  Gerade. 
Ebensowenig   wie    bei    der   Betrachtung    eines   Punktes 
bietet  sich  hier  bei  der  Betrachtung  einer  Geraden  Gelegen- 
heit zu  Untersuchungen.     Ein  Element  —  als  solches  wird 
die  Gerade  hier  angesehen   —   bietet   für  sich   nichts   Merk- 

Sohotten,  der  planimetr.  Unterricht.    II.  »  22 
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würdiges,  erst  in  seinen  Beziehungen   zu  andern  finden  wir 
ein  Objekt  für  unsre  Betrachtungen. 

B.  Zwei  Geraden. 
(Zusammenhang  mit  §  3  des  I.  Kapitels.) 

a)  Kein  Schnittpunkt. 

b)  Ein  Schnittpunkt. 

C.  Drei  Geraden. 

a)  Kein  Schnittpunkt  (alle  drei  Geraden  parallel). 

b)  £in  Schnittpunkt. 

c)  Zwei  Schnittpunkte  (zwei  Geraden  parallel). 

d)  Drei  Schnittpunkte. 


m.  Disposition. 

A.  Ein   Winkel. 

Grösse,  Benennungen,  Zusammenhang  mit  dem  Kreis. 

B.  Zwei  Winkel 

a)  an  einem  Scheitelpunkt. 

Nebenwinkel,  Scheitelwinkel. 

b)  an  zwei  Scheitelpunkten. 

1)  Komplementwinkel,  Supplementwinkel,  Vergleichung 
und  Kongruenz. 

2)  Gleichliegende,  Halbgleichliegende,  Ungleichliegende. 

Zu  beachten  ist,  dafs  gleichliegende  Winkel  dieselben^) 
Winkel,  aber  an  zwei  Scheiteln  sind;  halbgleichliegende : 
Nebenwinkel  an  zwei  Scheiteln;  ungleichliegende  sind 
Scheitelwinkel  an  zwei  Scheiteln. 

C.   Drei  Winkel  (und  mehr). 
Die  Winkel  in  und  an  Figuren. 


^  Ich  gestelie  2u,  dafa  diese  Aaedmcksweise  inkorrekt,  zum  we- 
nigsten sehr  eigentfimHch  ist;  aber  es  gelang  mir  nicht,  einen  besseren 
Ausdruck  su  finden;  auch  glanbe  ich,  dafs  ein  Mifsyersl&ndnis  ausge- 
Bofalosaen  ist,  besonders  im  Vergleich  mit  der  folgenden  Darstellang. 


—     339     - 

lY.  Disposition. 

A.  Ein   Winkel. 

B.  Winkelpaare. 

1)  Eins  für  sich  betrachtet. 

2)  Zwei  oder  mehrere  im  Zusammenhang. 

C.   Die  Winkel  bei  Figuren. 


Hiermit  sind,  soweit  ich  es  übersehen  kann,  die  mög- 
lichen Dispositionen  für  diesen  Teil  der  Planimetrie  aufgestellt. 
Doch  müssen  wir  noch  einer  weiteren  Gestaltung  dieses  Ab- 
schnittes gedenken,  die  sich  durch  die  duale  Gegenüberstellung 
der  beiden  •Konstruktionselemente  Strecke  und  Winkel  ergiebt. 
Dieser  Darstellung  werde  ich  am  Schlüsse  dieses  Kapitels 
noch  eine  eingehendere  Würdigung  zuteil  werden  lassen. 

Meinen  Ausführungen  werde  ich  an  dieser  Stelle  die  dritte 
Disposition  zugrunde  legen,  mit  der  übrigens^ die  vierte  fast 
völlig  übereinstimmt.  Es  liegt  nur  eine  Verschiedenheit  der 
Benennung  vor,  im  Gange  der  Untersuchung  herrscht  völlige 
Gleichheit.  Übrigens  scheint  mir  die  Bezeichnung  „Winkel - 
paare"  viele  Vorzüge  zu  besitzen,  da  in  dem  Namen  zugleich 
schon  die  Thatsache  liegt,  dafs  die  beiden  Winkel,  die  in 
Betrachtung  kommen,  in  enger  Beziehung  zu  einander  stehen.^) 
überall  aber,  wo  man  schon  durch  den  Naiüen  eine  Andeu- 
tung geben  kann,  um  was  es  sich  handelt,  sollte  .man  die 
Gelegenheit  nicht  ungenützt  vorüber  gehen  lassen. 

Selbstverständlich  ist,  dafs  man  auch  in  der  gewählten 
Disposition  Einzelheiten  der  Ausführung  nach  einer  andern 
Disposition  gestalten  kann.  Überhaupt  ist  aufs  energischste 
zu  betonen,  dafs  dem  einzelnen  Lehrer  volle  Freiheit  in  der 
Gestaltung  des  Einzelnen  zu  gewähren  ist  —  mehr  scheint 
vor  der  Hand  nicht  zu   erreichen  zu  sein.     Der  Unterschied 


*)  „Die  Ausführung  von  Winkelmessungen  wird  oft  dadurch  er- 
leichtert, dafs  man  zwei  Winkel  in  ihrer  gegenseitigen  Beziehung  be- 
trachtet, indem  man  jeden  einzelnen  als  Bestandteil  (Element)  eines 
Winkel  paar  es  auffafst." 

Wernicke,  Die  Grundlage  der  Euklidischen  Geometrie  des  Mafses. 
Braunschweig,  1887;  p.  38. 
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.zwischen  akademischer  Lehrfreiheit  und  dem  Zwange  des 
akademisch  gebildeten  Lehrers  der  höheren  Lehranstalten  ist 
aus  Gründen  falscher  Humanität  ein  riesengrofser.  Es  hätte 
gewifs  auch  andre  Wege  gegeben,  um  mifsbräuchlichen  Aus- 
schreitungen entgegen  zu  wirken.  Ein  Schlagwort  der  mo- 
dernen Pädagogik  ist  die  Individualisierung;  aber  wehe,  wenn 
darüber  die  Individualität  des  Lehrers  zugrunde  geht.  Den 
besten  Erfolg  wird  doch  immer  eine  knLftige  IndiTidualitat 
haben;  ihr  Einflufs  auf  die  Schüler  wird  auch  methodische 
Fehler  in  den  Hintergrund  treten  lassen.    Doch  zur  Sache! 

§  1.  Ein  Winkel. 

Hat  man  die  Definition  des  Winkels  gegeben  und  auf 
grund  des  von  uns  aufgestellten  psychischen  Gesetzes^)  fest- 
gelegt, dafs  immer  der  kleinere  Winkel  gemeint  ist,  wenn 
nicht  ausdrücklich  etwas  anderes  bestimmt  wird,  so  gilt  es 
nun,  die  Bestimmungen  übör  die  Bezeichnung  der  Winkel  zu 
treffen.^)  Zunächst  wird  aber  mitgeteilt,  dafs  der  gemeinsame 
Ausgangspunkt  der  beiden  Strahlen  den  Namen  „Scheitel'' 
(Scheitelpunkt)  hat,  dafs  die  Strahlen  „die  Schenkel"  genannt 
werden.  Dafs  es  auf  die  Länge  der  Schenkel  gar  nicht  ankommt, 
g^ht  aus  unserer  Definition  des  Winkels  hervor,  doch  mag  es 
nicht  überflüssig  sein,  ausdrücklich  noch  darauf  aufmerksam  zu 
machen  resp.  diese  Wahrheit  von  den  Schülern  selbst  finden 
zu  lassen.  Die  Pestsetzung,  dafs  immer  der  kleinere  Winkel 
gemeint  sei,  ist  notwendig,  da  es  nicht  möglich  ist,  in  der 
Ebene  einen  Winkel  für  sich  zu  zeichnen,  wenn  man  nicht 
die  zugehörige  P'läche  schraffieren   will.     In  manchen  Fällen 


^)  Vergl.  Seite  5  u.  43. 

*)  Bürklen  (Zur  Lehre  vom  Winkel.  —  Kor.  Bl.  f.  d.  Gel.  u. 
Realsch.  1891)  p.  8:  ,,Die  Grösse  eines  Winkels  —  d.  h.  das  was  grofs 
ist  —  ist  dasjenige  der  beiden  durch  die  Schenkel  bestimmten  Ebenen- 
gebiete,  das  kleiner  ist  b.\&  die  Halbebene.  Soll  das  andere  Gebiet  ins 
Auge  gefafst  werden,  —  was  z.  B.  bei  dem  Zentriwinkel  nötig  ist,  der 
zu  einem  stumpfen  Peripheriewinkel  gehört  —  so  ist  dem  Wert  Winkel 

m 

„Konvex-"  vorzusetzen. 

Wo  diese  Festsetzung  nicht  getroffen  wird,  da  bleiben  Zweideutig- 

a  bestehen.*' 
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wird  sich  dies  empfeBleS;  aber  es  läfst  sieh  nicht  konsequent 
durchfahren;  wir  befinden  uns  hier  gegenüber  der  Darstellung 
des  Abstandes  zweier  Punkte  durch   die  Strecke  im  Nachteil. 
Würden  wir  den  Drehungsabstand  zweier  Strahlen  im  Räume 
durch  eine  Fläche  darstellen,  so  wäre  die  Eindeutigkeit  sofort 
gewonnen.    Aber  da  wir  in  der  Ebene  operieren  und  in  dieser 
unsere  Zeichnungen  machen,  so  ist  es  unmöglich,  einen  Winkel 
für    sich    allein    zu   zeichnen.     Es   ist  dies  ganz   analog  dem 
Falle,  dafs  wir  auf  einem  Kreise    durch   zwei  Punkte   nicht 
einen  Bogen  erhalten,  sondern  zwei:  und  deshalb  auch  fest- 
setzen   müssen,   welchen  von  ihnen    wir   meinen.     Mit  Hülfe 
eines    Blattes    wird    es    also    möglich    sein,    im   Saume    den 
Winkel  eindeutig  darzustellen.     Man    sollte  nicht  versäumen, 
dies  den  Schülern  vorzuführen.     Wie  nun  eine  Strecke,  wenn 
wir  auf  die  Richtungen  achten,  noch  doppeldeutig  ^seiji  kann, 
so  auch  der  Winkel,  wenn  wir  die  Drehungsrichtung  in  Be- 
tracht ziehen.     Ob  es  ratsam  sei,  hierauf  im  Anfangsunterricht 
einzugehen,  erscheint  mir  zweifelhaft.     Abgesehen  davon  näm- 
lich, dafs  man  mit  dem  Hinweis  auf  die  Doppeldeutigkeit  — 
sowohl   bei   der   Strecke,   wie  beim  Winkel  —  an  die  Auf- 
fassungskraft des  Schülers  schon  erhöhte  Anforderungen  stellt, 
kommt  als  gewichtiges  Moment  in  Betracht,  dafs  in  der  Be- 
handlung der  Planimetrie  auf  der  Schule  von  dieser  Doppel- 
deutigkeit nirgends  eine  Anwendung  gemacht  wird,  so  dafs 
man  also  den  Schüler  mit  etwas  belastet,  womit  er  durchaus 
nichts  anzufangen  weifs.     Ich  bin   daher  dafür,  diesen  Punkt 
im   Anfangsunterricht   unberührt    zu  lassen  und  die  Begriffe 
negativer  Strecken  und  negativer  Winkel  gar  nicht  zu  erwähnen. 
Die  Bezeichnung  der  Winkel  ist  dadurch  erschwert,  dafs 
man  sich  der  kleinen  griechischen  Buchstaben  nicht  mehr  be- 
dienen kann;  doch  scheint  mir  ein  Ersatz  der  zu  sein,  dafs 
man    grofse    lateinische    Buchstaben    mit    einem    Dächelchen 

darüber  wählt,  also  z.  B.:  A,  Es  ist  damit  der  Vorteil  ver- 
bunden, dafs  man  an  den  Ecken  eine  einheitliche  Benennung 
hat.  Überall  aber,  wo  an  einem  Scheitel  mehrere  Winkel 
nebeneinander  liegen,  mufs  man  unbedingt  von  dieser  Bezeich- 
nung absehen,  um  jeder  Zweideutigkeit  aus  dem  Wege  zu 
gehen.     Hier  ist  es  nötig,  die  Bezeichnung  mit  Hülfe  dreier 
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Buchstaben  zu  wählen,  so  zwar, 'dafs  man  den  Buchstaben 
des  Scheitels  in  die  Mitte  setzt.  Auch  hier  bin  ich  dafür,  um 
einen  Unterschied  gegen  das  Dreieck  von  vornherein  festzu- 
legen, über  den  Buchstaben  des  Scheitels  ein  Dächelcheu  zu 

machen,  also  z.  B.:  ABC.  Würde  man  zugleich  noch  fest- 
setzen, dafs  bei  der  Benennung  die  Reihenfolge  der  Buch- 
staben so  gewählt  wird,  dafs  das  Winkelfeld  zur  Linken  liegt, 

—  wie  das  ja  auch  für  alle  Figuren  wohl  allgemein  üblich  ist 

—  so  würde  damit  eine  weitere  Sicherheit  in  der  Bezeichnnng 
und  eine  Übereinstimmung  gegeben  sein. 

Was  nun  die  Einteilung  der  Winkel  betrifft,  so  sind  der 
Vollständigkeit  halber  der  YoUwinkel  und  der  Nullwinkel,  die 
sich  allerdings  unter  dem  Bilde  eines  Strahles  darstellen  und 
zeichnerisch  gar  nicht  von  einander  unterschieden  werden 
könueu,  nftht  zu  übergehen.  Um  so  mehr  kommt  der  Voll- 
winkel in  Betracht,  als  er  uns  die  Mafseinheit  liefert;  eine 
natürliche  Mafseinheit,  nicht  eine  willkürliche  wie  bei  den 
Strecken.  Hat  der  Strahl  eine  Vierteldrehung  vollzogen,  so 
heifst  der  entsprechende  Winkel  ein  rechter  Winkel.*)  Hier- 
für möchte  ich  gern  den  Namen  „Richtwinkel^*  vorschlagen, 
ein  Name,  der  aus  dem  praktischen  Leben  sich  ergiebt,  z.  B. 
ein  Haus  richten,  d.  h.  unter  rechtem  .Winkel  aufbauen  u.  a. 
Es  würde  sich  dies  deshalb  empfehlen,  weil  wir  dann  ein 
Wort  haben,  mit  dem  sich  leichter  operieren  lieJse,  als  mit 
dem  Ausdruck  „rechter  Wiukel".  Dreht  man  weiter,  bis  eine 
halbe  Drehung  vollzogen  ist,  die  beiden  Strahlen  also  vom 
Scheitel  aus  nach  entgegengesetzten  Richtungen  sich  erstrecken 
(eine  Gerade  bilden),  so  hat  man*  den  „Flachwinkel^^ 
Winkel,  die  kleiner  sind  als  der  Bichtwinkel'),  heilsen  „Spitz- 
wink eT';  solche,  die  gröfser  als  der  Richtwinkel  sind,  aber 
kleiner  als  der  Flachwinkel,  heifsen  „Stumpfwinkel'^  Alle 
Winkel,  die  kleiner  als  der  Flachwinkel  sind,  haben  ausserdem 

*)  Nach  unsrer  Ansicht  besser  der  rechte  Winkel. 

*)  Es  wird  sich  durchaus  empfehlen,  nur  den  bestimmten  Artikel 
zu  gebrauchen,  um  auch  dadurch  schon  anzudeuten,  dafs  es  sich  um 
etwas  ganz  Bestimmtes  handelt.  Um  solche  Sätze,  wie  „alle  rechten 
Winkel  sind  einander  gleich",  kommt  man  dann  herum,  ja  ea  wurde 
uns  geradezu  merkwürdig  berühren,  solche  Sätze  zu  hören. 


-     343     - 

noch  den  gemeinsamen  Namen  ,,Holil winke  1^'.  Auf  eine 
besondre  Bezeichnung* der  Winkel;  die  gröfser  sind  als  der 
Flach winkel;  kann  'man  eigentlich  ganz  verzichten  ^  d^  sie  ja 
fast  gar  keine  Rolle  spielen,  jedenfalls  keiue  allgemeinen  Sätze 
von  ihnen  vorkommen.  Sie  fahrten  bisher  den  Namen  ^^erhabne 
Winkel";  aach  hier  wäre  es  besser,  ein  Wort  für  den  Begriff 
zu  haben,  ich  wage  aber  keinen  Vorschlag,  da  mir  nichts  be- 
sonders Passendes  eingefallen  ist.^)  Der  vollen  Drehung  ent- 
spricht „der  Vollwinkel''. 

Von  diesem  gehen  wir  aus,  wenn  wir  dazu  übergehen, 
den  Winkel  als  Grösse,  als  benannte  Zahl  in  die  Geometrie 
einzuführen,  so  dals  wir  mit  ihm  rechnerisch  operieren  können.^) 

Die  übliche  Einteilung  des  Vollwinkels  ist  die  in  360 
gleiche  Teile,  die  wir  „Grade"  nennen,  über  die  Ver- 
anlassung zu  dieser  Einteilung  ist  folgendes  zu  bemerken, 
was  ich  ^inem  Vortrage  entnehme,  den  M.  Cantor  am  3.  De- 
zember 1891  im  historisch-philosophischen  Vereine  zu  Heidel- 
berg gehalten  hat,  dessen  Kenntnis  ich  der  Güte  des  Herrn 
Vortragenden  zu  danken  habe.  „Zeit  und  Zeitrechnung"  ist 
das  Thema  dieses  Vortrags.^)  Es  heifst  dort  p.  192  (Sonder- 
abdruck aus  den  neuen  Heidelberger  Jahrbüchern,  1892,  Jahr- 
^  gang  n.  Heft  2): 

„Es  mag  wesentlich  länger  gedauert  haben,  bis  das  Be- 
wufstsein  erwachte,  dafs  noch  ein  gröfserer  Zeitabschnitt,  eine 
aus  12  Monaten  gebildete  Dauer,  gewisse  sich  erneuernde 
Erscheinungen  in  ihrem  Gefolge  mit  sich  führte.  Wärmere 
oder  kältere  Tage,  das  neu  entstehende,  das  fallende  Laub,  das 
Aufspringen  der  Blütenknospen,  das  Reifen  der  Früchte,  mit 
einem    Worte   die   Jahreszeiten    lenkten    die    Aufmerksamkeit 


*)  Vielleicht:  Eonvexwinkel  (s.  Bürklen  l.  c). 

*)  Vorher  müssen  natürlich  Übungen  im  Zeichnen  der  verschiedenen 
Klassen  der  Winkel  durchgenommen  worden  sein,  am  die  Schüler  mit 
den  Bezeichnungen  vertraut  zu  machen. 

')  Gantor  bemerkt  dazu  in  einer  Fufsnote:  „Das  Material  zu  dieser 
Zusammenstellung  stanunt  teils  aus  dem  I.  Bande  der  Vorlesungen  über 
Geschichte  der  Mathematik  des  Verfassers,  teils  ans  Abhandlungen  von 
F.  Kaltenbiunner  in  den  Sitzungsber.  der  Wiener  Akad.  phil-hist. 
Klasse  LXXXII,  289--414  und  LXXXVIl,  485—586  und  von  F.  Stiege 
in  den  Abhandl.  der  Bair.  Akad.  Bist.  Klasse  XV,  3.  Abt.,  3--98.** 
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auf  sich;  der  Begriff  des  Jahres  war  entstanden,  des  Jahres 
'Non  12  Monaten  zu  30  Tagen,  also  vdt  360  Tagen. 

Di^se  Jahreslänge  ist  mindestens  mit  hohem  Grade  von 
Wahrscheinlichkeit  bei  den  ältesten  Kulturvölkern  nachzu*- 
weisen.  Wenn  in  der  Genesis  (VII,  11  und  VIII,  3  und  4) 
berichtet  wird^  Noah  sei  in  die  Arche  gegangen^  dann  habe 
es  am  17.  Tage  des  II.  Monates  zu  regnen  begonnen,  am 
17.  Tage  des  YII.  Monates  sei  die  Arche  auf  Ararat  fest- 
gestanden, wenn  beigefügt  ist;  die  Wasser  hätten  sich  nach 
150  Tagen  verlaufen,  so  entspricht  die  Gleichsetznng  von  150 
Tagen  mit  genau  5  Monaten  der  dreifsigtägigen  Monatsdauer. 
Der  babylonische  Sintflutsbericht,  den  man  für  die  Quelle  der 
biblischen  Erzählung  hält^  hat  zwar  in  der  durch  Oppelt 
übersetzten  Fassung  jene  Zeitangaben  nicht,  gleichwohl  ist 
man  berechtigt,  den  Babyloniern  ebenfalls  einen  30tagigen 
Monat,  ein  360tägiges  Jahr  zuzuschreiben.  War  ^as  Jahr 
unsrer  Auffassung  gemäfs  irdischen  Ursprungs,  so  gewann  es 
doch  nach  und  nach  als  Sonnenjahr  eine  astronomische  Be- 
deutung. Wo  allabendlich  die  Sonne  unterging,  erschienen, 
sobald  es  finster  genug  geworden  war,  um  schwächere  Licht- 
quellen bemerken  zu  können^  gewisse  Gestirne  am  westlichen 
Horizonte,  und  zwar  nicht  immer  dieselben.  Erst  nach  einem 
Jahre  erkannte  man  die  genau  gleichen  Gestirne  wieder  an 
der  gleichen  Stelle,  und  man  kleidete  diese  Beobachtung  in 
die  Worte,  die  Sonne  habe  in  Jahresfrist  einen  Umlauf  um 
das  Himmelsgewölbe  vollzogen,  jeden  Tag  den  gleichen  Weg, 
mithin  beim  Jahre  von  360  Tagen  den  dreihundertsechszigsten 
Teil  des  Kreisumfangs,  durchmessend,  und  so  kamen  die 
Babjlonier  dazu,  360  Grade  des  Kreises  zu  unter- 
scheiden."^) 

Cantor  fügt  hinzu:  „Als  wir  schon  vor  längerer  Zeit 
diese  naheliegende  Vermutung  veröffentlichten,  glaubten  wir 
Neues  auszusprechen.  Wir  täuschten  uns.  Formaleoni  hatte 
1788  in  seinem  „Saggio  sulla  nautica  antica  dei  Veneziani^' 
bereits  den  Zusammenhang  zwischen  der  Ereisteilung  und  der 


^)  Ich  habe  mir  erlaubt,  diese  Worte  wegen  der  Wichtigkeit  für 
Ue  vorliegende  Frage  gesperrt  drucken  zu  lassen. 
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Anzahl  der  Tage  im  Jahre  hervorgehoben;  was  er  aber  nicht 
wufste,  war,  dals  aus  chinesischer  Quelle  eine  Bestätigung 
möglich  ist.  Der  oder  die  Verfasser  des  Tcheöu  pei  wissen, 
dafs  das  Sonnenjahr  SGöy^  Tage  laug  ist;  sie  teilen  zugleich 
den  Kreis  nicht  in  360,  sondern  in  36574  Grade/^ 

„Vollends  gesichert  ist  das  alte  Jahr  von  360  Tagen  bei 
den  Ägyptern." 

Ich  glaube  im  Sinne  meiner  Leser  gehandelt  zu  haben, 
wenn  ich  diese  Stelle  aus  dem  Vortrage  des  hervorragendsten 
unter  den  Historikern  der  Mathematik  in  extenso  mitgeteilt 
habe,  da  wir  deutlich  den  Grrund  für  die  sonst  merkwürdige 
Einteilung  des  Kreises  (und  damit  des  Winkels)  in  360  Grade 
erkennen.^)  Will  man  den  Schüler  mit  dem  historischen 
Grunde  für  unsere  Kreisteilung  (Winkelteilung)  bekannt  machen, 
so  ist  dagegen  sicherlich  nichts  einzuwenden.  Ich  muTs  aller- 
dings gestehen,  dais  ich  auf  dieser  Stufe  des  Unterrichts  mir 
nicht  viel  davon  verspreche,  aber  in  höheren  Klassen  ist  es 
gewifs  auch  den  Lernenden  von  Interesse,  die  Genesis  der 
Winkel-  (resp.  Kreis-)teilung  zu  erfahren. 

Zu  erwähnen  ist  übrigens,  dafs  die  Franzosen  eine  ge- 
wisse dezimale  Teilung  auch  hier  eingeführt  haben,  indem  sie 
den  Richtwinkel  in  100  Grade  einteilten,  so  dafs  der  Voll- 
winkel 400  Grade  zählt. 

Jeden  Grad  teilte  man  wieder  ein  in  60  Minuten,  jede 
Minute  in  60  Sekunden. 

Auch  die  Entstehung  dieser  Bezeichnungen  pflege  ich 
gelegentlich  den  Schülern  mitzuteilen.  Ich  glaube  bemerkt 
zu  haben,  dafs  ^uch  viele  Kollegen  darüber  nicht  informiert 
sind,   weshalb  ich  mir  erlaube,   kurze  Angaben   zu   machen. 


0  Bürklen,  Zar  Lehre  vom  Winkel  (Eorr.-Bl.  f.  d.  Gel.-  u.  Realsch. 
1891,  6.  u.  6.  Heft),  p.  13:  .^Endlich  wäre  es  wünschenswert,  über  den 
Ursprung  der  360 -Teilung,  die  dem  Schüler  in  unsrer  dezimalen  Zeit 
doch  etwas  seltsam  erscheinen  mufs,  mitzuteilen,  dals  sie  von  den  Chal- 
däern  herrührt,  die  glaubten,  dafs  die  Sonne  zu  ihrem  Umlaufe  um  dia 
Erde  360  Tage  brauche;  dem  Vorwärtsschreiten  an  einem  Tag  entspricht 
also  der  Bogengrad/^ 

(Hankel,  Geschichte  der  Math.,  8.  79  und  Treutlein  u.  Henrici, 
*  Lehrb.  der  Geometrie  1881.  S.  113.) 
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minutum  primum  und  minutum  secundum  zum  erstenmal  geteilt, 
zum  zweitenmal  geteilt:  das  ist  die  Entstehung  der  Namen, 
die  konsequenterweise  dazu  hätte  führen  müssen,  zwischen 
yyPrime''  und  ,,Sekunde''  zu  unterscheiden.  Ein  Zu&ll  hat  es 
anders  gefügt,  so  daüs  das  minuere  im  Namen  der  Minute 
erhalten  geblieben  ist 

Über  die  Wahl  der  Zahl  60  sagt  ThiemeO  (Posen): 
,;Die  Leichtigkeit,  mit  welcher  der  Ereis  sich  in  sechs  Teile 
zerlegen  läfst,  brachte  bald  den  sechsten  Teil  des  YoUwinkels 
und  die  Zahl  60  in  den  Vordergrund  und  gab  wohl  den  An- 
lafs'  zur  späteren  Herrschaft  des  Sexageeimalsjstems.  Damit 
hängt  auch  die  Einteilung  des  Winkels  in  60  Minuten,  der 
Minute  in  60  Sekunden  zusammen/' 

Dieser  Vortrag  ist  für  die  vorliegende  Frage  von  Wich- 
tigkeit Es  heifst  dort  weiter:  „Die  Vorzüge  der  Zahl  60 
sind  bekannt;  trotzdem  pafst  die  immer  noch  gebräuchliche 
Einteilung  des  Grades  in  Minuten  und  Sekunden  in  unser 
immer  mehr  zur  Älleinherrschaffc')  gelangendes  Dezimalsystem 
nicht  hinein.  Die  Schöpfer  unsres  metrischen  Mafssystems 
hatten  auch  den  Winkel  nicht  vergessen,  sie  hatten  den  rechten 
Winkel  in  100  Grade  und  den  Grad  weiter  dezimal  geteilt; 
diese  Änderung  ist  aber  bisher  wenig  zur  Aufnahme  gelangt.'' 

Im  Anschlufs  an  diesen  Vortrag  wurde  von  Thieme  der 
Antrag  gestellt,  man  möge  sich  für  Beibehaltung  der  Grad- 
einteilung aussprechen,  von  der  Einteilung  des  Winkelgrades 
in  Minuten  und  Sekunden  aber  absehen  und  zur  Dezimalteilung 
übergeben,  ein  Antrag,  der  von  der  Versammlung  mit  grofser 
Majorität  angenommen  wurde.') 

AU  diese  Erörterungen  müssen  sich  nun  meiner  Ansicht 
nach  reichliche  Übungen  im  Gebrauch  des  Transporteurs  an- 
schliefsen,  damit  der  Schüler  auch  praktisch  mit  dem  zahlen- 


')  Vortrag  auf  der  Jahresversammlung  des  „Vereins  zur  FOrdemng 
dcB  Unterrichts  in  der  Mathematik  und  in  den  Naturwissenschaften"! 
abgedruckt  (im  Auszug)  in  H.  Z.  XXIV  p.  232. 

*)  Und  das  mit  vollem  Recht  I 

^)  Vergl.  Schotten,  Bericht  über  die  Versammlung  des  Vereins 
etc.  in  H.  Z.  XXIV;  p.  228.  — 
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mäfsigeu  Winkel  umgehen  lernt.  ^)  Man  lasse  Winkel  zeichnen 
und  mittelst  des  Transporteurs  ihre  Grofse  bestimmen.  Sehr 
empfehlen  wird  es  sich,  mit  einem  grofsen  Transporteur  zu 
arbeiten,  der  an  der  Tafel  Verwendung  finden  kann.  .  Aber 
auch  in  seinem  Heft  muls  der  Schüler  solche  Übungen  an- 
stellen. Man  lasse  Winkel  in  Graden  nennen  und  bestimmen, 
zu  welcher  Klasse  von  Winkeln  si^  gehören,  d.  h.  ob  sie  spitz 
oder  stumpf  sind  etc.  Auf  diese  Weise  wird  man  den  Schüler 
nicht  nur  an  die  Einteilung  in  Grade  rasch  gewohnen,  man 
wird  ihn  auch  dahin  bringen  können,  mit  mehr  oder  weniger 
Sicherheit  Winkel  auf  ihre  Grofse  in  Graden  zu  taxieren: 
Übungen  also,  die  dem  Taxieren  von  Strecken,  die  ja  schon 
lange  üblich  sind,  entsprechen. 

Schon  bei  der  Genesis ,  der  Einteilung  zeigte  sich  der 
innige  Zusammenhang  zwischen  der  Winkelteilung  und  der 
Kreisteilung;  die  Übungen  mit  dem  Transporteur  haben  diesen 
Zusammenhang  schon  praktisch  dargelegt:  es  ist  daher  nun 
Zeit,  auf  diese  Frage  näher  einzugehen.^) 

,  Hier  ist  es  wieder  ein  Aufsatz  des  verdienstvollen  Heraus- 
gebers  der  H.  Z.,  der  -unsere  Aufmerksamkeit  besonders  be- 
ansprucht Er  findet  sich  in  Bd.  XVHI  der  H.  Z.  p.  344,  be- 
titelt: „Winkelgrad  und  Bogengrad"  Verfasser  klagt  über 
die  Unklarheit  über  diese  beiden  Begriffe.  „Man  unterscheidet 
nicht,"  heifst  es,  „oder  nicht  streng  genug  die  Winkeleinheit 

^)  Nicht  unwesentlich  erscheint  mir  auch  folgende  Stelle  aus 
Bürklen,  Zur  Lehre  Yom  Winkel  (Eorresp.-Bl.  f.  d.  Gel.-  u.  Realschulen 
1891,  5.  u.  6.  Heft)  p.  18:  ,,BezOglich  der  Gradeinteilung  wird  gewöhn- 
lich gesagt :  Man  teilt  den  Vollwinker  in  360  gl.  Teile  und  nennt  einen 
solchen  Teil  Grad.  Dies  ist  kurz  und  richtig,  aber  der  Schüler  wird  die 
Lehrbücher  vergeblich  durchsuchen,  um  zu  finden,  wie  diese  Konstruktion 
ausgeführt  wird,« oder  ob  sie  überhaupt  streng  ausgeführt  werden  kann. 
Es  sollte  daher  beim  Unterricht  über  die  Ausführung  einer  empirischen 
Teilung  etwas  gesagt  werden.'* 

Diese  Frage  scheint  mir  allerdings  wichtig  genug,  um  gründlich 
erörtert  zu  werden. 

^  Vielleicht  wird  n^ancher  Kollege  auch  diese  Frage  vor  den 
Übungen  mit  dem  Transporteur  zu  erörtern  für  richtiger  halten;  da 
beides  unmittelbar  aufeinander  folgt,  so  ist  die  Reihenfolge,  in  der 
man  diese  Fragen  behandeln  will,  selbstverständlich  ebne  jede  wesent- 
liche Bedeutung. 
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von  der  Bogeneinheit.  Am  klarsten  ist  dem  Anfanger  natür- 
lich die  Bogeneinheit,  weil  ihm  aus  der  Anschauung  oder 
auch    aus    seiner   Selbstthätigkeit,    d.  h.  aus  der   der    selbst- 

gefertigten  Zeichnung  des  Kreisbogenstücks  AB  =  V360  eines 
Kreises  geläufig  ist.     Nicht   so  der  Winkelgrad,  d.  h.   die 

Winkeleinheit  oder  der  spitze  Winkel  AOB  als  Begrenzungs- 
element eines  Kreisausschnitts,  zu  welchem  jener  Bogengrad 
gehört  und  von  denen  360  nebeneinander  gelegt  den  ganzen 
Raum  um  den  Winkelscheitel  oder  um  den  Kreismittelpunkt 
ausfüllen.  (Vgl.  die  Fufsnote  aus  Bürklen.)  Dieser  Winkel- 
grad als  Winkeleinheit  aufgefafst  ist  deshalb  dem  Schuler 
nicht  geläufig,  weil  er  ihm  im  Unterricht  nicht  fest  eingeprägt 
wird.  Dies  wäre  aber  um  so  notwendiger,  als  diese  Winkel- 
form bei  ihrer  Kleinheit  weit  schwieriger  in  der  Vorstellung 
haftet,  als  die  Form  eines  Bogens.'^  *    - 

Hoffmann  spricht  sich  dann  dagegen  aus,  dafs  der  Bogen 
als  Mafs  des  Winkels  bezeichnet  werde.  „So  verschiedene  Ge- 
bilde lassen  sich  doch  nicht  durcheinander  messen!  Man 
kann  Gebilde  doch  nur  durch  gleichartige  messen,  also: 
Winkel  durch  Winkel,  Bogen  durch  Bogen,  Gerade  durch  Ge- 
rade, Fläche  durch  Fläche  u.  s.  w.  Insofern  haben  diejenigen 
recht,  welche  den  Ausdruck  „der  Winkel  wird  durch  den 
Bogen  gemessen*'  verurteilen."^) 

„Man  konnte  etwa  sagen:  dem  Winkel  entspric}it  der 
zugehörige  Bogen,  der  Winkeleinheit  die  Bogeneinheit,  d.  i. 
dem  Winkelgrad  der  Bogengrad." 

Ho  ff  mann  klagt  dann  darüber,  dafs  das  Zeichen  ^  für 
beide   Formen,    für   Winkel-   und   Bogengrad    gebraucht 


^)  Vergl.  Bürklen  (1.  c.)  p.  12:  „Jede  GrOfae  kann  nur  durch  eine 
gleichartige  gemessen  werden,  der  Winkel  nur  durch  einen  Winkel." 

„Dem  Vielfachen  eines  Winkels  entspricht  das  Gleichvielfache  des 
zagehOrigen  Bogens  und  zu  einem  Bogen  von  bestimmtem  Halbmesser 
gehört  immer  ein  bestimmter  Winkel.  Es  ist  deshalb  der  Bogen  ein 
Mittel,  um  Winkel  zu  vergleichen  und  zu  messen.  Es  sollte  aber  die 
Bedeweise  unterlassen  werden,  dafs  der  Bogen  ein  Mafs  des  Winkels 
sei  ...  .,  so  ist  auch  der  Bogen  nur  Mittel  zur  Messung,  aber  nicht 
selbst  Mafs  des  Winkels  —  Unterschied  zwischen  Winkel-  und  Bogen- 
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wird.  Hierbei  kommt  er  auf  die  Verschiedeiiheit  der  Winkel- 
definitioneu  zu  sprechen  und  die  daraus  resultierende  Ver- 
wirrung über  den  Begriff  „Grad"  wofür  er  aus  einer  Reihe 
von  Lehrbüchern  Belege  anführt.  Bei  der  yon  uns  yorge- 
schlageuen  Winkeldefinition  würde  Winkelgrad  einfach  den 
360sten  Teil  einer  vollen  Drehung  bezeichnen  resp.  ihm  ent- 
sprechen, womit  u.  A.  nach  jede  Un]^larheit  vermieden  wird. 

Zur  Vermeidung  von  Irrtümern  schlägt  Hoff  mann  vor, 
für  den  Winkelgrad  das  Wort  „Off"  einzuführen.  So  wert- 
voll die  vorliegende  Behandlung  der  Frage  und  die  Anregung 
Hoffmanns  ist,  so  glauben  wir  doch  kaum,  dafs  er  mit 
diesem  Vorschlage  besondres  Glück  haben  wird. 

Was  wir  für  notig  halten  zu  betonen  ist  das,  dafs  der 
Winkelgrad  eine  ganz  bestimmte  Gröfse  ist,  ^e  ein-  für  allemal 
denselben  Wert  hat,  während  der  Bogengrad  mit  dem  Radius 
des  Kreises  sieh  ändert.  Darin  liegt  der  wesentliche  Unter- 
schied zwischen  diesen  beiden  Begriffen,  und  dies  kann  man 
auch  schon  dem  Anfänger  klar  machen.  Wenn  er  sich  aber 
darüber  klar  ist,  so  wird  auch  keine  Verwechslung  mehr  mög- 
lich sein  und  jede  Verwirrung  ist  aus  der  Welt  geschafft. 

Der  Zusammenhang  des  Winkels  mit  dem  Ereis  mufs, 
wenn  man  in  der  Behandlung  der  Winkellehre  so  weit  fort- 
geschritten ist,  gründlich  erörtert  werden.  Die  gemeinsame 
Entstehung  beider  Gebilde  durch  Drehung  liefert  uns  das 
Gemeinsame,  die  Veränderlichkeit  des  Bogengrades  mit  dem 
Radius  des  Kreises  und  die  stetige  Gröfse  des  Winkelgrades 
als  des  360sten  Teiles  einer  vollen  Drehung  liefert  uns  das 
trennende,  das  unterscheidende  Merkmal.  Beides  mufs  zur 
klaren  Darstellung  des  Verhältnisses  zwischen  diesen  beiden 
Begriffen  kräftig  betont  und  anschaulich  dargestellt  werden. 
Hier  ist  es  besonders  zu  empfehlen,  einen  Winkel  im  Zu- 
sammenhang mit  mehreren  konzentrischen  Kreisen  zeichnen 
zu  lassen,  um  so  zu  einer  richtigen  Erkenntnis  der  Beziehungen 
zu  gelangen. 

Noch  eine  Frage  gilt  es  nun  bei  der  Betrachtung  eines 
Winkels  zu  erörtern,  nämlich  die,  ob  schon  eine  Konstruktions- 
aufgabe hier  anzuknüpfen  möglich  ist.  Praktisch  läfst  sich 
diese  Frage  bejahen,  wenn  man  den  Transporteur   schon  in 


—    350    — 

Gebrauch  genommen  hat;  streng  wissenschaftlich  allerdings 
kann  die  Konstruktion  eines  Winkels,  der  einem  gegebenen 
gleich  ist,  erst  auf  die  Behandlung  der  Eongruenzsatze  folgen, 
nachdem  die  Aufgabe  gelost  ist,  aus  drei  gegebenen  Strecken 
ein  (das)  Dreieck  zu  konstruieren.  Aber  gerade  dieser  Obel- 
stand  lässt  die  Frage  in  den  Vordergrund  treten,  ob  nicht 
schon  hier  die  Eindeutigkeit  der  Konstruktion  eines  Dreiecks 
aus  den  drei  Seiten  erörtert  werden  konnte,  an  die  sich  dann 
die  Konstruktion  eines  einem  gegebenen  Winkel  gleichen 
Winkels  als  direkte  Anwendung  ausschliefsen  würde.  Die 
Beantwortung  dieser  Frage  möchte  ich  vorläufig  noch  oflFen 
lassen. 

Hiermit  dürfte  die  Behandlung  der  Lehre  von  einem 
Winkel  erschöpft*  sein,  und  wir  können  nun  zur  Betrachtung 
zweier  Winkel  in  ihren  gegenseitigen  Beziehungen  übergeheo. 

§  2.    Zwei  Winkel  (Winkelpaare). 

A.   An  einem  Scheitel. 

Da  durch  unsre  Disposition  schon  eine  bestimmte  Vor- 
aussetzung, nämlich  über  die  Lage  der  beiden  Winkel,  ge- 
macht ist,  so  kann  es  sich  bei  den  folgenden  Untersuchungen 
nur  noch  um  Gröfsenbeziehungen  handeln.  Hier  ist  sofort 
die  merkwürdige  Thatsache  zu  konstatieren,  dafs  nur  eine 
Gröfsenbeziehung  in  Betracht  gezogen  worden  ist.  Weder 
Winkel,  die  sich  —  bei  der  vorausgesetzten  Lage  —  zu  einem  *) 
Richtwiukel  ergänzen,  noch  solche,  die  gemeinsam  einen  Voll- 
winkel bilden,  haben  besondre  Beachtung  gefunden  und  einen 
besondren  JSfamen  erhalten.  Dafs  man  für  das  Winkelpaar, 
das  sich  zu  einem  Flachwinkel  ergänzt,  einen  eigenen  Namen 
aufgestellt,  mag  hauptsächlich  seinen  Grund  in  der  Wichtig- 
keit des  Flachwinkels  bei  der  Dreieckslehre  haben,  obwohl  es 
sich  auch  da  weniger  um  das  vorliegende  Winkelpaar  handelt 
als  um  die  später  zu  erörternden  Supplementwinkel. 

Hat  man  zwei  Winkel  an  einem  Scheitel,  die  sich  zu 
einem  Flachwinkel  ergänzen,  so  führen  sie  den  Namen  5,Neben- 


^)  Hier  ist  es  selbst  verständlich  gestattet,  den  unbestimmten  Ar- 
tikel zu  gebrauchen  (analog  wie  man  auch  von  einer  Geraden  spricht).  — 
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winkel''.  Es  ist  also  von  vornherein  zu  betonen,  dafs  wir 
bei  diesen  Winkeln  auf  Lage  und  Gröfse  zu  achten  haben 
und  dafs  sie  nur  paarweis  zu  denken  sind.^)  E$  lassen  sich 
nun  gleich  eine  grofse  Reihe  von  Übungen  an  die  Erklärung 
anknüpfen.  Diese  Übungen  zerfallen  in  zwei  völlig  getrennte 
Klassen,  in  zeichnerische  und  rechnerische.  Dabei  bietet  sich 
zugleich  willkommene  Gelegenheit,  die  Benennimgen  der  Einzel- 
winkel gehörig  zu  wiederholen.  Man  wähle  alle  möglichen 
Winkel,  Spitz winkel,  Richtwinkel,  Stumpf winkel  und  lasse 
dazu  die  Nebenwinkel  zeichnen  und  sie  klassifizieren.  Dabei 
tritt  dann  sofort  in  Evidenz,  dafs  (iie  Zeichnung  des  Neben- 
winkels auf  doppelte  Art  möglich  ist,  je  nachdem  man  den 
einen  oder  den  andern  Schenkel  über  den  Scheitel  hinaus  ver- 
längert. Dafs  diese  beiden  möglichen  Nebenwinkel  eines 
Gegenwinkels  einander  gleioh  sind,  geht  aus  der  Natur  der 
Zeichnung  und  Erklärung  hervor.  Noch  intensiver  aber  prägt 
sich  dies  ein,  wenn  man  nach  den  Zeichenübungen  —  denn 
ich  halte  es  für  besser,  erst^diese  anzustellen. —  zu  Rechen- 
übungen übergeht.  Es  wird  ein  Winkel  gegeben  —  auch  hier 
wieder  von  allen  möglichen  Klassen  —  und  die  Aufgabe  ge- 
stellt, den  Nebenwinkel  zu  berechnen.  So  wird  es  auch  klar, 
dafs  man  von  dem  Nebenwinkel  eines  Winkels  spricht,  was 
bei  der  Möglichkeit  der  zweifachen  Zeichnung  dem  Schüler 
vielleicht  als  merkwürdig  auffällt.  Von  besonderm  Interesse 
ist  natürlich  der  Fall,  wo  die  beiden  Nebenwinkel  einander 
gleich  sind,   also  jeder  ein  Richtwinkel  ist.    Auf  diesen  Fall 


')  Wenn  wir  also  Sätze  als  Lehrsätze  finden,  wie  „die  Summe 
zweier  Nebenwinkel  beträgt  2Jß",  so  iat  das  geradezu  ein  Nonsens. 
Nicht  ein  solcher  Satz  resultiert  aus  den  Betrachtungen,  sondern  die 
Definition  geht  —  abgesehen  von  der  Lage  —  von  dem  Gesichtspunkte 
aus,  dafs  solche  Winkel,  welche  mit  gemeinsamem  Scheitel  und  Schenkel 
zwei  Rechte  —  oder  wie  wir  lieber  sagen,  einen  Fl  ach  winkel  bilden  — 
Nebenwinkel  heiTsen.  Diese  inkonsequente  Auffassung  des  eigentlichen 
Thatbestandes  fuhrt  zu  Weitläufigkeiten  und  überflüssigen  Sätzen,  deren 
Aufstellung  vermieden  würde,  wenn  man  sich  über  das  Wesentliche 
vollständig  klar  wäre.  Dafs  die  Summe  zweier  Nebenwinkel  einen 
Flach  winkel  beträgt,  ist  nicht  eine  Eigenschaft  der  Nebenwinkel,  son- 
dern eins  der  beiden  wesentlichen  Momente  der  Definition. 
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mufs  deshalb 9  und  weil  er  auch  sonst  von  Wichtigkeit   ist, 
mit  besonderer  Gründlichkeit  eingegangen  werden. 

Schon  dadurch,  dafs  man  die  in  der  Zeichnung  möglichen 
beiden  Nebenwinkel  konstruiert  hat,  ist  man  zu  einem  neuen 
Gebilde  gekommen  —  für  das  ein  früherer  Schriftsteller  den 
Namen  ;,Ereuz'^  vorgeschlagen  hat  — ,  an  dem  man  non  die 
Beziehungen  des  durch  die  beiden  Verlängerungen  entstandnen 
Winkels  mit  dem  ursprünglichen  in  Betracht  ziehen  mufs. 
Dafs  dies  Gebilde  mit  zwei  sich  schneidenden  Geraden  id^tisch 
ist,  wird  jedem  Schüler  von  selbst  klar  sein;  dennoch  dürfte 
es  nicht  überflüssig  sein,  b.esonders  darauf  hinzuweisen.  Der 
Name  des  neuen  Winkelpaares  ,, Scheitelwinkel''  mufs  natür- 
lich mitgeteilt  werden.  ^)  Die  Beziehungen  des  Scheitel  winkeis 
zum  gegebenen  Winkel  aber  —  sowohl  der  Grofse  wie  der 
Lage  nach  —  mufs  der  Schüler  «elbst  finden.  Ich  bemerke 
übrigens  ausdrücklich,  dafs  es  mir  ganz  wunderbar  erscheint, 
dafs  kein  Lehrbuch  für  die  Gleichheit  der  Scheitelwinkel  einen 
andern  Beweis  zu  erbringen  weits,  als  mit  Hülfe  der  Neben- 
winkel. Und  doch  ist,  wenn  man  unsere  Winkeldefinition  zu 
Grimde  legt,  kein  einfacherer,  natürlicherer  Beweis  denkbar 
als  der  folgende.  Man  lasse  die  eine  Gerade  sich  um  ihren 
Scheitelpunkt  drehen.  Sowie  sie  dann  mit  der  andern  noch 
einen  zweiten  Punkt  gemeinsam  hat,  fallt  sie  ibit  dieser  völlig 
zusammen.  Die  beiden  Scheitelwinkel  erfordern  also  dieselbe 
Drehung  —  resp.  entstehen  durch  dieselbe  Drehung  — ,  so 
dafs  sie  nach  unserer  Erklärung  eo  ipso  auch  als  gleich 
erkannt  werden.  Soweit  ich  mich  erinnere,  habe  ich  diesen 
höchst  einfachen,  anschaulich  evidenten  Beweis  für  die  Gleich- 
heit der  Scheitelwinkel  nirgends  gefunden. 

Auch  jetzt  müssen  wieder  Zeichen-  und   Bechenübungen 


^)  Bei  den  Scbeitelwinkeln  liegt  die  Sache  ganz  anders  wie  bei 
den  Nebenwinkeln.  Hier  ist  nur  YorauBsetznng  die  besondre  Lage,  der 
Satz  über  die  GrOfsenbeziehung  zwischen  den  Elementen  eines  Scheitel- 
winkelpaares ergiebt  sich  als  eine  Eigenschaft,  ist  nicht  konstitaieren- 
des  Moment.  Für  diese  Eigenschaft  mufs  also  ein  Beweis  geUefert 
werden.  Die  Verwechslung  der  konstituierenden  Eigenschaften  aod 
den  Folgeeigenschaften  ist  leider  eine  sehr  verbreitete  und  trägt  die 
gröfste  Schuld  an  Unklarheiten  über  geometrische  Begriffe. 
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angestellt  werden,  die  dann  Sätze  liefern,  wie  die  folgenden: 
^Gleiche  Winkel  haben  gleiche  Nebenwinkel"  „Gleiche  Winkel 
haben  gleiche  Scheitelwinkel''  und  deren  Umkehrungen.  Ich 
halte  es  für  wichtig,  schon  bei  diesen  einfachen  Sätzen  auf 
die  Umkehrungen  zu  achten,  deren  Bedeutung  für  die  Aus- 
bildung des  folgerichtigen  Denkens  mir  noch  nicht  hinreichend 
gewürdigt  zu  sein  scheint.  Meistens  wird  aber  auf  Um- 
kehrungen erst  bei  schwierigeren  Sätzen  eingegangen,  wo  die 
wesentliche  Beziehung,  die  Vertauschung  von  Voraussetzung 
und  Folge,  durch  Schwierigkeiten  andrer  Art  verdeckt  oder 
wenigstens  in  den  Hintergrund  geschoben  wird.  Stellt  man 
dagegen  derartige  Übungen  schon  bei  den  einfachsten  Sätzen 
an,  so  wird  der  Schüler  über  das  Wesen  der  Umkehrung 
völlige  Klarheit  erlangen  und  ein  richtiges  Urteil  über  die 
Möglichkeit  von  Umkehrungen  und  über  ihre  Gültigkeit  ge- 
winnen, was  ihm  dann  später  zu  grofsem  Vorteil  gereichen 
wird.  Ich  halte,  wie  gesagt,  gerade  die  Übungen  im  Umkehren 
für  aufserordentlich  wichtig  zur  Ausbildung  eines  folgerichtigen 
Denkens  und  Urteilens. 

Dafs  die  beiden  —  konstruktiv  möglichen  —  Nebenwinkel 
eines  Winkels  ihrerseits  wieder  ein  Paar  Scheitelwinkel  bilden, 
darf  natürlich  nicht  unerwähnt  bleiben. 

Hiermit  ist  die  Betrachtung  von  Winkelpaaren  an  einem 
Scheitelpunkt  erledigt:  wir  haben  gesehen,  dafs  sich  schon 
reiches  Material  zu  Übungen  bietet  un^  dafs  schon  bei  diesen 
einfachen  Gebilden  Gelegenheit  zur  Entwicklung  von  Sätzen 
und  zur  Ausbildung  des  Anschauungs-  und  Urteilsvermögens 
ist.  Gerade  auch  der  Zusammenhang  zwischen  Zeichnen  und 
Rechnen,  der  hier  hervortritt,  hat  wesentliche  Bedeutung. 

Noch  eins  gilt  es  hier  zu  erörtern,  das  ist  die  Addition 
und  Subtraktion  von  Winkeln.  Rechnerisch  hat  das  ja  gar 
keine  Schwierigkeiten,  zeichnerisch  mufs  aber  wohl  der  Lehrer 
den  richtigen  Weg  erst  finden  lassen.  Wie  bei  der  Addition 
von  Strecken  darauf  zu  achten  ist,  dafs  die  Strecken  einen 
gemeinsamen  Punkt  haben,  so  auch  hier  die  Winkel;  aber 
damit  ist  es  nicht  genug,  die  beiden  Winkel  müssen  aufser 
dem  gemeinsamen  Scheitel  auch  einen  Schenkel  gemeinsam 
haben.     Wie  die  Strecken   müssen  sie  in   einer  Ebene  liegen, 

Schotten,  der  planimetr.  Unterricht.    IL  23 
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bei  der  Addition  nebeneinander,  bei  der  Subtraktion  auf- 
einander. Hier  zeigt  sich,  dafs  es  gut  ist,  wenn  man  den 
Schüler  mit  dem  Begriife  der  negativen  Winkel  verschont 
hat.  Denn  derartige  Beziehungen  würden  ihn  nur  irre  machen. 
Wir  betrachten  eben  den  Winkel  als  ein  Tollendetes  Gebilde 
in  diesen  Fällen  ohne  Rücksicht  auf  die  Bewegung,  aus  der 
er  hervorgegangen.*) 

Die  hier  angedeuteten  Übungen  im  Addieren  und  Sub- 
trahieren von  Winkeln  müssen  in  ausreichendem  MaCse  ange- 
stellt werden^  um  den  Schüler  völlig  vertraut  mit  dieser  Sache 
zu  machen.  Ihr  Zusammenhang  mit  den  Übungen  bei  Neben- 
winkeln und  Scheitelwinkeln  ist  übrigens  gehörig  zu  betonen. 

Wir  gehen  nun  über  zu 

b.   An  zwei  Scheiteln. 

Bei  der  Betrachtung  der  Winkel  an  zwei  Scheiteln  müssen 
wir  nun  unterscheiden  die  Berücksichtigung  der  Lage  und  der 
Gröfse.  Wir  wollen  zunächst  nur  die  Gröfse  in  Betracht 
ziehen.  Es  handelt  sich  dann  um  folgende  Arten  Ton  Winkeln: 
^^Komplementwinkel'' und  ^^Supplementwinkel*';  ferner 
gehört  hierher  die  Vergleichung  zweier  Winkel  hinsichtlich 
ihrer  Gröfse.  Kommt  dann  die  Berücksichtigung  der  Lage  in 
Betracht^  so  bieten  sich  der  Betrachtung  dar  die  gleichliegen- 
den, halbgleichliegenden  und  ungleichliegenden  an  den  Schnitt- 
punkten zweier  Gerad^  mit  einer  Transversalen. 

Der  erste  Begriff  aber,  den  wir  hier  zu  erörtern  haben, 
ist  derjenige  der  ,,Komplementwinkel".  Man  versteht 
darunter  zwei  Winkel,  welche  ohne  jegliche  Rücksicht  auf 
ihre  Lage  genommen  gleich  dem  Richtwinkel  sind.  Nur  auf 
die  Gröfse  der  Winkel  kommt  es  an.  Es  ist  merkwürdig, 
dafs  wir  für  den  Fall,  dafs  auch  die  Lage  mit  gemeinsamem 
Scheitel  und  Schenkel  in  Betracht  kommt,  hier  keinen  be- 
sondren Namen  haben.     Ich  habe  weiter  oben  schon  auf  den 


^)  Ich  will  übrigens   nicht  unerwähnt  lassen,   dafs  noch  weitere 

Betrachtangen  möglich  sind,  aus  denen  z.  B.  Sätze  gewonnen  werden 

wie:    „Die    Halbierungslinien    eines    Neben winkelpaares    bilden    einen 

Richtwinkel/'    „Die  Halbieningslinien  eines  Scheitelwinkelpaares  bilden 

ine  Gerade/* 
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vermutlichen  Grund  hingewiesen.  Die  besondre  Lage  am 
gemeinsamen  Scheitel  gilt  aber  hier  nur  als  ein  unwichtiger 
Spezialfall.  Es  wird  sich  empfehlen,  bei  der  Erörterung^ der 
Wiukelbeziehungen  hierauf  mit  Nachdruck  aufmerksam  zu 
machen. 

Als  zweiter  neuer  Begriff  ist  derjenige  der  ,,Supplement- 
winkel'*  zu  erörtern.  Winkel,  deren  Summe  gleich  einem 
Flachwinkel  ist,  führen  diesen  Namen.  Nebenwinkel  sind  also 
eine  besondre  Art  von  Supplementwinkeln.  Doch  ist  hier, 
ebenso  wie  bei  den  Komplementwinkeln,  hervorzuheben,  dafs 
die  Zahl  der  Winkel  ganz  unwesentlich  ist:  es  können  so 
viele  sein,  wie  sie  wollen,  wenn  nur  ihre  Summe  den  Flach- 
winkel beträgt,  so  heifsen  sie  Supplementwinkel,  wie  dort,  wo 
ihre  Summe  gleich  dem  Richtwinkel  ist,  der  Name  Kom- 
plementwinkel üblich  ist.  Auch  dieser  Punkt  ist  als  wesent- 
lich besonders  zu  betonen,  schon  deshalb,  weil  wir  gleich  bei 
der  Winkelsumme  im  Dreieck  mehr  als  zwei  Winkel  als  kon- 
stituierende Elemente  des  Flachwinkels  haben.  Überhaupt  ist 
es  auffallend,  dafs  zwar  alle  Lehrbücher  die  Erklärung  des 
Begriffes  Supplementwinkel  bringen,  im  weiteren  Verlauf  der 
Darstellung  aber  gar  keinen  Gebrauch  davon  machen.  Viel- 
leicht ist  der  Grund  hierfür  darin  zu  suchen,  dafs  nicht  ge- 
nügend in  Berücksichtigung  gezogen  wird,  dafs  es  bei  diesem 
Begriffe  auf  die  Anzahl  der  Winkel  gar  nicht  ankommt. 
>  Die  Einübung  der  beiden  Begriffe,  das  wirkliche  Ver- 
ständnis für  ihr  Wesen  wird  auch  hier  am  besten  mit  Hülfe 
des  Transporteurs  geschehen.  Reichliche  Übungen  müssen 
den  Schüler  mit  den  beiden  neuen  Begriffen  vertraut  machen 
und  die  geschickte  Wahl  geeigneter  Beispiele  wird  dem  Lehrer 
besonders  angelegen  sein  müssen. 

Wir  kommen  nun  zur  Vergleichung  zweier  auseinander 
liegender  Winkel  hinsichtlich  ihrer  Gröfse.  Zum  erstenmal 
tritt  die  Forderung  an  uns  heran,  zwei  Gebilde  mit  einander 
zu  vergleichen,  bei  denen  die  Sache  komplizierter  liegt,  wie 
bei  der  Vergleichung  zweier  Strecken.  Das  Hauptmoment 
aller  Vergleichung  tritt  in  den  Vordergiund,  nämlich  die  Vor- 
aussetzung resp.  die  Annahme,  dafs  wir  ein  Gebilde  bewegen 
als    Ganzes,    so   dafs    es    durch    die  Bewegung   keinerlei  Ver- 

23* 
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änderuDg  als  solches  oder  in  seinen  wesentliclien  Bestandteilen 
erleidet.  Die  Annahme,  dafs  eine  solche  Veränderung  über- 
haupt möglich  ist;  wenn  wir  bestimmte  konstituierende  Ele- 
mente des  Gebildes  als  unveränderlich  voraussetzen ,  scheint 
mir  das  eigentliche  Wesen  der  Eongruenzlehre  zu  bilden. 
Nicht  erst  das  Aufeinanderlegen,  nein,  diese  Voraussetzung 
bildet  das  charakteristische  Merkmal  der  sogenannten  Kon- 
gruenz. Ich  werde  darauf  noch  später  eingehend  zurück- 
kommen. Nehmen  wir  also  an,  dafs  wir  einen  Winkel  bewegen 
können,  ohne  dafs  er  dabei  eine  Veränderung  seiner  Grofse 
erleidet,  so  ist  es  uns  möglich,  Winkel  hinsichtlich  ihrer 
Grofse  miteinander  zu  vergleichen,  auch  wenn  sie  uns  nicht 
als  benannte  Zahlen,  sondern  zeichnerisch  gegeben  sind.  Den 
Ausgangspunkt  dieser  Betrachtungen  mufs  der  Fall  geben, 
dafs  uns  Aussagen  über  die  Grofse  der  Winkel  vorliegen. 
Hier  sind  nun  wieder  drei  Fälle  möglich: 

1)  A  >  li 

A  A 

2)  A  =  B 

3)  1  <  B. 

Diese  Anordnung  scheint  mir,  wie  auch  bei  den  Strecken, 
die  richtige  zu  sein.  Der  zweite  Fall  mufs  als  ein  ganz  spe- 
zieller, als  ein  Grenzfall  in  gewissem  Sinne,  in  den  Rahmen 
der  ganzen  Anordnung  sich  einfügen.  Auf  keinen  Fall  dürfen 
wir  von  ihm  ausgehen,  wofür  ich  den  Grund  schon  gelegent- 
lich der  Streckenvergleichung  angeführt  habe. 

Bringen  wir  nun  zwei  Winkel  mit  Scheitelpunkten  und 
einem  Schenkelpaar  zur  Drehung,  so  wissen  wir  schon  aus 
den  Übungen  beim  Addieren  und  Subtrahieren  zweier  Winkel, 
dafs  noch  zwei  Lagen  möglieh  sind:  nämlich  so,  dafs  die 
Winkel  nebeneinander  und  aufeinander  liegen.  Für  unsere 
vorliegende  Betrachtung  kommt  nur  der  letztere  zur  Berück- 
sichtigung. Legen  wir  demgemäfs  in  der  beschriebenen  Weise 
den  gröfseren  Winkel  auf  den  kleineren,  so  überragt  er  den 
kleineren  um  einen  Winkel,  oder  wie  wir  uns  auch  ausdrücken 
können,  der  zweite  Schenkel  (die  Benutzung  der  Worte  „An- 
fangsschenkel'^  und  „Endschenkel"  würde  vielleicht  wegen  der 
Analogie   mit    dem    „Anfangspunkt"    und    „Endpunkt"    einer 
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Strecke  zu  empfehlen  sein)  liegt  aofserhalb  des  kleineren 
Winkels.  Im  zweiten  Fall  wird  auch  das  zweite  Schenkelpaar 
sich  decken,  im  dritten  liegt  der  Endschenkel  des  zweiten 
Winkels  zwischen  den  Schenkeln  des  ersten.  Von  diesen  drei 
Fällen  ist  natürlich  der  wichtigste  der  zweite,  wo  die  beiden 
gleichen  Winkel  sich  völlig  decken,  mit  Scheiteln  und  Schen- 
keln aufeinander  fallen. 

Die  folgerichtigen  Umkehrungen  führen  uns  dann  weiter 
dazu,  aus  der  Art  des  Aufeinanderliegens  auf  die  Gr'öfsen- 
beziehungen  der  beiden  Winkel  Schlüsse  ziehen  zu  können. 
Yor  allen  Dingen  wichtig  ist  wiederum  die  Umkehrung  des 
zweiten  Falles,  die  uns  lehrt,  dafs  Winkel,  die  sich  in  der  an- 
gegebenen Weise  decken,  gleich  sind. 

Die  hier  angestellten  Betrachtungen  im  Verein  mit  den 
analogen  bei  der  Strecke  (vgl.  Kap.  I,  §  3)  geben  uns  das 
nötige  Material  an  die  Hand,  Figuren  überhaupt  durch  Auf- 
einanderlegen miteinander  zu  vergleichen.  So  lange  also,  wie 
die  Eongruenzsätze  eine  hervorragende  Rolle  in  der  Elementar- 
planimetrie spielen,  werden  die  gewonnenen  Resultate  als 
eigentliche  notwendige  und  ausreichende  Hülfsßätze  —  in 
Verbindung  mit  ihren  Umkehrungen  -  für  die  Kongruenz- 
lehre gelten  dürfen.^)  Dafs  das  eigentliche  Wesen  der  Kon- 
gruenz, meiner  Ansicht  nach,  darin  liegt,  dafs  wir  die  An- 
nahme machen,  Figuren  ohne  Veränderung  bewegen  zu  können, 
sobald  wir  gewisse  konstituierende  Elemente  als  unverändert 
annehmen,  will  ich  auch  an  dieser  Stelle  noch  einmal  aus- 
drücklich hervorheben.  Eine  genaue  Untersuchung  und  Dar- 
stellung über  diesen  Punkt  wird  auch  das  Kapitel  „Geometrische 
Hülfsbegrifife'^,  das  ich  mir  für  den  nächsten  Band  vorbehalten 
mn£B,  bringen. 

Doch  läfst  sich  die  vorliegende  Untersuchung  nicht  ab- 


^)  Eb  ist  von  Wichtigkeit,  gleich  hier  am  Anfang  aaf  die  Bedeu- 

tang  der  Hülfseätze  „Gleiche  Strecken  etc "  und  „Gleiche  Winkel 

etc "  aufmerksam  zu  machen  und  ihren  wesentlichen  Unterschied 

sn  beleuchten.  Ich  will  das  hier  nur  kurz  andeuten,  indem  ich  darauf 
hinweise,  das  Zusanmienfallen  von  Punkten  ist  die  Folge  von  gleichen 
Strecken,  das  Znsammenfallen  von  Geraden  hat  seinen  Grund  in  Gleich- 
heit von  Winkeln. 
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schliefsen,  ohne  dafs  wir  noch  —  vorgreifender  Weise  —  die 
drei  Begriffe  Ähnlichkeit,  Gleichheit,  Kongruenz  iii  Hinsicht 
auf  Strecken  und  Winkel  etwas  näher  betrachten. 

So  wenig  die  Strecken  hinsichtlich  ihrer  Gestalt  irgend 
ein  unterscheidendes  Merkmal  darbieten  —  denn  sie  sind  Teile 
der  qualitativ  eindeutigen  Geraden  — ,  so  sehr  kann  man  bei 
der  Betrachtung  der  Winkel  über  diesen  Punkt-  im  Zweifel 
sein.  Dem  natürlichen  anschaulichen  Denken  wird  beispiels- 
weise ein  Spitzwinkel  und  der  Richtwinkel  oder  Flachwinkel 
durchaus  nicht  gleichgestaltig  erscheinen:  und  doch  handelt 
es  sich  hier  um  etwas  ganz  anderes,  als  was  wir  sonst  unter 
verschiedener  Gestalt  verstehen.  Die  Gestalt  des  Winkels  ist 
nämlich  allein  abhängig  von  seiner  Grofse,  nichts  anderes 
mengt  sich  ein.  Wenn  wir  daher  von  ähnlichen  Winkeln 
sprechen  wollten,  so  könnte  darunter  nichts  anderes  verstanden 
werden,  als  gleiche  Winkel.  Ähnlichkeit  und  Gleichheit  sind 
hier  identisch.  Und  da  die  Kongruenz  zweier  Gebilde  Ton 
der  Gestalt  und  der  Gröfse  abhängt,  so  ist  ferner  keine  andere 
Auffassung  möglich,  al»  dafs  ähnliche  Winkel  kongruent  sind 
(unter  Kongruenz  die  Möglichkeit  des  volligen  Aufeinander- 
legens  zu  verstehen).  In  der  That  tritt  infolgedessen  beim 
Winkel,  ebenso  wie  bei  der  Strecke  —  wo  dieselben  Verhält- 
nisse vorliegen  —  der  Begriff  der  Ähnlichkeit  völlig  in  den 
Hintergrund:  und  der  Begriff  der  Gleichheit  deckt  sich  voll- 
ständig mit  dem  der  Kongruenz. 

Bürklen  äufsert  sich  zu  dieser  Frage  in  seiner  öfters 
zitirten  Schrift  p.  5  so:  ,,Die  Gröfse  ist  freilich  diejenige  Seite 
am  Winkel,  auf  die  man  am  meisten  zu  sehen  hat;  aber  so 
wenig  die  Gröfsenmessung  die  alleinige  Aufgabe  der  Geometrie 
bedeutet,  so  wenig  ist  das  Wesen  eines  Gebildes  ausschliels- 
lieh  an  seine  Gröfse  gebunden.'^  Hierzu  mufs  ich  schon  hier 
bemerken,  dafs  es  in  der  Geometrie  eben  Gebilde  giebt,  bei 
denen  dies  doch  zutrifft,  nämlich  Strecke  und  Winkel.  Er 
fährt  dann  fort:  „Auch  wird  bei  den  Definitionen  andrer  Ge- 
bilde, z.  B.  des  Dreiecks,  Dreikants,  nirgends  die  Gröfse  mit 
in  die  Definition  gezogen,  obwohl  z.  B.  dem  Dreikant  ebenso 
eine  Gröfse  zukommt  wie  dem  Winkel,  deren  Mafszahl  sich 
ich,  und  zwar  völlig  unabhängig  vom   sphärischen  Dreieck, 
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gewinDen  läfat  (Mack,  Die  Lehre  vom  Dreikant  1868).  Dies 
ist  nicht  zufallig  oder  willkürlich.  Beim  Dreieck  oder  Drei- 
kant  ist  bei  gleicher  Gröfse  eine  verschiedene  Gestalt  mög- 
lich; die  gleiche  Gestalt  des  Dreiecks  läist  noch  die  Fälle  der 
Kongruenz  und  Ähnlichkeit  auseinander  halten,  weil  bei  gleicher. 
Gestalt  noch  verschiedener  Inhalt  möglich;  beim  Dreikant 
kann  Kongruenz  von  Ähnlichkeit  nicht  mehr  unterschieden 
werden,  weil  bei  gleicher  Gestalt  immer  auch  der  Inhalt 
gleich;  beim  Winkel  ist  bei  gleicher  Gröfse  keine  verschiedene 
Gestalt  möglich  und  es  kann  Kongruenz  von  Ähnlichkeit  nicht 
mehr  unterschieden  werden,  es  ist  bei  gleicher  Gestalt  immer 
auch  gleiche  Gröfse  vorhanden/^ 

yyGröfse  und  Gestalt  bedingen  sich  also,  mit  Ausnahme 
des  Winkels,  nicht  gegenseitig  und  eindeutig/' 

Die  vorliegenden  Beobachtungen  mögen  genügen,  um  auf 
die  Sonderstellung  des  Winkels  (Strecke)  hinsichtlich  der  Be- 
griffe Ähnlichkeit,  Gleichheit,  Kongruenz  aufmerksam  gemacht 
zu  haben.  Im  Unterricht  <larf  es  jedenfalls  nicht  versäumt 
werden,  derartige  Betrachtungen  anzustellen,  wenn  auch  auf 
dieser  Stufe  nicht  der  mathematische  Begriff  der  Ähnlichkeit, 
sondern  nur  der  des  gewöhnlichen  Lebens  zur  Grundlage  ge- 
nommen werden  kann. 

Auch  an  diesen  Abschnitt  Übungen  mit  dem  Transporteur 
anzuschliessen,  möchte  ich  als  vorteilhaft  empfehlen,  ebenso 
wie  bei  der  Addition  und  Subtraktion  von  Winkeln. 

Bis  hierher  nahmen  unsere  Betrachtungen  zweier  Winkel 
an  verschiedenen  Scheiteln  nur  Bezug  auf  die  Gröfse.  Ich 
gehe  nun  über  zu  demjenigen  Teil  dieses  Abschnittes,  der  auch 
die  Lage  zum  Gegenstand  der  Erörterung  macht.  Den  Aus- 
gangspunkt  und  die  Gnindlage  für  diese  Betrachtungen  bildet 
das  durch  drei  Gerade  dargestellte  Gebilde,  an  dem  wir 
vorläufig  nur  die  zwei  Schnittpunkte,  die  eine  der  Geraden  mit 
den  beiden  andern  bildet,  in  Erwägung  ziehen. 

Betrachten  wir  das  Gebilde,  so  bieten  sich  acht  Winkel 
zur  Untersuchung  dar,  an  jedem  Scheitel  vier.  Wie  wir  die 
an  einem  Scheitel  liegenden  Winkel  paarweise  zusammen- 
fassen, ist  schon  erörtert,  doch  gilt  es  noch  eins  nachzutragen, 
nämlich  die  Erörterung,  wie  viele  Nebenwinkelpaare  an  einem 
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Scheitel  liegen  und  ebenso  wie  viele  Paare  Scheitelwinkel. 
Es  ist  diese  Untersuchung  wegen  der  folgenden  Betrachtungen 
von  Wichtigkeit.  Es  leuchtet  nun  ohne  weiteres  ein,  dafs 
vier  Nebenwinkelpaare  und  zwei  Scheitelwinkelpaare  an  jedem 
Scheitel  unterschieden  werden  können.  Das  sind  die  Bezie- 
hungen zwischen  den  Winkeln  an  einem  Scheitelpunkt.  Geben 
wir  nun  über  zu  der  Betrachtung  der  Winkelpaare,  die  an 
verschiedenen  Scheiteln  liegen,  so  kann  jeder  Winkel  des  einen 
Scheitels  mit  jedem  Winkel  des  andern  kombiniert  werden^ 
so  ergeben  sich  16  Winkelpaare.  Als  Typus  genügt  es,  einen 
Winkel  des  einen  Scheitels  mit  den  vier  Winkeln  des  andern 
Scheitels  zu  kombinieren.  Als  charakterisierendes  Merkmal 
bestimmen  wir  die  Lage  gegen  die  Geraden,  die  wir  der  be- 
quemeren Darstellung  halber  so  unterscheiden  wollen,  dafs 
wir  zwei  der  drei  Geraden  als  geschnittene  ansehen,  die  dritte 
als  die  Schneidende  (Transversale).  Die  erste  Klasse  von 
Winkelpaaren  umfafst  dann  diejenigen,  welche  an  den  ver- 
schiedenen Scheiteln  gleiche  Lage  haben  sowohl  gegen  die 
Geschnittnen,  wie  gegen  die  Schneidenden.  Ich  schlage  dafilr 
vor,  den  Namen  gleichliegende  Winkel  zu  gebrauchen,  da 
uns  so  der  Name  gleich  den  wahren  Zusammenhang  zwischen 
den  Elementen  des  Winkelpaares  lehrt.  Die  zweite  und  dritte 
Klasse  der  Winkelpaare  werden  gebildet  von  Winkelpaaren^ 
deren  Elemente  in  Bezug  auf  die  eine  Art  der  Geraden  gleich 
liegen,  in  Bezug  auf  die  andre  ungleich*  Also  gleich  gegen 
die  Schneidende,  aber  ungleich  gegen  die  Geschnittenen,  oder 
ungleich  gegen  die  Schneidende,  aber  gleich  gegen  die  Ge- 
schnittenen. Diese  Winkelpaare  dürften  passend  den  Namen 
halbgleichliegende  erhalten.  Die  vierte  Klasse  wird  dann  ge- 
bildet von  den  Winkelpaaren,  deren  Elemente  sowohl  gegen 
die  Schneidende,  wie  gegen  die  Geschnittenen  ungleich  liegen 
und  daher  Ungleichliegende  genannt  werden  mögen.  Bisher 
hatte  sich  eine  sichere  Bezeichnung  dieser  Winkelpaare  eigent- 
lich nur  für  die  letzte  Klasse  ausgebildet,  sie  hiefsen  allge- 
mein Wechselwinkel.  Bei  den  andern  aber  variierte  die  Be- 
zeichnung gar  mannigfaltig,  ja  für  die  dritte  Klasse  war  ein 
^sonderer  Name  gar  nicht  eingeführt,  sie  wurde  überhaupt 
t  durchgängig   mit  Stillschweigen  übergangen.     Ich   werde 
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w^eiter  unten  auf  verschiedene  hierhergehorige  Arbeiten  iu 
HofiTmanus  Zeitschrift  zurückkommen.  Zu  jeder  der  vier  Klassen 
gehören  vier  Winkelpaare,  da  wir  jeden  Winkel  mit  den  vier 
TV^inkeln  am  andern  Scheitel  kombinieren  können,  wie  ich 
schon  oben  bemerkte.  Wir  haben  also  16  Winkelpaare,  die 
nun  in  folgendem  Zusammenhang  stehen.  Nehmen  wir  von 
irgend  einem  Paar  eine  gewisse  Voraussetzung  an,  so  resul- 
tieren für  die  übrigen  15  auch  ganz  bestimmte  Beziehungen. 

Setzen  wir  z.  B.  voraus,  dafs  die  Elemente  eines  gleich- 
liegenden Winkelpaares  gleich  sind,  so  folgt,  dafs  dies  für  alle 
gleichliegeoden  gilt,  ebenso  für  die  ungleichliegenden,  während 
die  Elemente  der  halbgleichliegenden  Winkelpaare  Supplement- 
winkel sind.  Dieser  letztere  Umstand  hatte  dazu  geführt,  der 
zvreiten  Klasse  den  Namen  „ErgänzungswinkeT'  zu  geben, 
was  ich  deshalb  nicht  für  richtig  halte,  da  dieser  Name  von 
einer  aus  einer  bestimmten  Voraussetzung  resultierenden  Eigen- 
schaft hergenommen  ist;  ferner  bildet  die  Rücksicht  auf  die 
Gröfse  den  Grund  der  Benennung,  während  doch  das  eigent- 
lich Wesentliche  die  Lage  ist.  Der  gröfseren  Deutlichkeit 
halber  will  ich  die  Beziehungen  zwischen  den  Winkelpaaren 
noch  in  einem  ausführlicheren  Schema  darstellen. 

Dies  dürfte  folgende  Form  haben: 

Werden  zwei  Geraden  von  einer  dritten  geschnitten  und 
es  sind: 

1)  zwei  gleichliegende  gleich, 

so  sind  a)  je  zwei  gleichliegende  gleich^), 

b)  je  zwei  halbgleichliegende  supplementär, 

c)  je  zwei  ungleich  liegende  gleich; 

2)  zwei  halbgleichliegende  supplementär, 
so  sind  a)  je  zwei  gleichliegende  gleich, 

b)  je  zwei  halbgleichliegende  supplementär, 

c)  je  zwei  ungleichliegende  gleich; 

3)  zwei  ungleichliegende  gleich, 

so  sind  a)  je  zwei  gleichliegende  gleich, 

b)  je  zwei  halbgleichliegende  supplementär, 

c)  je  zwei  ungleichliegende  gleich. 

*)  Die  gewöhnliche  Form  dieses  Satzes,  „so  sind  alle  gleichliegen- 
den  Winkel  gleich"  scheint  mir  entschieden  falsch  zu  sein. 
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Die  Beweise  für  diese  Sätze  beruhen  auf  den  Sätzen  Qber 
Nebenwinkel  und  Scheitelwinkel^  sowie  auf  den  beiden  oben  ge- 
fundenen Sätzen  „Gleiche  Winkel  haben  gleiche  Nebenwinkel^ 
und    „Gleiche   Winkel   haben    gleiche   Scheitelwinkel",    wozu 
weiter  der  Grundsatz  kommt  ,,Sind  zwei  Gröfsen  einer  dritten 
gleich,  80  sind  sie  untereinander  gleich/'^)     Ein  näheres  Ein- 
gehen auf  die  Beweise  kann  ich  mir  ersparen,  nur  das  mufs 
erwähnt  werden,  dafs  man  darüber  im  Zweifel  sein  kann,  ob 
man  alle  Sätze  auf  die  eine  Voraussetzung  zurückfährt,  oder 
ob    man    die    schon    gewonnenen  Resultate    benutzt   und    auf 
ihnen  weiter   baut.     Hat  man   Zeit,    so    ist  das   erstere   Ver- 
fahren als  das  gründlichere  vorzuziehen,  weil  es  zugleich  reich- 
liche  Gelegenheit   giebt,   das   von   den  Neben-    und  Scheitel- 
winkeln Gelernte  anzuwenden  und  im  Gedächtnis  zu  befestigen. 
Immerhin  ist  aber  nicht  zu   verkennen,   dafs  die  Beweise  da- 
durch   weitläufiger   werden.     Es    mufs    auch   auf   der    andern 
Seite  zugestanden   werden,  dafs  weder  wissenschaftlich  noch 
methodisch  irgend  ein  Bedenken  vorliegt,  gewonnene   Resul- 
tate zum  Ausgangspunkt  für  die  Auffindung  neuer  Wahrheiten 
zu  machen.     Vielleicht  wird  es  sich  empfehlen,   mit  den  bei- 
den Verfahren  beim  ersten  Durchnehmen  und  bei  der  Wieder- 
holung abzuwechseln.     Wie  man  aber  auch  vorgeht,  jedenfalls 
ist  daran    festzuhalten,    dafs  man    die   Beziehungen   zwischen 
den   Wiukelpaaren    durch    besonders    reichliche    Übungen    zu 
voUkommner  Klarheit  bringen  mufs  und  dafür  zu  sorgen  hat, 
dafs  die  Schüler  die  Wahrheiten   und  ihre  Beweise  völlig  zu 
ihrem   geistigen  Eigentume  machen.     Auch   hier  dürften  sich 
wieder  Übungen  mit  dem  Transporteur  anschliefsen.    Hat  man 
nicht   schon    früher   darauf   hingewiesen,    so    mufs   jedenfalls 
jetzt  die  wichtige  Wahrheit  gelehrt  werden,  dafs  diese  prak- 
tischen Übungen  nicht  etwa  eine  Eontrolle  für  die  Richtigkeit 
der  "Sätze  abgeben  sollen,  sondern  dafs  umgekehrt  unsere  Be- 
obachtungen am  Transporteur  durch  die  als  wahr  erkannten 
Sätze  kontrolliert  werden.     So  lernt  der  Schüler  auch,  Wert 


*)  Die  Beweise  sind  natürlich  aach  in  arithmetischer  Form  einza- 
üben.    Hierbei   ist   ganz   besonders   auf   eine   korrekte   Darstellung   eq 
"Uten.  —  Man  vergl.  A.  Sickenberger,  Mathematische  Orthographie. 
H.  Z.  IV.  p.  379—391. 
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auf  genaue  Beobachtung  zu  legen,  und  lernt  femer.  dafs  alle 
unsere  Beobachtungen  (sinnlichen  Wahrnehmungen)  von  vielen 
Zufälligkeiten  abhängen,  wie  z.  B.  unzureichenden  Instrumenten, 
schlechter  Zeichnung  etc.  Dem  gegenüber  lernt  er  dann  den 
Wert  einer  absolut  sicheren  Erkenntnis  und  wahrer  wissen- 
scLaftlicher  Strenge  erkennen  und  Schätzen. 

Es  ist  ferner  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dafs  wenn 
eine  der  16  Bedingungen  eintritt,  überhaupt  nur  zwei  ver- 
schiedene Arten  von  Winkeln  hinsichtlich  der  Gröfse  vor- 
kommen, und  zwar  allgemein  vier  untereinander  gleiche  Spitz-  * 
winkel  und  vier  untereinander  gleiche  StumpfwinkeK  Wird 
einer  der  Winkel  —  immer  unter  der  angenommenen  Voraus- 
setzung —  ein  Richtwinkel,  so  sind  alle  acht  Richtwinkel. 
Auch  dieser  besondre  Fall  verdient  besonders  erwähnt  zu 
werden.  Natürlich  müssen  die  Schüler  diesen  Satz  selbst 
finden,  der  Lehrer  mufs  sie  nur  darauf  führen  durch  die  Frage, 
wie  es  wird,  wenn  ein  Winkel  ein  Richtwinkel  ist. 

Es  müfste  sich  nun  der  Satz  anschliefsen:  „Werden  zwei 
Gerade  von  einer  dritten  geschnitten  und  es  tritt  eine  der 
16  Bedingungen  ein,  so  bestehen  die  16  Gleichungen  für 
jede  beliebige  Transversale." 

Dafs  dieser  Satz  richtig  ist,  ist  anschaulich  evident;  ein 
strenger  Beweis  ist  aber  erst  nach  Absolvierung  des  folgenden 
Paragraphen  möglich.  Man  möge  also  einstweilen  auf  diesen 
Satz  hinweisen,  indem  man  auch  hier  wieder  die  Schüler  ihn 
finden  läfst  durch  die  Frage,  wie  steht  es  bei  einer  beliebigen 
andern  Transversale;  mufs  aber  bemerken,  dafs  man  später 
noch  einmal  darauf  zurückkommen  werde,  um  ihn  streng  zu 
beweisen. 

Schon  in  der  Disposition  hatte  ich  darauf  hingewiesen, 
dafs  die  gleichliegenden  Winkel  als  identische  an  zwei  Scheiteln 
aufgefafst  werden  können,  halbgleichliegende  als  Nebenwinkel 
an  zwei  Scheiteln,  ungleichliegende  als  Scheitelwinkel  an  zwei 
Scheiteln.  Aus  unsern  Betrachtungen  geht  hervor,  daüs  diese 
Auffassung  natürlich  nur  dann  gültig  ist,  wenn  eine  der  16 
Gleichungen  zur  Voraussetzung  gemacht  wird.*) 


')  Man  vergl.  das  Zitat  aus  Petersen,  p.  314. 
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Ist  man  so  weit  vorgeschritten,  so  ist  es  nun  an  der 
Zeit,  auf  den  Zusammenhang  der  Untersuchungen  mit  dem 
Parallelismus  einzugehen.  Es  ist  zunächst  zu  zeigen,  dafs  die 
beiden  Geschnittnen  im  betrachteten  Falle  parallel  sind  uuü 
dann  als  Umkehrung  zu  lehren,  dafs  also  bei  Parallelen  die 
16  Gleichungen  gelten:  oder  man  zeigt  zunächst,  daJjs  bei 
Parallelen  die  16  Gleichungen  gelten  und  dafs  folglich  um- 
gekehrt die  von  uns  betrachteten  Geraden  parallel  sind.  Im 
letzteren  Falle  denkt  man  sich  z.  B.  zwei  Abstände  gezeichnet, 
die  nach  unsrer  Definition  gleich  sind.  Verbindet  man  dann 
zwei  gegenüberliegende  Ecken  (zieht  eine  Diagonale),  so  läfst 
sich  die  Gleichheit  der  ungleichliegenden  Winkel  leicht  mit 
Hülfe  der  beiden  kongruenten  Dreiecke  zeigen  —  wobei  man 
allerdings  den  (vierten)  Eongruenzsatz  als  richtig  vorläufig 
annehmen  mufs.  Ich  fürchte,  dafs  man  gegen  dieses  Verfahren 
Einwendungen  machen  wird,  doch  glaube  ich,  daüs  wirklich 
ernstliche  Bedenken  kaum  berechtigt  sein  dürften,  da  die 
Lehre  von  der  Kongruenz  sich  ja  unmittelbar  anschliefst  und 
man  dann  Gelegenheit  hat,  auf  diesen  Punkt  zurückzukommen. 
Noch  einfacher  gestaltet  sich  die  Darstellung,  wenn  man  die 
Symmetrie  zu  Hülfe  nimmt 

Sind  die  Beziehungen  der  Winkelpaare  an  zwei  Schnitt- 
punkten gehörig  durchgenommen  und  durch  reichliche  Übungen 
eingeprägt,  so  wird  die  Behandlung  des  Zusammenhangs  mit 
den  Parallelen  keine  besonderen  Schwierigkeiten  bieten.  Es 
wird  sich  Gelegenheit  finden,  bei  der  Besprechung  einschlägiger 
Arbeiten  hierauf  noch  näher  einzugehen.  Wir  betrachten 
nun  den  Fall,  dafs  keine  der  16  Gleichungen  statthat  und 
kommen  damit  zu 

§  3.   Drei  (und  mehr)  Winkel. 

Hiermit  sind  wir  zu  dem  berühmten  11.  Axiom  gelangt. 
Ich  halte  es  im  Schulunterricht  für  ganz  unbedenklich,  dieses 
Axiom  als  anschaulich  evident  darzustellen.^)  Kein  Schüler 
wird  daran  zweifeln,  dafs  die  Geraden,   die  von  einer  dritten 


^)  Man  vergleiche  noch  za  diesem  Pankte  Hoffmann,  die  Prin- 
zipien des  I.  BucheB  von  Euklids  Elementen;  H.  Z.  III»  p.  136  fip. 
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geschnitten  werden,  sich  auf  der  einen  Seite  selbst  schneideD, 
nämlich  da,  wo  die  Summe  zweier  inneren  balbgleichliegenden 
—  und  zwar  solcher,  die  auf  einer  Seite  der  Transversalen 
liegen  —  kleiner  als  ein  Flachwinkel  ist.  Damit  sind  wir 
dann  zu  drei  Schnittpunkten  gekommen,  die  Figur  des  Drei- 
ecks bietet  sich  uns  dar  und  es  gilt  nun,  diese  Figur  auf 
ihre  Eigenschaften  zu  untersuchen.  Entsprechend  dem  Gange, 
den  unsere  Untersuchungen  bis  hierher  genommen  haben, 
handelt  es  sich  natürlich  nur  um  die  Winkelbeziehungen  beim 
Dreieck.  Trotzdem  sind  hier  die  Bezeichnungen  für  die  Stücke 
des  Dreiecks  anzugeben.  Die  Ecken  werden  mit  grofsen 
lateinischen  Buchstaben  bezeichnet,  die  entsprechenden  Winkel 
mit  den  entsprechenden  grofsen  lateinischen  Buchstaben  mit 
einem  Dächelchen,  die  Seiten  mit  kleinen  lateinischen  Buch- 
staben und  zwar  so,  dafs  eine  Seite  den  gleichen  Buchstaben 
hat,  wie  die  gegenüberliegende  Ecke.^)  Auch  pflege  ich  daran 
festzuhalten,  dafs  die  Bezeichnung  der  Figuren  so  eingerichtet 
^rd,  dafs  die  Fläche  der  Figur  zur  linken  Hand  liegt,  wenn 
man   in   alphabetischer  Reihenfolge   von  Ecke    zu   Ecke  sich 

bewegt.  Den  Aufsenwinkel  von  A  pflege  ich  mit  Ä^  bezeich- 
nen zu  lassen,  führe  überhaupt  von  Anfang  an  eine  konse- 
quente Anwendung  der  Buchstaben  durch,  wie  sie  sich  in  der 
analytischen  Geometrie  als  so  sehr  vorteilhaft  erwiesen  hat. 
Den  Beweis  für  die  Winkelsumme  des  Dreiecks  nehme  ich 
nach  Thibaut  durch,  ein  Beweis,  der  dem  jugendlichen  Geisjk 
ganz  besonders  einleuchtend  erscheint.  Doch  gehe  ich,  wenn 
irgend  möglich,  gern  noch  weiter  und  dehne  diesen  Beweis 
auf  jedes  mögliche  Vieleck  aus.  Die  Thatsache,  dafs  die 
Summe  der  Aufsenwinkel  bei  den  ebenen  Figuren  ganz  un- 
abhängig ist  von  der  Anzahl  der  Ecken,  dafs  sie  überhaupt 
einen  konstanten  Wert  hat,  ist  leicht  begreiflich  und  giebt 
den   Schülern  ein  leichtes  Mittel    an   die  Hand,   die  Winkel- 


^)  Die  Bezeichnung  der  Punkte  mit  grofsen  lateinischen  Buchstaben, 
der  Strecken  mit  kleinen  lateinischen,  der  Winkel  mit  kleinen  griechi- 
schen rührt  von  Euler  her,  wie  Eober  in  seiner  Besprechung  des 
Zie gl e raschen  Lehrbuches  in  H.  Z.  Bd.  I  bemerkt.  —  Man  vergl. 
Wiecorek-Wiecorekewic,  Zur  mathematischf^n  Orthographie  in  H*Z. 
IV,  p.  429. 
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summe  jedes  beliebigen  Vielecks  zu  bestimmen.    So  viel  Flach- 
Winkel,    als    die   Figur  Ecken   hat,   weniger   der    konstanten 
Summe  der  Aufsenwinkel  =s  zwei  Flach winkel,  dies  scheint  mir 
der   einfachste    und    leichteste   Weg,    die    Winkelsumme     der 
Vielecke  zu   lehren.     Nimmt  man  das   Axiom,   das  dem    Thi- 
bau  tischen  Beweis  zugrunde  liegt,  einmal  als  wahr  an,  so  ist 
seine  Gültigkeit  von  der  Anzahl  der  Ecken  ganz  unabhängig 
und   die    Verallgemeinerung   des   Thibaut'schen    Beweises    auf 
alle   Vielecke   völlig   zuläfsig.      Merkwürdigerweise    ist    diese 
Verallgemeineruug  weder  von  Thibaut,  noch  —  soweit  meine 
Kenntnisse   reichen   —   von  irgend  einer  andern  Seite  bisher 
vorgeschlagen.^)     Es  ist  übrigens  zu  empfehlen,  daneben  auch 
den  üblichen  Euklidischen  Beweis  zu  geben.     Aber  auch  hier 
möchte  ich  für  eine  kleine  Änderung  eintreten.     Meiner  Mei- 
nung nach  ist  nämlich  der  einzig  richtige  Ausgangspunkt  der 
vom    Aufsenwinkel.     Erst    wird    mit    Hülfe    einer    parallelen 
Hülfslinie  bewiesen,  dafs  der  Aufsenwinkel  gleich  der  Summe 
der   von    ihm    getrennt    liegenden^)    Innenwinkel    ist,    daran 
schliefst  sich   dann   als  Folgesatz   die  Lehre  von   der  Summe 
der   Winkel  im   Dreieck  an.     Schlägt    man   nämlich  den   ge- 
wöhnlichen Weg  ein,  so  stehen  diese  beiden  so  eng  zusammen- 
hängenden Sätze   ganz   unvermittelt  nebeneinander,  was   doch 
gewifs  nicht  zur  klaren  Auffassung  der  vorliegenden  Verhält- 
nisse beiträgt. 

^)  Man  vcrgl.  J.  H.  T.  Müller,  Über  die  Summe  der  Winkel  in 
ebenen  geradlinigen  Vielecken.  —  Gr.  Arch.  II,  p.  106,  Heinen,  Über 
die  Summe  der  Winkel  im  Vielecke.  —  Gr.  Ärch.  29,  p.  474. 

*)  Dies  ist  die  einzig  suläBsige  Bezeichnung  statt  der  üblichen 
„gleich  der  Summe  der  gegenüberliegenden*';  von  einem  Gegen- 
überliegen ist  gar  keine  Rede.  Im  Viereck  giebt  es  gegenüberliegende 
Winkel,  aber  dieses  Beispiel  zeigt  uns  auch  zugleich  recht  deutlich,  wie 
unpassend  diese  Bezeichnung  für  die  Lage  eines  Aufsenwinkels  and  den 
von  ihm  getrennt  liegenden  Innenwink«  1  beim  Dreieck  ist.  Man  vergl. 
Müutzner,  Zum  Kapitel  Inkorrektheiten,  in  H.  Z.  13,  p.  26:  „In  vielen 
Lehrbüchern  der  Geometrie  kommt  folgender  Satz  vor:  „Jeder  Anfsen- 
Winkel  eines  Dreiecks  ist  gleich  der  Summe  der  beiden  ihm  gegen- 
überliegenden inneren  Winkel**.  Dieser  Satz  findet  sich  unzählige 
Male  in  dieser  Fassung  auch  sonst.  Ist  es  aber  gerechtfertigt,  aus 
Furcht  vor  einem  negativen  Begriffe  („der  beiden  ihm  nicht  anliegenden 
Dreiecks  Winkel")  etwas  entschieden  Sinnloses  zu  sagen?'* 
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Nicht  unerwähnt  darf  natürlich  bleiben,  dafs  an  jeder 
£cke  zwei  Aufsenwinkel  gezeichnet  .werden  können,  die  aber 
als  Scheitelwinkel  einander  gleich  sind,  so  dafs  bei  Grofsen- 
betrachtungen  nur  einer  von  ihnen  berücksichtigt  zu  werden 
braucht.  Sehr  empfehlenswert  ist,  sich  bei  diesen  Unter- 
suchungen eines  beweglichen  Drahtmodelles  zu  bedienen,  so 
dafs  mlan  die  Veränderungen  der  Winkel  ad  oculos  demon- 
strieren kann.  Es  ist  sogar  möglich,  auf  diese  Weise  eine 
Art  von  Beweis  für  die  Winkelsumme  des  Dreiecks  vorzu- 
führen. Läfst  man  nämlich  zwei  Winkel  immer  kleiner  werden, 
so  wird  dabei  der  dritte  Winkel  stetig  grofser  und  er  wird 
in  dem  Augenblick  ein  Flachwinkel,  wo  die  beiden  andern 
Nullwinkel  werden. 

So  weit  möchte  ich  jetzt  die  Betrachtungen .  ausdehnen  ^) 
und  wende  mich  nun  zunächst  wieder  zu  den  Aufsätzen  in 
H.  Z.,  die  mit  dem  Thema  des  vorliegenden  Kapitels  in  loserem 
oder  engerem  Zusammenhang  stehen.  Gleich  Bd.  I  (p.  272) 
enthält  in  dem  Aufsatze  Sturm's  „Über  einige  Inkorrektheiten, 
die  sich  in  der  Sprache,  besonders  der  elementaren  Mathe- 
matik eingeschlichen  haben",  eine  Arbeit,  die  nicht  nur  wegen 
ihrer  allgemeinen  Bedeutung  Beachtung  verdient,  sondern  auch 
gerade  einige  hierher  gehörige  Fragen  erörtert.  Nur  erwähnen 
will  ich  die  Verurteilung  des  unbestimmten  Artikels  bei  ein- 
deutig bestimmten  Gebilden,  es  mufs  korrekt  heifsen  z.  B.: 
„Durch  einen  Punkt  die  Parallele  ziehen."*)  Sturm  selbst 
sagt  p.  273:  „Der  unbestimmte  Artikel  wird  natürlich  im 
systematischen  Gange  bei  solchen  Aufgaben  bleiben  müssen, 
von  denen  noch  nicht  erkannt  worden  ist,  dafs  nur  ein  ein- 
ziges Gebilde  existiert,  welche  also  erst  selber  diese  Erkennt- 
nis  bewirken    sollen,    aber    auch    bei    solchen   Aufgaben,    bei 


^)  Doch  mache  ich  darauf  aufmerksam,  dafe  sich  analoge  Betrach- 
tangen für  Vieleckswinkel  (regnlftre  Polygone)  und  die  Winkel  im  und 
am  Kreis  leicht  und  natürlich  ausschliefsen  lassen  und  man  auf  diese 
Weise  dann  noch  einen  weit  tiefern  Schritt  in  das  planimetrische  Ge- 
biet hineinthnn  kann,  ohne  irgendwie  Fremdartiges  in  die  Untersuchung 
mischen  zu  müssen. 

•)  Man  vergl.  H.  Z  17,  p.  433-435.  —  18,  p.  113—118.  —  19, 
p.  576     Ö8-2. 
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denen  der  Lage  nach  unendlich  viele,  wenn  auch  untereinander 
kongruente  Losuugen  möglich  sind,  und  bei  denen  man  auch 
zu  sagen  pflegt,  es  gebe  nur  eine  Losung.  Es  tritt  hier  zu 
der  Notwendigkeit,  dafs  doch  logisch  richtig  gesprochen  werden 
mufs,  noch  der  wichtige  umstand,  dafs,  wenn  der  richtige 
Ausdruck  vom  Lehrer  und  Lehrbuch  angewandt  und  vom 
Schüler  gefordert  wird,  derselbe  sich  immer  wieder  der  Er- 
kenntnis, dafs  es  in  den  betr.  Fällen  nur  ein  Gebilde  giebt, 
bewufst  wird,  eiu  Umstand,  der  doch  gewifs  nicht  ohne  Wert 
ist."    Neben    einer   Reihe    weiterer  Inkorrektheiten    aus    der 

Winkellehre  z.  B.  1  =  iT  als  Scheitelwinkel;  1  +  B  =  2K 
als  NebenwinkeP);  kommt  Sturm  auf  die  Benennungen  der 
Winkel  bei  einer  Transversalen  durch  zwei  Parallelen.  Er 
sagt  p.  277: 

„Die  Parallelitätssätze  erinnern  mich  au  eine  Konfusion 
der  Benennungen,  deren  baldige  Abschaffung  von  uns  Mathe- 
matikern auch  nun  einmal  ins  Auge  gefafst  werden  und  viel- 
leicht nicht  zu  schwer  ins  Werk  zu  setzen  sein  möchte:  Die 
Winkel,  welche  von  zwei  Geraden  derselben  Ebene  mit  einer 
sie  schneidenden  (Geraden)  gebildet  werden,  haben  in  deu 
verschiedensten  Gegenden  Deutschlands  die  verschiedensten 
Benennungen." 

Sturm  ist  für  die  Namen  „entsprechende  Winkel**, 
„Wechselwinkel"  „entgegengesetzte  Winkel",  findet  aber  sofort 
einen  Gegner  in  dem  Herausgeber  der  H.  Z.,  der  sich  für  die 
SneH'sche  Bezeichnung  ausspricht.  Da  wir  selbst  positive 
Vorschläge  in  Bezug  auf  die  Benennung  der  Winkelpaare  ge- 
macht haben,  so  können  wir  auf  die  betreffende  Stelle  verweisen. 

J.  C.  Becker  bemerkt  in  Bd.  II  der  H.  Z.  zu  demselben  Thema 
(p.  91):  „Was  speziell  die  Benennung  der  Winkelpaare  betrifft, 
welche  zwei  Geraden  einer  Ebene  mit  einer  dritten  bilden,  so 
möchte  ich  die  sehr  verbreitete  Bezeichnungsweise  empfehlen, 
wonach  jeder  einzelne  dieser  Winkel  als  innerer  oder 
äufserer  bezeichnet  wird,  je  nachdem  er  zwischen  den  ge- 
schnittenen   Geraden   liegt,    oder   nicht,   und  jedes    Paar   als 

^)  Man  vergl.  Stnrm,  Zum  Kapitel  der  Inkorrektheiten;  H.  Z.  III. 
p.  20. 
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Gegen-  oder  Wechselwinkel  paar,  je  nachdem  beide  Winkel 
auf  derselben  Seite  der  schneidenden  Linie  liegen ,  oder  der 
eine  links,  der  andere  rechts  von  derselben.  Man  bat  danach 
innere,  äufsere  und  gemischte  Gegen-  oder  Wechsel- 
winkel zu  unterscheiden.  Weil  aber  die  gemischten  Gegen- 
winkel besser  als  korrespondierende  oder  entsprechende 
(auch  gleichliegende)  bezeichnet  werden  und  von  gemischten 
Wechselwinkeln  nie  die  Rede  ist,  so  dürften  schliefslich  die 
drei  Namen,  entsprechende  Winkel,  Gegenwinkel  und 
Wechselwinkel,  vollkommen  ausreichen/^ 

Eine  weitere  MeinungsäuTserung  über  diesen  Punkt  findet 
sich  in  H.  Z.  III  p.  190  in  dem  Aufsatze  Zieglers,  Thesen 
zu  dem  Streite  über  geometrischen  Unterricht.    Ziegler  sagt: 

„Die  Lage  der  vier  Winkel,  welche  einen  gemeinsamen 
Scheitel  haben^  läfst  sich  durch  die  Gegensätze  oben  —  unten, 
rechts  —  links  unterscheiden.  Nimmt  man  je  zwei  Winkel, 
welche  verschiedene  Scheitel  haben,  so  erhält  man  vier  Paare 
mit  zweifach  übereinstimmender  Lage,  vier  Paare  mit  zwei- 
fach entgegengesetzter  Lage  und  zweimal  vier  Paare  mit  halb 
übereinstimmender  Lage.  Diese  Winkelpaare  heifsen  am  besten 
gleichliegende,  ungleichliegende  und  halbgleich- 
liegende  Winkel,  sie  verhalten  sich  beziehungsweise  wie 
kongruente  Winkel,  Scheitel-  und  Nebenwinkel.  Die  Unter- 
scheidung von  zweierlei  Paaren  halbgleichliegender  Winkel  ist 
unnötig,  sowie  der  Gebrauch  besondrer  Kunstwörter.  Auf  den 
Gegensatz  Innen  —  Aufsen,  welchen  Snell  zur  Unterschei- 
dung benutzt,  kommt  es  gar  nicht  an,  er  gebraucht  gerade  für 
die  gleichliegenden  Winkel  den  schon  anderswo  nötigen  Aus- 
druck Gegenwinkel.  Jeder  Lehrer  kann  die  Probe  machen, 
ob  die  Schüler  zu  den  angegebenen  Benennungen  die  Winkel- 
paare auffinden."*) 

^)  Man  Bieht,  Ziegler  kommt  genau  zu  denselben  Besnltaten  wie 
ich.  Dieselben  Benennungen,  die  ich  vorschlage,  hat  er  schon  1872 
vorgeschlagen,  ohne  Erfolg;  aber  es  ist  leicht  möglich,  dafs  der  betr. 
Aufsatz  der  Aufmerksamkeit  der  Fach  genossen  entgangen  ist.  Hier 
möchte  ich,  was  auch  in  Ziegler's  letztem  Satze  liegt,  noch  einmal 
auf  den  Vorteil  der  vorgeschlagenen  Benennungen  hinweisen,  der  darin 
liegt,  dals  der  Name  schon  auf  das  Wesen  der  betrachteten  Winkel- 
paare hindeutet,  ein  Vorteil,  der  gewifs  doch  nicht  zu  unterschätzen  ist. 

Schotten,  der  planimetr.  Unterricht.     II.  24 
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Unmittelbar  mit  Ziegler's'  Aufsatz  bangt  eine  Notiz  yod 
J.  Eober  zusammen  in  H.  Z.  Y.  p.  55:  ,,Die  .Benennung  der 
Winkel  in  der  Parallelentheorie  ist  nocb  ziemlich  verscbieden. 
WechselwinkeP)  ist  so  ziemlich  *  allgemein  im  Gebrauch 
und  dürfte  wohl  auch  keinen  Anstofs  erregen.  Aber  Gegen- 
winkel hat  den  grofsen  Fehler,  dafs  man  dies  Wort^  analog 
der  Gegenseite,  für  gegenüberliegende  Winkel  anwenden  mochte, 
sodafs  also  Gegenseite  und  Gegenwinkel  einander  entsprechen 
würden. 

Der  Name  ^^konjugierte  Winkel'^  ist,  wie  mancher  andere 
vorgeschlagene,  zu  lang,  auch  wohl  nicht  recht  anschaulich 
begründet,  die  Benennung  „innere  Winkel'^  palÜBt  auch  für  die 
inneren  Wecbselwinkel. 

Eher  mochte  ich  mich  mit  Ziegler^s  Vorschlag  einver- 
standen erklären,  nämlich  gleichliegende (korrespondierende\ 
ungleichliegende  (innere  Wechselwinkel)  und  halbgleich- 
liegende  (innere  Gegenwinkel  und  gemischte  Wecbselwinkel); 
aber  ohne  Bedenken  ist  dieser  Vorschlag  auch  nicht. 

Ich  glaube  fast,  es  ist  nur  durch  Bildung  eines  ganz 
neuen  kurzen  Wortes  zu  helfen  und  erlaube  mir,  den  Kollegen 
die  Frage  vorzulegen,  ob  ein  solches,  etwa  das  Wort  „An- 
winkel"*)  Zustimmung  finden  würde." 

Die  Redaktion  bemerkt  zu  diesem  Vorschlag,  dafs  dieser  Aus> 
druck  bereits  in  Osterreich  längst  gebräuchlich  sei  und  führt 
zwei  Lehrbücher  (Gernerth,  Mo9nik)  als  Beispiele  an.  Der 
Herr  Herausgeber  fühlt  sich  auch  veranlafst,  in  demselben 
Bande  V  seiner  Zeitschrift  noch  einmal  auf  die  vorliegende 
Frage  zurückzukommen.  Der  kurze  Aufsatz  ist  überschriebeu: 
„Noch  einmal  der  Anwinkel  und  die  noch  immer  be- 
stehende Eonfusion  der  Winkelnamen  in  der  Parallelentheorie.^ 
Ho  ff  mann  macht  darin  seine  —  wie  mir  scheint,  yöUig  ge- 
rechtfertigten  —   Bedenken   gegen    diese  Benennung   geltend 


^)  Mein  Mathematiklehrer,  der  originelle,  an  der  Nikolaischale  zu 
Leipzig  weiland  wirkende  Lehmann,  pflegte  für  diesen  Winkel  «ieii 
Namen  „Z-winkel"  zu  gebrauchen  wegen  der  Ähnlichkeit  der  inneren 
Wechselwinkelfigur  mit  einem  gedruckten  lateinischen  Z, 

')  Scherling  empfiehlt  diesen  Ausdruck  in  seiner  Besprechung  de^ 
Kob  er 'sehen  Leitfadens.    H,  Z.  V.  p.  447.  —  Vergl.  auch  ebenda  p.  45o. 


./r,- 
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und  empfiehlt  wiederholt  —  unter  alleiniger  Ersetzung  der 
„Gegenwinkel"  durch  ^^korrespondierende  Winkel"  —  die 
SnelTsche  Terminologie.  Die  Benennung  nach  der  Lage  der 
Winkel  gegen  Transversale  und  geschnittene  Gerade  wird  dann 
systematisch  vorgeführt.  Der  Aufsatz  schliefst  mit  den  Worten: 
„Wir  empfehlen  also  aufs  Neue  die  Annahme  der 
modifizierten  Snell-Schlomilch'schen  Bezeichnung, 
nicht  allein  weil  sie  logisch  und  naturgemäfs  ist^  sondern  auch, 
weil  sie,  wie  wir  aus  Erfahrung  wissen,  von  den  Schülern 
leicht  behalten  wird." 

Ich  selbst  habe  dann  in  Bd.  22  der  H.  Z.  p.  521  in  der 
Rezension  des  Müller-Zwerger'schen  Lehrbuches  schon 
meine  auch  im  vorliegenden  Werke  ausgesprochene  Meinung 
über  die  Benennung  der  fraglichen  Winkelpaare  und  meine 
Beweggründe  dafür  ausgesprochen. 

Beiläufig  möchte  ich  den  Leser  noch  darauf  aufmerksam 
machen,  was  ihm  vielleicht  ^beim  Studium  der  jetzt  vorliegen- 
den vier  Kapitel  schon  selbst  aufgefallen  ist,  dafs  die  Behand- 
lung der  grundlegenden  Fragen  der  Geometrie  in  den  Anfangs- 
jahren der  HofPmann'schen  Zeitschrift  eine  sehr  lebhafte  war, 
dafs  aber  später  das  Literesse  an  diesen  Prinzipien  fast  völlig 
eingeschlafen  zu  sein  scheint,  obwohl  im  Wesentlichen  nirgends 
eine  Einigung  über  die  streitigen  Punkte  erzielt  worden  ist. 
Zur  Klärung  dieser  gewifs  nicht  haltbaren  Zustände  würde 
es  sich  vielleicht  empfehlen,  den  Vorschlag  E.  Müller's  in 
ernste  Erwägung  zu  ziehen,  den  er  in  „Mahnung  an  die  Mathe- 
matiker" in  HZ.  6,  p.  261 — 278  macht,  eine  gemeinschaft- 
liche Revision  der  Elementarmathematik  vorzunehmen.  Andere 
speziell  die  hier  angeregte  Frage  erörternde  Artikel  finden  sich 
H.  Z.  6,  p.  457—458  und  7,  p.  45—49. 

Schliefslich  ist  dann  noch  der  Vortrag  zu  erwähnen,  den 
*  Prof.  Sauer  in  der  ttiath.-naturwiss.  Sektion  der  42.  Ver- 
sammlung deutscher  Philologen  und  Schulmänner  in  Wien 
dieses  Jahr  gehalten  hat,  über  den  das  jetzt  erschienene  Doppel- 
heft der  H.  Z.  berichtet.  Es  heifst  dort  p.  529:  „Immer  noch 
herrscht  Verschiedenheit  in  betreff  der  Winkelbenennung, 
wenn  zwei  Gerade  von  einer  dritten  geschnitten  werden.  Am 
glücklichsten  gewählt  ist  der  Name  Wechselwinkel  und  Ober 
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seine  Ännenduog  sind  wohl  alle  Lehrer  einig.  Dagegen 
brauchen  einige  den  Ausdruck  Gegenwinkel,  wo  andre  toq 
entgegengesetzten  Winkeln  sprechen.  Besonders  aber  für  zwei 
Winkel,  welche  an  derselben  Seite  der  schneidenden  Linie  und 
an  derselben  Seite  der  geschnittenen  Linien  liegen,  gehen  die 
Bezeichnungen  sehr  aoseinander.  Ich  erwähne  die  Nameu: 
Korrespondierende  Winkel,  konjugierte  Winkel,  innere  Winkel, 
gleichliegende  Winkel,  Gegenwinkel,  endlich  das  uea  gebildete 
Wort  Anwinkel.  Die  ersten  dieser  Benennungen  sind  teils 
zu  lang,  teils  Fremdwörter  und  passen  deshalb  nicht  fttr  den 
ersten  Unterricht;  Gegenwinkel*)  psXst  besser  für  die  ander- 
weitig en^egen gesetzt  genannten  Winkel.  Ich  stimme  deshalb 
Eober  bei,  der  meint,  es  miifste  f&r  diesen  Begri£F  ein  nenes 
Wort  gebildet  werden;  nur  kann  mir  die  ^naammensetznog 
des  Substantivs  Winkel  mit  der  Präposition  „an"  nicht  ge- 
fallen. Ich  möchte  einen  andern  Vorschlag  wageu,  den  ich 
allerdings  im  unterrichte  noch  nicht  erprobt  habe.  Der  Teil 
der  Werke  des  Aristoteles,  der  auf  seine  Physik  folgt,  heilst 
Metaphysik,  obgleich  nichts  von  Physik  darin  steht.*)  Wäre 
es  nicht  angebracht,  auch  von  einem  ganz  ähnlichen  Kenn- 
zeichen ausgehend,  den  Winkel  Seitenwinkel  zu  nennen, 
weil  in  der  Erklärung  sowohl  bei  den  geschnittenen  Linien 
als  bei  den  Schneidenden  gleiche  Seiten  genannt  werden. 
Man  hätte  somit  die  gleichmäfsige  Reihe:  Seitenwinkel,  Wecbsel- 
winkel,  Gegenwinkel"*) 

Von  den  Abhandlungen  in  Grunerts  Archiv  gehört 
hierher  Matzka,  Über  geradlinige  Raumgebilde,  die  einfacher 
sind  ah  das  Dreieck,  und  Ober  deren  Verwendung  zur  Funda- 
mcntallehre  .Vir  Geometrie.     Bd.  8,  p.  365—374. 

')  llen  li'idigea  Namäs  „Qegenwinlcel"  sollte  man  eiD-  fQr  alle- 
mal falleu  laäeen.  Er  tr&gt  Hanptschald  au  der  Verwirrung,  und  lo 
ia,oge  er  nicbt  gkaz  beseitigt  iit,  wird  er  weitere  Verwimmg  ver- 
ursachen. 

')  Der  lo^'ische  ZDaammenhaag  ist  uns  hier  nicht  klar  geworden. 
Vielleicht  int  ita  Drack  etwas  veraeben,  da  gerade  das  eigentliche 
Oegenteil  de»  nach  diesem  Satze  zu  erwartenden  folgt 

*)  Der  Referent  —  Prof.  UaaB- Wien  —  bemerkt  hieran  schon  in  einer 
3,  dar^  cUeae  Einteilnng  lackeabaft  ist  und  dab  es  vier  Arten 
kelpaaran  giebt. 
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Man  habe,  wie  den  Kreis  für  die  einfachste  krummlinige 
Figur,  das  Dreieck  für  das  einfachste  geradlinige  Raumgebilde 
gehalten.     Statt  dessen  seien  zu  setzen: 

„1)  Das  System  einer  ganzen  Geraden  mit  einem  Punkte 
aufser  ihr,  und 

2)  Das  System  zweier  paralleler  ganzer  Geraden,  das  wir 
kurzweg  ein  Parallelenpaar  nennen  wollen/' 

Verfasser  begründet  sodann  seine  Ansicht,  dafs  diese 
ßaumgebilde  einfacher  seien,  durch  den  Hinweis  auf  die  An- 
zahl der  Elemente,  führt  das  erstere  System  auf  das  zweite 
zurück.  Dieses  also  legt  er  seinen  Betrachtungen  zugrunde 
gemäfs  des  von  ihm  aufgestellten  Einteilungsprinzips. 

Im  zweiten  Abschnitt,  der  von  den  folgenden  Abschnitten 
für  uns  allein  in  Betracht  kommt,  stellt  er  die  „Grundlinien 
der  Lehre  von  den  Parallelenpaaren''  auf. 

1)  (§  7)  Erklärungen.  Parallelenpaar;  Geleise;  Strei- 
fen; Zwischenlinie  (Zwischenstrecke)  ist  jede  von  einem 
Punkte  der  einen  Parallelen  zu  einem  Punkte  der  andren 
gehende  Strecke. 

2)  (§  8)  Auf  die  Parallelentheorie  gestützte  einfache  Sätze. 
Jede  Zwischenlinie  ist  gegen  beide  Parallellinien  gleich  ge- 
neigt (Neigungswinkel). 

Bes.  Anwendung  auf  die  Senkrechte.  Eine  solche  heifse 
Querlinie. 

Alle  Qaerlinien  eines  Parallelenpaares  sind  einander  gleich. 
Daher  Querlinie  =  Höhe  (Breite)  des  Streifens. 

3)  (§  9)  Kongruenz  der  Parallelenp^are  oder  Streifen. 
Parallelenpaare  mit  gleicher  Querlinie  sind  kongruent. 

4)  (§  10)  Ableitung  des  Satzes,  dafs  gleichmäfsige 
Zwischenlinien  gleich  sind. 

Parallelen  zwischen  Parallelen  sind  gleich. 
Zum  gröfseren  Neigungswinkel  gehört  eine  kürzere  Zwi- 
schenlinie. 

Es  folgen  dann  die  Umkehrungen. 

5)  (§  11)  bringt  dann  Anwendungen  bei  der  „Vergleichung 
von  zwei  Paar  Zwischenlinieu  in  zwei  Parallelenpaaren", 

woran  sich  ,;die  Proportionalität  der  Zwischenlinien  in 
Parallelenpaaren"  anschliefst. 


-     374    — 

Uns  acheint  dieser  Versuch  sehr  beachtenswert,  er  läfst 
sich  fibrigena  auch  bei  der  von  uds  TorgeachlageneD  |Be- 
handluQg  der  ersten  Lehren  der  Planimetrie  mit  gutem  Krfolg 
verwerten.  Dafa  er  in  den  LehrbQchem  gar  keine  BeachtoDg 
gefunden  hat,  erregt  mit  Recht  Verwunderung.  Wir  möchten 
hier  nochmals  mit  Nachdruck   auf  diesen   Artikel   hinweisen. 

Wir  sehen,  dafa  die  Literatur  zu  allen  Fragen  In  Gninerts 
Archiv  eine  Terschwindende  gegen  die  UofTmannscbe  Zeit- 
schrift ist  Im  weiteren  Fortgang  unseres  Werkes  wird  sich 
dieses  Verhältnis  zum  teil  sehr  ändern,  worauf  ich  schon  an 
dieser  Stelle  hingewiesen  haben  möchte. 

Es  erübrigt  nun  noch  einen  Artikel  ans  den  „Lehrproben 
and  Lehrgängen"  mitzuteilen,  dann  werden  wir  einige  Pro- 
grammabhandlnngen  und  einige  wenige  Lehrbücher  in  den 
Kreis  unserer  Betrachtungen  zu  ziehen  haben,  da  die  Behand- 
lung der  Paralletenlehre  im  allgemeinen  im  dritten  Kapitel 
bei  den  Zitaten  angedeutet  worden  ist,  dann  aber  auch  die 
Verschiedenheiten  in  der  E i  nee Idar Stellung  nicht  von  wesent- 
licher Bedeutung  sind. 

Im  10.  Heft  (Febr.  1887)  der  „Lehrproben  und  Lehrgänge" 
findet  sich  ein  Aufsatz  von  Lackemann  „Die  Sätze  von  den 
Parallelen.  (Ein  Beitrag  zur  Methodik  des  Elementar-Unter- 
richtes  in  der  Planimetrie.)" 

Nach  einer  kurzen  methodischen  Einleitung  heif^t  es  p.  57: 

„Eingeleitet  werden  die  Betrachtungen  durch  die  Drehung 
einer  Geraden  um  einen  ihrer  Punkte."  (Winkel.)  Besondere 
Wichtigkeit  der  Halbdrehung  fBr  die  Deckung  gleicher  Strecken 
um  einen  gemeinsamen  Endpunkt 

Geg.  eine  Strecke  AB  in  C  halbiert 

,jWir  ziehen  zunächst  von  dem  Punkte  B  aus  einen 
Halbstrahl  BY  und  lassen  ihn  an  der  halben  Drehung  teil- 
iiclimen.  Der  Halbstrahl  BY  soll  dabei  fest  mit  CB  ver- 
lnjiden  bleiben."  Neue  Lage  von  BY  {AX).  Gleichheit  der 
W  iukel  («  n.  ß). 

Umkehrung  der  geschilderten  Betrachtung. 

Es  wird  nun  AX  über  A  hinaus  verlängert  Bezie- 
liuDgeu  dea  neuen  Winkels  }>  zu  a  und  ß. 
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Auch'  BT  wird  über  B  verlängert.  Vierter  Winkel  d. 
Seine  Beziehungen  zu  a,  ß,  y, 

Schliefslich  wird  BA^  dann  AB  verlängert  und  analoge 
Betrachtungen  wie  vorher  angestellt.  Benennung  der  Winkel- 
paare (Wechselwinkel,  innere  Winkel,  Gegenwinkel). 

Es  werden  darauf  die  Resultate  der  Untersuchungen  in 
dem  Satz  zusammengefafst: 

„Werden  zwei  Geraden  von  einer  dritten  geschnitten,  so 
dafs  zwei  Wechselwinkel  gleich  sind,  so  sind  (paarweise)^) 

a)  auch  die  übrigen  Wechselwinkel  gleich, 

b)  die  Gegenwinkel  gleich, 

c)  die  inneren  Winkel  gleich  21Z.*) 

Verfasser  betrachtet  nun  dasselbe  Raumgebilde,  macht 
aber  seine  Beobachtungen  unter  der  Voraussetzung,  dafs  die 
Beweglichkeit  derartig  sei,  dafs  nicht  nur  B  nach  A^  sondern 
auch  A  nach  B  gedreht  werde.     Dann  heifst  es: 

„Geht  man  jetzt  zu  den  Parallelensätzen  über,  so  ist 
im  Wesentlichen  alles  Material  für  die  Beweise  zur  Hand  und 
die  Arbeit  der  Schüler  besteht  darin,  die  ihnen  geläufigen 
einzelnen  Teile  der  Beweise  in  richtiger  Art  zu  dem  vollstän- 
digen Beweise  zusammenzufügen.^' 

Der  erste  Satz  lautet: 

„Zwei  Geraden,  welche  durch  eine  halbe  Drehung  um  die 
Mitte  einer  zwischen  ihnen  liegenden  Strecke  ihre  Lage  ver- 
tauschen oder,  falls  die  eine  Gerade  festgehalten  wird,  zur 
Deckung  gelangen,  haben  auch  bei  unbegrenzter  Verlängerung 
keinen  Punkt  gemein,  d.  h.  sie  sind  parallel.'' 

Der  Beweis  schliefst  mit  der  bekannten  Folgerung.  Die 
weitere  Behandlung  der  Parallelensätze  ist  aus  dieser  Dar- 
stellung wohl  von  selbst  klar,  so  dafs  ich  auf  eine  Wieder- 
gabe des  Folgenden  verzichten  kann. 

Auch  dieser  Darstellung  der  Parallelensätze  läfst  sich  die 
Anerkennung  nicht  versagen.  Sie  würde  sich  auch  leicht  mit 
der  Matzka'schen  kombinieren  lassen.  Vor  allen  Dingen  ist 
die  reichliche  Verwendung  der  Bewegung  erfreulich. 


')  Dieser  Zusatz  ist  von  Wichtigkeit. 
•)  Warum  nicht  „supplementär"? 
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Zitate. 


Kosack,  Beiträge  zu  einer  systemai  Entwicklang  der 
Geometrie  aus  der  Anschauung.  —  Nordbausen  1852. 

p.  15:  „Es  drängt  sich  hier  die  Frage  auf,  wie  grofs  ein 
Winkel  überhaupt  werden  könne.  Die  Drehung  kann  immer 
fortgesetzt,  aber  der  Winkel  auch  ohne  alle  Grenzen  grofser 
gedacht  werden.  Allein  wie  aus  dem  Vorhergehenden  her- 
vorgeht, nimmt  eine  Linie  ihre  ursprüngliche  Lage  wieder  ein, 
wenn  sie  sich  um  einen  Winkel  von  4  R  gedreht  hat.  — .  .  — 
Hieraus  ergiebt  sich  klar,  dafs  alle  für  hier  unterscheidbaren 
Winkelgrofsen  in  bestimmte  Grenzen  geschlossen  sind,  indem 
wenn  ein  Winkel  mehr,  als  42J  beträgt,  man  immer  wieder 
zu  einem  Winkel  gelangt,  welcher  mit  dem  durchaus  zu- 
sammenfällt, den  man  als  Rest  erhält,  wenn  man  den  in 
Rechten  ausgedrückten  Winkel  mit  4R  dividiert.  Man  kann 
also  diejenigen  Winkel,  welche  bei  dieser  Division  gleiche 
Reste  geben,  als  völlig  gleich  betrachten.'' 

Die  hier  erörterte  Frage  der  Unendlichkeit  des  Winkels 
habe  ich  auf  Seite  123  dieses  Bandes  ebenfalls  in  Betracht 
gezogen.     Ich  kann  mich  daher  hier  auf  jene  Stelle  beziehen. 

Nachdem  sodann  die  Neben-  und  Scheitelwinkel  behan- 
delt sind,  heifst  es  p.  17:  „Wenn  sich  drei  verschiedene  Linien 
einander  schneiden,  so  finden  zwischen  den  Winkeln,  die  sie 
hierbei  bilden,  gewisse  Beziehungen  statt,  die  im  Folgenden 
erörtert  werden  sollen." 

Es  wird  zunächst  zwischen  der  schneidenden  und  der 
Geschnittnen  unterschieden  und  zunächst  aufs  er  e  und 
innere  Winkel  von  einander  geschieden. 

„Ein  Paar,  dessen  beide  Winkel  an  derselben  Seite  der 
Schneidenden  liegen  und  von  denen  der  eine  ein  äufserer,  der 
andere  ein  innerer  ist,  ohne  dafs  beide  Nebenwinkel  sind, 
heifsen  Gegenwinkel." 

Die  Bedingung  ,)Ohne  dafs  beide  Nebenwinkel  sind''  hatten 

wir  durch  unsre  Disposition  vermieden;  dagegen  liegt  andrer- 

eits    in    dieser   Einschränkung    der   Hinweis    auf   denjenigen 

isammenhang  zwischen  den  Winkeln  an  zwei  Scheiteln,  den 
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i^ir  auf  Seite  338  angedeutet  und  auf  Seite  362  f.  ausführlicher 
dargestellt  haben. 

„Ein  Paar  innere  Winkel,  welche  an  verschiedenen  Seiten 
der  Schneidenden  liegen  ohne  Nebenwinkel  zu  sein,  heifsen 
Wechsel  Winkel." 

Dieser  Erklärung  folgt  drittens:  „Ein  Paar  innerer  Winkel, 
welche  auf  derselben  Seite  der  Schneidenden  liegen,  heifsen 
innere  zugehörige  Winkel." 

Mittelst  Drehung  wird  nun  zunächst  gezeigt,  dafs  ,jeder 
Aufsenwinkel  (der  nicht  ein  Scheitelwinkel  von  einem  inneren 
ist)  so  grofs  ist,  wie  die  beiden  gegenüberliegenden/) 
zusammengenommen".  Hieraus  wird  dann  gefolgert,  dafs 
die  Winkelsumme  des  Dreiecks  einen  Flachwinkel  beträgt. 

Es  folgen  dann  die  Erörterungen'  über  den  Zusammen- 
hang der  16  Winkelgleichungen,  nachdem  die  Gleichheit  der 
Gegenwinkel  mit  dem  gleichen  Richtungsunterschied  identifiziert 
worden  ist.  Hieraus  läfst  sich  dann  sofort  erkennen,  wie  der 
Verfasser  den  Zusammenhang  der  behandelten  Sätze  mit  der 
Parallelenlehre  darstellt,  zumal  wenn  man  weifs,  dafs  er  die 
Parallelen  als  Geraden  gleicher  Richtung  definiert.  Hieran 
schliefsen  sich  dann  die  Umkehrungen,  deren  letzter  Satz  das 
elfte  Axiom  ist. 


Friedrich  Schmeisser,  Bemerkungen  zu  einer  wissen- 
schaftlichen Behandlung  der  Lehren  der  Geometrie.  —  Frank- 
furt a.  0.  1855. 

Der  Verfasser  sagt  p.  18:  „Dafs  die  Theorie  jeder  Wissen- 
schaft mit  den  einfachsten  Lehren  beginnen  müsse,  versteht 
sich  von  selbst.  Daher  mufs  auch  der  erste  Hauptteil  der 
Geometrie 

L   Von  den  Linien  und  Winkeln  nach  ihrer  Lage 

und  Gröfse  handeln." 

Man  dürfe  aber  diese*  Betrachtungen  nicht  in  die  Plani- 
metrie  bringen. 


^)  Vergl.  unsre  Fufünote  auf  Seite  366. 
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Eb  wird  dann  aaf  den  Zusammenhang  des  Winkels  mit 
dem  Kreise  eingegangen.') 

p.  31  bemerkt  Schmeisser:  ^Dafs  die  fünteilnng  des 
Kreises  in  360*^  nicht  aus  dem  alten  Ggypten  stammt,  hat 
schon  Weidler  (histor.  astron.  p.  56)  dargelegt  Es  ist  hin- 
reichend ermittelt,  dafs  sie  aus  der  Zeit  des  Eudoxus  herrQhri 
und  wahrscheinlich  von  Eratostbenes  mid  Bipparch  t.  N. 
verbreitet  worden  ist.  Strabo  11.  p.  194.  172.  Manilins  I. 
572.    Vergl.  J.  H.  Voss  au  Vergils  Landbau  I.  233." 

Wir  verweisen,  was  diese  Frag«  betrifft,  anf  unser  Zitat 
aus  Cantor  anf  Seite  343- 


Zerlang,  Beitrag  zu  einer  genetischen  Entwicklung  der 
Planimetrie.  —  Sorau  1860. 

Zerlang  giebt  die  Definition  des  Winkels  als  Richtnngs- 
Unterschiedes  und  geht  sofort  auf  den  Zusammenhang  des  Win- 
kels mit  dem  Kreise  ein.  Mit  HQlfe  des  Kreises  löst  er  dann, 
noch  ehe  er  von  der  Bezeichnung  der  Winkel  handelt,  die  Auf- 
^;ibe,  einen  Winkel  zu  zeichneu,  der  einem  gegebenen  gleich 
ist.  Der  Angabe  der  Mamen  und  der  sehr  ausführlichen  Be- 
liaiulliing  des  Richtwinkele  folgt  dann  die  Aufgabe,  zwei  ge- 
gebene Winkel  zu  addieren.  Es  folgen  die  Betrachtungen 
UbiT  Neben-,  Komplement-  etc.  Winkel  und  praktische  Übungen 
im  Addieren  und  Subtrahieren  von  Winkeln.  Den  rechten 
Wickel  bezeichnet  er  als  Mafseinheit. 

Deu  Linieu  mit  Richtungsnnterscbied  stellt  er  sodann 
diejenigen  mit  gleicher  Richtung  gegenüber,  die  parallel  heifsen. 
Auch  hier  werden  die  Einzelbeziebungen  sehr  gründlich  er- 
i'irtert,  dann  geht  der  Verfasser  zu  den  Winkelpaaren  bei 
Geraden  über  und  stellt  die  bekannten  Sätze  auf,  die  ibni 
sofort  zur  Lösung  der  Aufgaben  dienen,  durch  einen  Punkt 
die  Parallele  zu  einer  gegebenen  Geraden  zn  ziehen.  Als  ün- 
kehrung   folgt   dann   der  Satz:    W.erden   zwei  Parallelen   von 

')  SchmeisseT  nimmt  mit  Baroccio  an,  AaSt  die  &Dküd«cbe 
ition  dea  WioltelB  %Xiats  ein  Schreibfehler  sei,  dafi  ee  hei&en  maue 
t  •-  &actio. 
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einer  Geraden  geschnitten,  so  etc.^)  —  Der  Beweis  stütet  sich 
überall  hier  wie  dort  auf  die  Winkeldefinition. 

Der  Satz  von  der  Winkelsunime  im  Dreieck  und  die  zu- 
gehörigen Sätze  werden  natürlich* mit  Hülfe  der  parallelen 
HülfsHnie  bewiesen. 

Fr.  Becker,  Die  elementare  Geometrie  in  neuer  Anord- 
ordnung  I.     Hanau,  1870. 

Schon  oben  (p.  339)  hatte  ich  angekündigt,  dafs  ich  auf 
die  duale  Behandlung  von  Strecke  und  Winkel  noch  näher 
eingehen  würde. ^)  Hierzu  bietet  die  vorliegende  Abhandlung 
geeignete  Veranlassung.  Um  einigermafsen  die  leitenden  Ge- 
danken des  Verfassers  der  Erkenntnis  nahe  zu  bringen,  gebe 
ich,  ehe  ich  auf  den  uns  hier  interessierenden  Text  eingehe, 
das  Schema  der  Darstellung. 

I.  Offne  Figuren.     Kreis. 

1)  Punkte  und  Gerade  in  gegenseitiger  Beziehung. 

2)  Strecke  und  gebrochene  Linie. 

3)  a)  Kreis,     b)  Winkel. 

1)  Zunächst  wird  auf  den  Zusammenhang  von  Winkel 
und  Drehung  eingegangen. 

Dann  folgen  die  Beziehungen  der  Winkel,  Erklärungen^, 
daran  sich  anschliefsende  Konstruktion  saufgaben  und  duale 
Gegenüberstellungen  von  Winkel-  und  Bogensätzen.  p.  13 
folgt  4: 

„Strecken  und  Winkel  (Analogieen).  , 

Strecken  können  nur  hin-  Winkel  können  nur  hin- 
sichtlich ihrer  La.ge  und  sichtlich  ihrer  Lage  und 
Gröfse  von  einander  «verschie-  Gröfse  von  einander  verschie- 
den sein;  daher  sind  gleiche  den  sein;  daher  sind  gleiche 
Strecken  kongruent.  Winkel  kongruent. 

*)  Nach  der  vorhergehenden  Anordnung  des  Verfassers  hätte, 
meiner  Meinung  nach,  dieser  Satz  der  Hauptsatz  sein,  der  erste  dagegen 
als  die  ümkehrung  gelehrt  werden  müssen. 

')  Man  vergleiche  meine  Ansffihrangen  p.  120  £P. 

')  Eine  derartige  Erklärung  ist  z.  B. :  „Die  Entfernung  zweier  gleich- 
weit vom  Scheitel  eines  Winkels  abstehenden  Schenkelpnnkte  heifst  die 
Schenkelweite  für  diesen  Abstand. 
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Vergleichung   von  Strecken         Vergleichung  von  Winkeln 
durch  Aufeinanderlegen.  durch  Aufeinanderlegen. 

Summe   und  Differenz   von         Summe   und   Differenz    von 

« 

Strecken.  Winkeln." 

Es  läfst  sich  nicht  leugnen,  dafs  eine  derartige  duale  Be- 
handlung der  beiden  Elemente  Strecke  und  Winkel  von  grolsem 
Vorteil  im  Unterricht  ist.  Man  sollte  nicht  versäumen ,  auf 
diese  Darstellung  des  Zusammenhangs  der  beiden  Elemente 
ausführlich  einzugehen. 

p.  14  folgt  5:  ,, Mehrere  Winkel  in  Beziehung  zu 
einander." 

Hier  finden  wir  die  Beziehungen  der  Nebenwinkel,  Scheitel- 
winkel etc.;  zum  teil  allerdings  mit  Aufstellung  sehr  über- 
flüssiger Sätze,  wie  z.  B.  Lehrsatz:  ,,Alle  flachen  Winkel  sind 
einander  gleich";  dieser  Lehrsatz  wird  mittest  Deckung 
bewiesen. 

p.  17  Nr.  6:  „Winkelkreuz,  Halbierungskreuz,  Pa- 
rallelen, Konvergenten." 

,,Erklärung.  Zwei  Gerade,  welche  sich  schneiden,  bilden 
ein  Winkelkreuz  (Geradenkreuz,  geraden  Yierstrahl,  voll- 
ständiges Winkelgebilde)." 

„Ist  einer  der  vier  Winkel  des  Kreuzes  ein  rechter 
Winkel,  so  ist  jeder  derselben  ein  rechter^);  ist  dagegen 
einer  kein  rechter,  so  ist  keiner  ein  rechter." 

„Von  der  Gröfse  eines  der  vier  Winkel  eines  Kreuzes 
ist  die  Gröfse  der  drei  übrigen  abhängig,  d.  h.  jeder 
Winkel  bestimmt  ein  ihm  zugehöriges  Kreuz." 

Hieran  schliefsen  sich  einige  Folgesätze  über  die  Ver- 
gleichung zweier  Kreuze. 

Es  heifst  dann  p.  18: 

„Für  eine  Gerade  giebt  es         Für  einen  Winkel  giebt  es 

durch  einen  Punkt  auf  der-     in    einer    Fläche    durch    den 

selben  nur  einen  Winkel,  von     Scheitel    nur    eine    Gerade, 

dessen  Schenkeln  jeder  für  sich     von   deren  Strahlen  jeder  fQr 


^)  Die  Hinweisong  auf  diesen  Spezialfall   haben   wir   in   unserer 
'iarstellung  leider  unterlassen;  es  möge  deshalb  hier  darauf  ansdrück- 
ih  hingewiesen  werden. 
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mit  den  Strahlen  der  Geraden  sich   mit   den   Schenkeln   des 

gleiche  Winkel  bildet.  Dieser  Winkels  gleiche  Winkel  bil- 

Winkel  ist  ein  flacher,  seine  dei    Diese  Gerade  halbiert 

Schenkel    stehen    senkrecht  den  Winkel, 
zu  der  Geraden. 

oder: 

Mit   den  beiden    Strahlen         Mit   den   beiden   Schenkeln 

einer  Geraden  kann  nur  eine  eines  Winkels  kann  nur  eine 

einzige  Gerade  gl  ei  che  Winkel  einzige  Gerade  gleiche  Win- 

bilden;     diese    Gerade    heifdt  kel  bilden;  diese  Gerade  heiÜBt 

Senkrechte  zur  ersten.  die  Winkelhalbierende.'^ 

p.  19:  y;Die  Winkelhalbierenden  eines  Kreuzes  bilden  ein 
rechtwinkliges  Kreuz.^'    Folgesätze  und  Umkehrungen. 

^Die  beiden  Normalen  im  Scheitel  eines  Kreuzes  zu  dessen 
Geraden  bilden  ein  ihm  gleichwinkliges  Kreuz  (Normalen- 
kreuz)." 

Durch  den  Satz:  ,^ine  Transversale  eines  Kreuzes,  welche 
nicht  durch  den  Scheitel  geht,  schneidet  entweder  nur  eine 
seiner  Geraden  oder  beide"  wird  dann  die  Lehre  von  den 
„gleichliegenden"  etc.  Winkeln  eingeleitet 

Begriffe  des  ebenbildlichen  und  des  gegenbildlichen 
Kreuzes.  Bei  Parallelen  haben  wir,  wenn  eine  Transversale 
da  ist^  ebenbildliche  Kreuze  resp.  wenn  die  Kreuze  ebenbild- 
lich sind,  so  sind  zwei  Geraden  parallel.  Anwendungen. 
Dann  folgt  das  elfte  Axiom  resp.  dessen  Umkehrung.  Der 
folgende  Abschnitt  bringt  dann  in  analoger  Behandlung  die 
Winkellehre  beim  Dreieck.  Besonders  ist  zu  erwähnen,  dafs 
die  Seitenbeziehungen  und  Winkelbeziehungen  in  dualer  Weise 
dargestellt  werden. 

Die  ganze,  durch  Originalität  und  Geist  ausgezeichnete 
Arbeit  ist  sehr  lesenswert. 


Polster,  Geometrie  der  Ebne..  —  Würzburg  1878. 

Es  wird   genügen,  wenn  ich  von  dieser  Abhandlung  die 
Disposition  mitteile. 
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II.  Kapitel. 
Winkel  an  einem  Scheitel. 

§  5.     Vergleichung  zweier  Winkel. 

(Addition  und  Subtraktion  der  Winkel.) 
§  6.     Nullwinkel,  Vollwinkel,  gerade  Winkel. 
§  7.     Nebenwinkel. 
§  8.     Scheitelwinkel. 

III.  Kapitel. 
Theorie  der  Konvergenz  und  des  Parallelismus. 

§  9.     Definitionen  (Innere  [äufsere]  Winkel,  Gegenwinkel, 
Wechselwinkel,  korrespondierende  Gegenwinkel  etc.). 

§  10.     Kriterien  der  Konvergenz  (im  ganzen  zehn). 
(Nr.  5  =  Elftes  Axiom.) 

§  11.     Gegenwinkel  und  Wechselwinkel  an  Parallelen. 

(Erster  Lehrsatz;  „An  parallelen  Graden  ist  jeder  Winkel 
einem  gleichliegenden  Winkel  gleich.^'     Beweis  indirekt) 

§  12.     Kriterien  des  Parallelismus  (im  ganzen  vier). 

§  13.  Gegenwinkel  und  Wechsel winkel  an  konvergenten 
Geraden. 

§  14.  Richtungen  von  geschnittnen  Geraden  gegen  die 
Durchschnittslinie. 

§  15.     Weitere  Sätze  über  die  Parallelen. 

§  16.     Parallelwinkel  in  einer  Ebene. 

In  einem  Anhang  giebt  der  Verfasser  noch  eine  „andere 
Art  der  Theorie  des  Parallelismus  und  der  Konvergenz^'  und 
zwar  so,  dafs  der  §  10  hinter  §  13  folgt;  in  einem  zweiten 
Anhang  findet  sich  noch  eine  „dritte  Art  der  Theorie  des 
Parallelismus  und  der  Konvergenz.''  Hier  ist  die  Reihenfolge: 
§  14  (auf  §  9  folgend),  §  11,  §  12,  §  13,  §  10. 


Kor  neck,  Genetische  Behandlung  des  plani  metrischen 
Pensums  der  Quarta.  —  Kempen  1879  (Nr.  125). 

Die  Anordnung  des  Stoffes  ist  folgende: 

§  1.  Definitionen. —  §2.  Winkel  (Definition,  Benennungen, 
benannte  Zahl;  dieser  §  schliefst  mit  dem  Satze:  „Wenn  zwei 
Strahlen    mit    einer   Geraden    gleiche    Winkel    in    demselben 
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Drehungssinne  bilden ,  so  haben  die  Strahlen  gleiche  Rich- 
tung; denn  ihre  Richtungen  weichen  gleichviel  von  einer 
dritten  ab").  —  §  3.  Zwei  Punkte.  Der  Kreis.  —  §  4.  Kreis 
und  Gerade.  —  §  5.  Drei  Punkte.  Das  Dreieck.  —  §  6.  Zwei 
Kreise.  —  §  7.  Das  gleichschenklige  und  das  rechtwinklige 
Dreieck.  —  §  8.  Konstruktionen.  —  §  9.  Parallele  Geraden 
(Definition;  Sätze).  —  §  10.  Nebenwinkel  und  Scheitelwinkel. 
—  §  11.  Winkel  bei  Parallelen.  —  Auf  diesen  Paragraphen 
müssen  wir  näher  eingehen. 

Es  wird  zunächst  zwischen  äufseren  und  inneren  Winkeln 
unterschieden.  Betreffs  der  Benennung  der  verschiedenen 
Winkelpaare  bedauert  Verfasser  die  vielen  Verschiedenheiten 
bei  den  verschiedenen  Autoren  und  fügt  hinzu  ^): 

y,Am  konsequentesten  scheint  mir  die  Einteilung  der  be- 
treffenden Winkel  von  Snell  in  folgender  Weise  durchgeführt 
zu  sein: 

1)  Beide  Winkel  liegen  auf  derselben  Seite  der  Trans- 
versalen und  sind 

a.  ein  äuüserer  und  ein  innerer^ 

b.  zwei  innere, 

c.  zwei  äufsere. 

2)  Die  Winkel  liegen  auf  verschiedenen  Seiten  der  Trans- 
versaleb  und  sind 

a.  ein  äufserer  und  ein  innerer, 

b.  zwei  innere, 

c.  zwei  äufsere. 

Die  Winkel  la)  nennt  Snell  Gegenwinkel. 

Ib)  Innenwinkel. 

Ic)  Aufsen Winkel. 

2a)  Gegenwechselwinkel. 

2b)  Innenwechselwinkel. 

2c)  Aufsenwechselwinkel. 

Dr.  Job.  Müller  (Lehrbuch  der  elementaren  Planimetrie, 

Bremen  1870)  nennt  die  Winkel  an   verschiedenen  Scheiteln 

und  an  derselben  Seite  der  Transversalen  Gegenwinkel,  an 

verschiedenen  Seiten  der  Transversalen  Wechselwinkel  und 

^)  Man  vergleiche  nnsere  entaprechenden  Ausführungen  weiter  oben. 
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unterscheidet  dann:  a.  Gemischte  Gegenwinkel  (ein  innerer 
nnd  ein  äulserer);  b.  Gleichartige  Gegenwinkel  (zwei 
innere  oder  zwei  äussere);  c.  Gemischte  Wechselwinkel 
(ein  innerer  nnd  ein  äuTserer);  d.  Gleichartige  Wechsel- 
winkel (zwei  innere  oder  zwei  äufsere).  . 

Baltzer  (Elemente  etc.)  kennt  nur  a.  Innere  Winkel 
(auf  derselben  Seite  der  Transversalen);  b.  Gegenwinkel 
(ein  äufserer  und  ein  innerer  an  derselben  Seite  der  Trans- 
versalen); c.  Wechselwinkel  (zwei  innere  Winkel  an  ver- 
schiedenen Seiten  der  Transversalen). 

So  findet  sich  fast  in  jedem  Buche  leider  eine  andere 
Bezeichnung  für  dieselbe  Sache.  Übereinstimmung  herrscht 
im  allgemeinen  nur  darin,  dafs  zwei  innere  oder  äufsere 
Winkel  auf  verschiedenen  Seiten  der  Transversalen  Wechsel- 
winkel, ein  äufserer  und  ein  innerer  auf  derselben  Seite 
Gegenwinkel  oder  Korrespondierende  Winkel  genannt 
werden.  Die  Winkel  2a.  der  SnelFschen  Einteilung  werden 
in  der  Regel  gar  nicht  berücksichtigt  oder  (Focke  und  Krafs) 
mit  Ib.  und  c.  vereinigt  In  Bezug  auf  die  Winkel,  die  ent- 
weder zwei  äufsere  oder  zwei  innere  an  derselben  Seite  der 
Transversalen  sind,  herrscht  die  gröfste  Verwirrung.  Sie  heiüsen 
z.  B.  entgegengesetzte  Winkel  (Kambly),  Ergänzungs- 
winkel (Hub.  Müller,  Focke  und  Krafs),  Gegenwinkel 
(Recknagel,  NB.  dasselbe  Wort  in  anderer  Bedeutung,  als  es 
die  meisten  anderen  Bücher  anwenden!),  An  winke!  (Schräm; 
eine  Benennung,  deren  Etymologie  mir  noch  unklar  ist)  u.  s.  w.^ 

Der  Verfasser  selbst  giebt  folgende  nicht  üble  Er- 
klärung : 

„Man  kann  die  betreffenden  Winkel  dadurch  unterscheiden, 
dafs  man  ihre  Drehungsrichtung  von  der  Transversalen  aus 
ins  Auge  fafst.  Denkt  man  sich  zunächst  die  geschnittenen 
Linien  mit  der  Transversalen  zusammenfallend  und  dann  um 
ihre  Schnittpunkte  beispielsweise  den  Zeigern  der  Uhr  ent- 
sprechend oder  entgegengesetzt  gedreht,  so  können  wir  die 
Winkel  bezeichnen  als  Winkel  von  gleicher  Drehungs- 
richtung und  Winkel  von  entgegengesetzter  Drehungs- 
richtung." 

Die    Winkelsätze    bei    den   Parallelen    beweist    der   Ver- 
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fasser  mit  Hülfe  von  Senkrechten  und  der  dadurch  entstan- 
denen kongruenten  Dreiecke.  Die  Umkehruugen  ergeben  sich 
von  selbst. 

A.  Wernicke,  Die  Grundlage  der  Euklidischen  Geometrie 
des  Mafses.  —  Braunschweig  1887  (Nr.  638). 

Wernicke  geht  aus  von  dem  Winkelstrahl,  über  den 
er  eine  Reihe  von  Sätzen  aufstellt,  z.  B.:  „Jede  Gerade,  welche 
beide  Schenkel  eines  Winkelstrahls  trifft,  schneidet  die  Achse 
desselben.'' 

„§  96.  Postulat:  Jede  Strecke  und  jeder  Winkel  ist 
in  beliebiger  Weise  übertragbar,  d.  h.  man  darf  diese  Ge- 
bilde, sobald  sie  irgendwo  vollkommen  bestimmt  sind,  an  jeder 
anderen  Stelle  des  Raumes  wiederum  als  gegeben  annehmen.'' 

§  101  lautet:  „Die  Methode  der  Geometrie  des 
Mafses  wird  dadurch  bestimmt,  dafs  aus  einer  Strecke  und 
aus  einem  Winkel  bez.  zwei  Mafse  hergestellt  werden,  welche 
zunächst  eine  zahlenmäfsige  Yergleichung  von  Strecken 
and  Winkeln  ermöglichen,  dann  aber  auch  zu  weiteren  Mes- 
sungen führen." 

Der  folgende  Abschnitt  behandelt  sodann  die  „Einführung 
und  Verbindung  der  beiden  Mafse^^  und  zwar  zuerst  die  Strecke, 
dann  den  Winkel  (Mafsebene).  Hierauf  scheidet  sich  der  Stoff 
so,  dafs  zuerst  die  Winkelpaare  an  einer  Geraden  bez. 
an  einem  Winkelstrahl,  sodann  die  Winkelpaare  an 
zwei  sich  schneidenden  Geraden  abgehandelt  werden.  §  114 
bringt  Winkelpaare  an  drei  sich  schneidenden  Geraden. 
Der  erste  Lehrsatz,  der  aufgestellt  wird,  heifst:  „Jeder  Aufsen- 
winkel  ist  gröfser  als  ein  nichtzugehöriger  Dreieckswinkel.'' 

Im  §  115  giebt  Wernicke  iolgendes  Schema: 

„I.  Winkelpaare  aus  gleichartigen^)  Elementen. 

1)  Ohne  Überschreitung  der  Schneidenden:  Gleichartige 
Gegenwinkel  (Ergänzungswinkel). 

2)  Mit  Überschreitung  der  Schneidenden:  Wechsel- 
winkel. 

^)  Gleichartig  werden  Winkelpaare  genannt,  wenn  je  zwei  äuTsere 
oder  je  zwei  innere  Winkel  die  Elemente  sind;  ungleichartig,  wenn  je 
ein  äofäerer  und  je  ein  innerer  Winkel  zum  Paar  gehören. 

Schotten,  der  planimctr.  Unterricht.    II.  25 
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IL  Winkelpaare  aus  ungleichartigen  Elementen. 

1)  Ohne  Überschreitung  der  Schneidenden:  Gegenwinkel. 

2)  Mit  Überschreitung  der  Schneidenden:  Ungleich- 
artige Wechselwinkel/' 

Wir  können  uns  mit  diesem  Schema  völlig  einverstanden 
erklären,  besonders  erscheint  uns  die  Unterscheidung  der 
gleichartigen  und  ungleichartigen  Elemente  recht  glücklich; 
nur  der  Name  „Ergänzungswinkel**  erregt  Anstofs,  da  hier  in 
den  Namen  eine  Eigenschaft  vornweg  genommen  ist,  die 
noch  dazu  nur  für  einen  bestimmten  Fall  resp.  eine  bestimmte 
Voraussetzung  existiert.  Bei  bestimmten  Lagen  der  Geschnitte- 
nen werden  die  Elemente  von  I,  2  und  II,  1  gleich,  diejenigen 
von  I,  1  und  II,  2  supplementär.  Der  Verfasser  geht  dann 
sofort  dazu  über  zu  zeigen,  dafs,  wenn  eine  der  16  Gleichungen 
gilt,  alle  gelten  und  dafs  dann  die  geschnittenen  keinen  Punkt 
gemeinsam  haben.     Solche  Geraden  heiCsen  parallel. 

In  den  §§  120 — 125  spricht  sich  der  Verfasser  über  „die 
natürliche  Einheit  der  Winkelmessung*'  aus.  Er  wählt 
zum  Mafs  den  Winkel,  der  viermal  an  einander  gelegt  die 
Mafsebene  ausfüllt,  legt  also  den  Richtwinkel  der  Messung 
zugrunde,  womit  wir  uns  nicht  einverstanden  erklären  können. 
Die  natürliche  Mafseinheit  ist  der  Vollwinkel  selbst 

Soweit  ging  die  Behandlung  des  Winkels,  nun  folgt 
3)  Beziehungen  beider  Mafse,  der  Seiten  und  Winkel  des 
Dreiecks  betrachtet,  auf  die  Kongruenzlehre  eingeht,  und 
schliefslich  die  wichtige  Frage  erörtert:  „Bilden  Parallelen 
mit  jeder  Schneidenden  gleiche  Gegenwinkel?"  Diese 
Frage  ist  identisch  mit  derjenigen:  „Wie  viel  Parallelen 
können  durch  einen  Punkt  zu  einer  Geraden  gezogen 
werden?"  Die  Antwort  kann  nur  mit  Hülfe  eines  Axioms 
gegeben  werden;  setzen  wir  die  Anzahl  auf  eins  fest,  so  wird 
auch  die  erste  Frage  bejaht  und  damit  zugleich  der  Satz  von 
der  Winkelsumme  im  Dreieck  entschieden. 


H.  Müller,  Über  den  ersten  planimetrischen  Unterricht, 
—  Berlin  1889  (Nr.  68). 

Die  Abhandlung  bringt  im  zweiten  Abschnitt  die  „Lehre 
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von  den  Winkeln'',  nnd  zwar  behandelt  §  4  „Begriff  des 
Winkels.  Allgemeine  Winkelsätze,"  §  5  „Winkel  bei  Parallelen.*' 
Schon  daraus,  dafs  diesen  beiden  Paragraphen  16  Quart- 
sciten  gewidmet  sind,  kaiin  man  ersehen,  wie  ausführlich  die 
vorliegende  Darstellung  ist  und  wie  eingehend  die  Unter- 
suchungen geführt  werden.  Der  Verfasser  geht  aus  von  den 
drei  möglichen  Lagen  zweier  Geraden  —  die  nebenbei  gesagt 
in  völlig  unsystematischer  Weise  aufgezählt  werden  —  und 
definiert  sodann  den  Winkel  als  EbeuenteiL  Es  folgen  die 
Erklärungen  über  Bezeichnung  und  Benennung;  dann  der  mit 
der  Definiton  nicht  zu  vereinbarende  Satz,  dafs  die  Gröfse  des 
Winkels  von  der  Länge  der  Schenkel  unabhängig  sei,  wobei  der 
Verfasser  natürlicherweise  die  Drehung  mit  heranziehen  mufs. 
Bei  der  vom  Verfasser  gegebenen  Definition  müfste  gesagt 
werden,  die  Schenkel  sind  immer  als  vollkommene  Strahlen 
zu  denken,  wenn  sie  auch  nur  zum  teil  gezeichnet  werden. 

An  die  Relation  des  Winkels  mit  der  Drehung  schliefst 
sich  unmittelbar  die  Gröfsenvergleichung  durch  Aufeinander- 
legen, daran  die  Benennung  der  verschiedenen  Winkelarten. 
Durch  Zerlegung  des  Aachen  Winkels  kommt  man  auf  die 
Nebenwinkel. 

Der  Mafsstab,  um  einen  Winkel  seiner  Gröfse  nach  genau 
angeben  zu  können,  ist  der  flache  Winkel  (Gradeinteilung)  — 
der  selbst  doch  erst  ein  abgeleiteter  ist.  Der  Winkelmesser 
wird  zu  Hülfe  genommen  und  mit  ihm  Übungen  im  An- 
tragen und  Abtragen  von  Winkeln  vorgenommen.  Ver- 
fasser schildert  eingehend  sein  Verfahren  und  giebt  Beispiele 
von  Aufgaben. 

p.  18:  „Sind   die    bisher   besprochenen   Übungen    in   hin- 
reichendem Mafse  vorgenommen  und  dadurch  Begriff  und  An- 
schauung des  Winkels   zu  dauerndem  Eigentum  geworden,  so 
kann  der  Schüler  zur  Bildung  der  einfachsten  Lehrsätze  über 
die  Winkel  geführt  werden.     Er  weifs  bereits, 
dafs  alle  flachen  Winkel  gleichgrofs  sind, 
dafs  die  Gröfse  eines  flachen  Winkels  2R  beträgt, 
dafs  die  Gröfse  eines  rechten  Winkels  gleich  1  R  ist  und 
dafs  folglich  alle  rechten  Winkel  gleichgrofs  sind. 

Er  kennt  ferner  die  Erklärung  für  die  Nebenwinkel  und 
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weÜB,  «iafs  zwei  Nebenwinkel  die  Teile  eines  Sachen  Winkels 
sind,  dafs  also  dnrch  Addition  zweier  Nebenwinkel  ein  äacher 
Winkel  gebildet  wird;  es  bedarf  demnach  keines  Beweises 
mehr  für  den 

„Lehrsatz  1:  Die  Summe  zweier  Nebenwinkel  beträgt  2  Jf." 
Allerdings  bedarf  der  Schüler  keines  Beweises  für  dieseu  8atz, 
weil  er  eben  gar  kein  Lehrsatz  ist.  Man  vergleiche  hierzu 
nusre  Ausfuhrungen  in  der  Fufsnote  auf  Seite  351  und  Seite  352, 
besonders  die  letztere.  Was  sind  es  aber  Oberhaupt  für  „Lehr- 
sätze," die  der  Verfasser  aufstellt! 

„Die  Gröfse  eines  rechten  Winkels  ist  gleich  IB."  (tl) 
Was  soll  man  zu  einer  solchen  Verirrung  sagen. 

Der  zweite  Lehrsatz  ist  der  von  den  Scheitelwinkeln,  der 
mit  Hülfe  der  Nebenwinkel  unmittelbar  aus  der  Anschanung 
gewonnen  wurde.  Hiermit  dürfe  man  sich  aber  nicht  be- 
gnügen. 

„Aus  diesem  Grunde  halte  ich  einen  Beweis  des  ausge- 
sprochenen Lehrsatzes  für  durchaus  erforderlich;  zugleich  aber 
benutze  ich  die  Gelegenheit,  um  den  Schüler  mit  v^rschiedeneo 
Beweisformen  bekannt  zu  machen,  deren  Kenntnis  ihm  nicht 
minder  notwendig  ist,  wie  dem  Arbeiter  die  Kenntnis  seines 
Handwerkszeuges.  Beim  ersten  Beweis  verfahren  stützen  wir 
uns  auf  den  Satz,  dafs  kongruente  Winkel  gleich  grofs  sind 
und  nehmen,  indem  wir  die  Winkel  zur  Deckung  bringen,  die 
Anschauung  zu  Hülfe:  Durch  vier  vollkommen  gleiche  dünne 
Stäbe  stellen  wir  zwei  sich  schneidende  Paare  von  Geraden 
dar,  die  im  Schnittpunkte,  ihrem  Mittelpunkte,  derart  aneinander 
befestigt  werden,  dafs  sie  um  denselben  gedreht  werden  können. 
Die  Stellung  der  beiden  ersten  Geraden  zu  einander  wird  als 
unveränderlich  angenommen,  während  das  zweite  Paar  beweg- 
lich bleiben  soll.  Nun  legen  wir  das  bewegliche  Paar  so  auf 
das  erste,  dafs  die  Schnittpunkte  sich  decken  und  eine  der 
<>>r^iden  des  zweiten  Paares  mit  einer  Ge.  aden  des  ersten 
l'nures  zusammenfällt;  drehen  wir  dann  die  zweite  Gerade  des 
/wi.-iten  Paares,  bis  sie  ganz  auf  der  zweiten  Geraden  des 
'sti'n  liegt,  so  bedecken  sich  die  beiden  Paare  vollständig 
<l  die  acht  Winkel  um  die  beiden  Schnittpunkte  erweisen 
li  als  paarweis  kongruent     Wird  jetzt  das  zweite  Paar  von 
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dem  ersten  abgenommen^  ohne  Änderung  an  der  gegenseitigen 
Lage  der  Geraden  in  der  Lufl  halb  herumgedreht  und  dann 
wieder  auf  das  erste  gelegt^  so  bedecken  sieh  die  beiden  Paare 
von  neuem  und  die  Winkel  des  zweiten  Paares  fallen  voll- 
ständig auf  die  Schtw  zu  denjenigen  Winkeln  des  ersten 
Paares,  zu  denen  sie  vor  der  halben  Umdrehung  kongruent 
gewesen  waren.  Jeder  Winkel  des  zweiten  Paares  kann  also 
zwei  Winkel  des  ersten  Paares  vollständig  bedecken  und  von 
ihnen  vollständig  bedeckt  werden;  das  ist  aber  nur  möglich; 
wenn  die  beiden  Winkel  selber  kongruent,   also  gleich  sind/' 

Als  zweites  Verfahren  schildert  Verfasser  dann  das  rech- 
nerische. Bei  der  Aufstellung  der  dazu  nötigen  Grundsätze 
müsse  man  sparsam  sein,  da  sie  auswendig  gelernt  werden 
mQfsten.  Sie  seien  durch  Beispiele  genügend  einzuprägen. 
Bei  dieser  Gelegenheit  spricht  sich  Verfasser  dafür  aus,  den 
Beweis  von  der  ganzen  Klasse  „durch  Zusammensprechen'' 
vortragen  zu  lassen,  ein  Verfahren,  dessen  Vorzüge  ich  nicht 
einsehen  kann,  das  ich  sogar  für  entschieden  falsch  halte. 
Solche  Methode  gehört  nicht  in  den  mathematischen  Unterricht. 

Zur  weiteren  Befestigung  des  Gelernten  läfst  Müller  dann 
die  beiden  Sätze  entwickeln:  „Die  Halbierungslinien  zweier 
Neben winkeP)  stehen  senkrecht  auf  einander^'  und  „Die  Hal- 
bierungslinie eines  Winkels  halbiert  auch  seinen  Scheitelwinkel." 

Bemerkenswert  ist  Seite  21:  „Zu  einer  schönen  Übung 
veranlassen  auch  die  vier  Lösungen  der  Aufgabe  einen  Winkel 
a  in  einem  Punkte  P  einer  Geraden  AB  B.n  dieselbe  anzu- 
tragen." 

Der  Gedanke  und  seine  Ausfuhrung  haben  mir  sehr  ge- 
fallen. Hierbei  kommt  der  Verfasser  auf  die  indirekte  Beweis- 
form zu  sprechen. 

Dann  geht  er  über  zu  Winkeln  an  zwei  Scheiteln  und 
entwickelt  die  Sätze  über  Supplementwinkel  und  derartige 
Sätze  wie:  „Sind  zwei  Winkel  einander  gleich,  so  ist  jeder 
von  ihnen  gleich  dem  Scheitelwinkel  des  andern."  Dazu  giebt 
er  arithmetische  Beweise. 

§  5  überträgt  nun  die  letzten  Betrachtungen  auf  den  Fall, 


1)  Besser  eines  Paares  von  Nebenwinkeln. 
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dafs  zwei  Geraden  von  eiser  dritten  geschnitten  werden. 
Natürlich  ist,  dafs  auch  Müller  sich  über  die  Verwirrung  in 
der  Bezeichnung  der  Winkelpaare  ausläfst.     Er  sagt: 

,,Eine  Übereinstimmung  in  der  Wahl  der  Bezeichnangen 
wird  man  in  den  verschiedenen  planimetrischen  Lehrbüchern 
vergeblich  suchen.  Während  die  meisten  nur  drei  Arten  von 
Winkelpaaren  unterscheiden  und  ihnen  häufig  ungeschickte, 
weil  zu  wenig  charakteristische  Benennungen  geben ;  weisen 
andere,  wie  der  Leitfaden  von  Feld  und  Serf  nicht  weniger 
als  sechs  verschiedene  Arten  von  Winkelpaaren  auf  und  er- 
zwingen die  Genauigkeit  der  Bezeichnungen  durch  eine  Aji- 
häufung  des  Memorierstoffes,  die  um  so  weniger  auf  Billigung 
rechnen  darf,  als  sie  recht  gut  vermieden  werden  kann.  Unter- 
scheidet man  nämlich  bei  den  schneidenden  Geraden  eine 
rechte  und  eine  linke  Seite  (resp.  ein  oben  und  unten)  and 
bei  den  geschnittenen  Geraden  ein  oben  und  unten  (resp. 
rechte  und  linke  Seite),  so  sind  nur  drei  wesentlich  von  einander 
verschiedene  Arten  von  Winkelpaaren  denkbar,  je  nachdem  die 
Winkel 

1.  beide  auf  derselben  Seite  der  schneidenden  und  auf 
gleichen  Seiten  der  geschnittenen  Graden, 

2.  beide  auf  verschiedenen  Seiten  der  schneidenden  und 
auf  verschiedenen  Seiten  der  geschnittenen  Graden, 

3.  entweder  auf  derselben  Seite  der  schneidenden  aber 
auf  verschiedenen  Seiten  der  geschnitteuen,  oder  auf  verschie- 
denen Seiten  der  schneidenden  aber  auf  gleichen  Seiten  der 
geschnittenen  Geraden  liegen.  Den  ersten  Paaren  kommt  die 
Bezeichnung  gleichliegende  oder  korrespondierende  Win- 
kel zu  und  die  zweiten  Paare  werden  durch  die  Benennung 
Wechselwinkel  treffend  charakterisiert,  während  für  die 
Paare  der  dritten  Abteilung,  so  viel  mir  bekannt  ist,  keine 
Bezeichnung  existiert,  die  ihre  gegenseitige  Lage  genau  be- 
stimmte. Bei  der  Schwierigkeit,  das  gemeinsame  und  das  ver- 
schiedene in  der  Lage  durch  ein  Wort  auszudrücken,  ist  das 
vollkommen  erklärlich.  Es  empfiehlt  sich  daher,  von  einer 
aus  der  Lage  abgeleiteten  Benennung  dieser  Winkel  vollständig 
abzusehen  und  einen  Namen  zu  wählen,  welcher  eine  in  zahl- 
reichen Fällen  auftretende  Eigenschaft  dieser  Paare  zum  Aus- 
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druck  bringt^  nämlich  den  Namen  Ergänzungswinkel.  Hier- 
nach hat  sich  der  Schüler  die  folgenden  Erklärungen  genau 
einzuprägen: 

Werden  zwei  Geraden  von  einer  dritten  geschnitten,  so 
entstehen  an  den  Schnittpunkten  acht  Winkel ,  von  denen  je 
zwei  an  verschiedenen  Schnittpunkten  liegende  Winkel  einen 
gemeinsamen  Namen  fähren. 

1.  Die  Winkel,  welche  auf  derselben  Seite  der  schnei- 
denden und  auf  gleichen  Seiten  der  geschnittenen  Geraden 
liegen,  heifsen  korrespondierende  Winkel  (Korr.  W.). 

2.  Die  Winkel,  welche  auf  verschiedenen  Seiten  der 
schneidenden  und  auch  auf  verschiedenen  Seiten  der  ge- 
schnittenen Geraden  liegen,  heifsen  Wechselwinkel  (W.  W.). 

3.  Die  Winkel,  welche  entweder  auf  derselben  Seite  der 
schneidenden  und  auf  verschiedenen  Seiten  der  geschnittenen, 
—  oder  auf  verschiedenen  Seiten  der  schneidenden  und  auf 
gleichen  Seiten  der  geschnittenen  Geraden  liegen,  heifsen 
Ergänzungswinkel  (Erg.  W.)." 

In  höchst  ausführlicher  Weise  werden  sodann  die  Bezie- 
hungen der  16  Winkelpaare  erörtert. 


Schon  die  Zusammenstellung  dieser  wenigen  Bearbeitungen 
der  Winkellehre  hat  gezeigt,  dafs  die  Behandlung  eine  mannig- 
faltige sein  kann.  Meine  ursprüngliche  Absicht,  auch  noch 
aus  verschiedenen  Lehrbüchern  Zitate  mitzuteilen,  habe  ich 
mich  entschlossen  aufzugeben;  einerseits  weil  die  Zitate  doch 
nicht  ganz  vollständig  gegeben  werden  können,  trotzdem  aber 
einen  übermäfsigen  Raum  in  Anspruch  nehmen;  dann,  weil 
es  sich  hier  nicht  um  eine  prinzipielle  Frage  handelt,  deren 
Erledigung  die  Wichtigkeit  für  sich  in  Anspruch  nehmen 
kann,  wie  die  Erörterung  der  Grundbegriffe. 

Erwähnen  möchte  ich  noch  als  beachtenswert  wegen 
origineller  oder  besonders  ausführlicher  Behandlung  folgende 
Lehrbücher: 

J.  Müller,  Lehrbuch  der  elementaren  Planimetrie.  — 
Bremen  1870. 

J.  Helmes,  Die  Elementar-Mathematik.  IL  —  Han- 
nover 1874. 
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Hub.  Müller^ Leitfaden  d,eb. Geometrie.  I.  —  Leipzig  1874. 

Kruse,  Geometrie  d.  Ebene.  —  Berlin  1875. 

Heurici  u.  Treutleiu,  Lehrbach  der  Elementargeometrie. 
—  Leipzig  1881. 

Schindler,  Die  Elemente  der  Planimetrie.  —  Berlin  1883. 

Rausenberger,  Die  Elementargeometrie  etc.  —  Leipzig 
1887. 

Hiermit  will  ich  das  vorliegende  Kapitel  schliefsen,  da 
§  3,  der  drei  oder  mehr  Winkel  behandelt,  von  keiner  be- 
sondern Bedeutung  erscheint,  teils  aber  auch  darin  Fragen  zur 
Erledigung  kommen,  die  an  anderer  Stelle  erörtert  werden 
können.    Sie  sollen  daher  im  dritten  Bande  erledigt  werden. 
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J.  C.  V.  Hoffmann,  H.  Z.  18.  p.  344  .    .    . 347 

J.  C.  V.  Hoffmann,  H.  Z.  III.  p.  136 364 

J.  C.  V.  Hoffmann,  H.  Z.  V 370 

Kaltenbrunner,  Wien.  Akad.  87 343 

Kober,  H.  Z.  1 865 

Kober,  H.  Z.  V.  p.  55 370 

Kober 371 

Kruse,  Geometrie  d.  Ebene.  1875 392 

Lackemann,  Lehrpr.  u.  Lehrg.     10.  Heft 374 

Manilius 378 

Matzka,  Gr.  Arch.  8.  p.  365—374 372 

Meutzner,  H.  Z.  13   p.  25 366 

E.  Müller,  H.  Z.  6.  p.  261 371 

Hub.  Müller,  Leitfaden.  —  Leipzig  1874 392 
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J.  Müller,  Lehrbuch.  —  Bremen  1870 383  391 

Müller-Zwerger 371 

J.  H.  T.  Müller,  Qr,  Arch,  IL  p.  106 866 

Oppelt 344 

Petersen 363* 

Bansenberger,  Die  Elementargeometrie  1887 892 

Sänger  n.  Sonne,  Math.  Bepet.-Hefte 334 

Sauer,  H.  Z.  24.  p.  629 371 

Scherling,  H.  Z.  V.  p.  447 370 

Schindler,  Die  Elemente  d.  PI.     1888 392 

Schotten,  H.  Z.  24.  p.  228 346 

Schotten,  H.  Z.  22.  p.  681 371 

Sickenberger,  Math.  Orthographie.    H.  Z.  4.  p.  379—391    .    .    .  362 

Snell 383 

Stieve,  Bair.  Akad.  16 343 

Strabo 378 

Sturm,  H.  Z.  I.  p.  272 367 

Sturm,  H.  Z.  III.  p.  20 368 

Thibaut 366 

Thieme,  Vortrag 346 

J.  H.  Voss,  Verg.  Landbau  L  233 378 

Weidler,  hiat.  astronom. 378 

Wernicke,  Die  Grundlagen  etc.  >-  Braunschweig  1887 339 

Wiecorek-Wiecorekewic,  H.  Z.  IV.  p.  429 366 

Ziegler,  H.  Z.  1 366 

Ziegler,  H.  Z.  IIl  p.  190 369 


Eliissinaiiny  Dr.  Budolf,  systematisches  Verzeichnis  der 
Abhandlungen,  welche  in  den  Schulschriften  sämt- 
licher an  dem  Frogrammtansche  teilnehmenden  Lehr- 
anstalten erschienen  sind.  Nebst  zwei  Begistem.  Zweiter 
Band:  1886—1890.  [VII  u.  286  S.]  gr.  8.  1893.  geh.n.  ^  5.  — 
Der  I.  Band:  1876—1885  (n.  JCb,—)  erschien  1889. 

Kraft^  Ferdinand,  Priyatdozent  an  der  Universität  Zürich,  Abrifs 
des  geometrischen  Kalküls.  Nach  den  Werken  des  Pro- 
fessors Dr.  Hermann  Günther  Grassmänn  bearbeitet.  Mit  in 
den  Text  gedruckten  Figuren.  [XII  u.  255  S.]  gr.  8.  1893. 
geh.  n,  M  6. — 

Kroneoker,  Leopold,  Vorlesungen  über  Mathematik.  Heraus- 
gegeben unter  Mitwirkung  der  Königlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Berlin.  In  5  Bänden.  I.  Band:  Vor- 
lesungen über  die  Theorie  der  einfachen  und  der 
mehrfachen  Integrale.  Herausgegeben  von  Dr.  Eugen 
Netto,  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  zu  Giessen. 
[X  n.  346  S.]    gr.  8.    1894. '  geh.  n.  ^  12  .— 

Kröhnke,  G.  H.  A«,  Königl.  Prenfs.  Begierungs-  und  Banrat  in 
Frankfurt  a/0.,  Handbuch  zum  Abstecken  von  Kurven  auf 
Eisenbahn-  und  Wegelinien.  Für  alle  vorkonmienden  Winkel 
und  Badien  aufs  sorgfältigste  berechnet.  12.  Aufl.  Mit  einer 
Figurentafel.  [VIII  u.  164  8.]  16.  1893.  In  Leinwand  geb. 
n.  M  1 .  80. 

Legendre,  Adzien -Marie,    Zahlentheorie.     Nach    der   dritten 

Ausgabe  ins   Deutsche   übertragen  von  H.   Maser.     2  Bände. 

Zweite  wohlfeile  Ausgabe,     gr.  8.     1893.     geh.  n.  JC  12. — 

Einzeln^eder  Band  n.  JC  6. — 
I.  Band.    [XVIII  u.  442  S.]    IL  Band.     [Xu  u.  463  S.] 

Iiie,  SophnSy  Vorlesungen  über  continuierliche  Gruppen 
mit  geometrischen  und  anderen  Anwendungen.  Be- 
arbeitet und  herausgegeben  von  Dr.  Georg  Scheffers,  Privat- 
docent  an  der  Universität  Leipzig.  Mit  Figuren  im  Text.  [XV  u. 
810  S.]     gr.  8.     1893.     geh.  n.  A  24.— 

Theorie  der  Transformationsgruppen.    Dritter  und 

letzter  Abschnitt.  Unter  Mitwirkung  von  Prof.  Dr.  Friedrich  Engel 
bearbeitet.    [XXVII  u.  831  S.]   gr.  8.   1893.   geh.  n.  •/*[  26.— 
Der  I.Abßchnitt(n.  *Ä18.— )  erschien  1888,  der  II.  (n.  ./Ä:16.— )  1890. 

Nenmann,  Dr.  Carl,  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität 
Leipzig,  Beiträge  zu  einzelnen  Theilen  der  mathe- 
matischen Physik,  insbesondere  zur  Elektrodynamik  und 
Hydrodynamik,  Elektrostatik  und  magnetischen  Induction.  Mit 
Figuren  im  Text.   [IX  u.  314  S.]   gr.  8.  1893.  geh.  n.  UK  10.— 

die  Hanpt-  und  Brenn-Punkte  eines  Linsen- 
System  es.  Elementare  Darstellung  der  durch  Möbius,  Gauss 
und  Bessel  begründeten  Theorie.  Mit  Figuren  im  Text 
Zweite  Auflage.   [VIII  u.  42  S.]  gr.  8.  1893.  geh.  n.  •^  1.2C 


Neumann,  Dr.  Frans,  Prof.  der  Physik  und  Mineralogie,  Vor- 
lesungen über  mathematische  Physik,  gehalten  an  der 
Üniyersität  Königsberg.  Herausgegeben  yon  seinen  Schülern  in 
zwanglosen  Heften.  Vn.Heft:  Vorlesungen  über  die  Theorie 
der  CapillaritSt.  Herausgegeben  von  Dr.  A.  Wanger  in, 
Professor  der  Mathematik  an  der  üniyersitftt  Halle.  [X  n. 
234  S.]    gr.  8.    1894.    geh.  n.  JCS.— 

BaoBenberg^r,  Otto,  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik. 
In  zwei  B&nden.  Mit  Figuren  im  Text.  Zweite,  wohlfeile 
Ausgabe  in  einem  Bande.  [VIII  u.  318  S.;  VI  u.  336  S.] 
gr.  8.     1893.     geh.  n.  uK  8.— 

Sati^inger^  Qt.,  unb  Dr.  fß.  (gfirl  (Dberlel^reru  am  ßgl.  ^^mnctfium 
ju  E^cmniö),  Slefultatc  ju  bcr  STufgabcnfammlung  für  bcn 
SRcd^cn^Untcrrid^t  on  bcn  Unterflaffcn  bcr  (S^mnaficn. 
3  ©cftc.    gr.  8.    1893.    ©tctf  gc^.  jcbcS  6cft  A  —.80. 

I.  ^eft:    ©ejto.     [81  @.J     U.  ^eft;    Cuinta.     [28  6.]     HI.  ^cft: 
Cuarttt.    [33  8.1 

•V  2)iefe  9icfu(tate  ftnb  nit^t  btti^  ben  93uc^^(mbel  ^u  bc^ie^en, 
{onbern  iDcrben  nur  unmittelbar  üon  bcr  ^erlag^buc^l^aiibluiig  gegen  (£in= 
fenbung  bcig  33ctrag3  (in  fflricfmarlen)  an  bcgraubigte  iJe^rcr  geliefert. 

Sohülke,  Dr.  A.«  trigonometrische  Tafel,  [2  S.  auf  starkem 
Karton.]     gr.  8.    1893.    A — .10. 

StaM,  Dr.  Hermann ,  ord.  Professor  der  Mathematik  in  Tübingen, 
und  Dr.  V.  Konunerell,  Repetent  am  Seminar  in  Urach,  die 
Grundformeln  der  allgemeinen  Flächentheorie.  Mit 
einer  lithogi-aphirten  Tafel.  [VI  u.  114  S.]  gr.  8,  1893. 
geh.  u.  A  ^. — 

Stola,  P2:.  Otto,  ord.  Professor  an  der  Universität  zu  Innsbruck, 
Grundütlgc'  der  Differential-  und  Integralrechnung. 
Erster  *Thei1 :  Beeile  Veränderliche  und  Functionen.  Mit  4 
Figuren  im  Text.   [X  u.  460  S.]    gr,  8.    1893.   geh.n.UK8.— 

Sturm,  Dr.  sindolf,  Professor  an  der  Universität  zu  Breslau, 
die  Gebilde  ersten  und  zweiten  Grades  der  Linien- 
geometrie in  synthetischer  Behandlung.  IL  Theil.  Die 
Strahlencongruenzen  erster  und  zweiter  Ordnung.  [XIV  n. 
367  S.]     gr.  8.     1893.     geh.  n.  •^  12.— 

Der  I.  Theil  (n.  ^12.-)  erschien  1892,  der  Hl.  (Schluss-) Theil 
wird  im  October  1894  folgen. 

Wünsche,  Prof.  Dr.  Otto,  Oberlehrer  am  G/miiasium  zu  Zwickau, 
die  verbreitetsten  Pflanzen  Deutschlands,  fiin  Übungs- 
buch fttr  den  naturwissenschaftlichen  Unterricht.  [VIEL  u. 
269  S.]     8.     1893.     Biegsam  in  Leinwand  geb.  n.  JC  2. — 
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